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1. 固有ベクトルの分布
1.1. 固有ベクトルの分布

主成分分析は，要因分析の一つとして，最もよく使われている分析法である. 主成分分
析において，無作為標本X1, · · · ,XNから計算した第1主成分 y1を

y1 = h11x1 + · · ·+ hp1xp

と書く. ここで, X = (x1, · · · , xp). この係数 (h11, · · · , hp1)は，x1, · · · , xpのあらゆる 1

次式の中で y1の分散が最大になるように決める. これは，y1の分散である固有値 ℓ1に
対応する固有ベクトルであり，N個の標本の組を抽出する度に異なった値をとる．
次に，「第1主成分 y1とは無相関」という条件の下で分散が最大になるような1次式

y2 = h12x1 + · · ·+ hp2xp

で第2主成分y2を決め，以下同様にして，第3主成分y3，第4主成分y4，· · · を決める．
Xが中学あるいは高校の成績データであれば, 第 1主成分は合計点に近いものになる.

身体計測のデータであれば, 第1主成分は, 大きさの因子, 第2主成分に体型の因子など
が出てくる. 主成分がどのような意味を持つかは, xiの係数hi (i = 1, · · · , p)の大きさ
を見て判断する. このように, 主成分分析においては，主成分の係数 hiの大きさを見
て，その主成分がどのような意味を持つかを推測するが，もし，この係数が標本抽出
の度に大きく変わるならば，推測した主成分の意味づけは無意味になる．このような
観点から，主成分の係数h1, h2, · · · , hpの信頼性は重要な問題である．

まず始めに，2変量正規分布の場合について述べる．X1, · · · ,XN を 2変量正規分布
N2(µ,Σ)からの無作為標本とする．このとき

S =
N∑

α=1
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この g(sij)は，2次元のウィッシャート分布の確率密度関数である．標本から計算した
第1主成分 y1と第2主成分 y2をそれぞれ

y1 = h11x1 + h12x2
y2 = h21x1 + h22x2

と書くと，固有ベクトル，つまり，係数 (h11, h12) , (h21, h22)は[
h11 h21
h12 h22

]
=

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
と表される．これが意味することは，第1主成分と第2主成分は座標軸が回転移動して
いる，つまり，真の主成分の位置からズレているということである．この座標軸の回
転の角度θは確率変数であり，その分布は母集団での角度γと，母集団での固有値，つ
まり第1主成分の母分散λ1と第2主成分の母分散λ2に依存して定まる．
母集団での固有値を λ1, λ2(λ1 ≥ λ2 > 0)とすると，確率変数 θ の確率密度関数は,

Sugiyama(1965)によって
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と与えられている．ただし
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λ̄ = (λ1 + λ2)/2.

簡単のため，母集団の座標軸の回転の角度γを0とする．つまり，母集団での第1主
成分Y1と第2主成分Y2は，それぞれ

Y1 = x1 + 0 · x2
Y2 = 0 · x1 + x2

であるとする．母集団における係数が0のとき，N個の標本から計算した主成分はの係
数h12 = sin θはどのような値をとるかを調べる．固有ベクトルの成分から，h12 = −h21
故，h12の変動の様子を見ることは，h21の変動の様子を見ることと同じである．図で
表すと以下のようになる．

図 変数x1, x2と主成分 y1, y2との関係



角度θの分布はY1の分散λ1とY2の分散λ2に依存すると述べたが，正確にはλ1とλ2
の比に依存する．そこで，λ1 + λ2を 100として，係数h12 = sin θの両側 5%点を計算
したのが表1.1である．

表1.1　第1主成分のx2の母係数が0のとき，標本から計算した係数
h12 = sin θの両側5%点 (±符号を省略)，n = N − 1

λ1 + λ2 = 100とした場合のλ1の値 (( )内はその時の θの値)

n 90 80 70 60

10 .275(θ=16.0) .528(θ=31.9) .864(θ=59.8) .982(θ=79.1)

20 .178(θ=10.3) .329(θ=19.2) .619(θ=38.2) .958(θ=73.3)

50 .107(θ=6.1) .193(θ=11.1) .346(θ=20.2) .807(θ=53.8)

100 .075(θ=4.3) .133(θ=7.6) .234(θ=13.5) .559(θ=34.0)

1.2. 固有ベクトルの分布と検定

正規母集団 Np(µ,Σ)からの大きさNの無作為標本X1, . . . ,XN から計算された標本共
分散S の固有ベクトルについて考える. いま, 母共分散行列は

Σ = ΓΛΓ′, Λ = diag(λ1, . . . , λp) (λ1 > · · · > λp), Γ = (γ1, . . . ,γp)

と分解でき, 固有値 λα に対応する固有ベクトルをγα とする. また, 標本共分散行列も
同様に

S = HLH ′, L = diag(l1, . . . , lp) (l1 > · · · > lp), H = (h1, . . . ,hp)

と分解でき, 固有値 lα に対応する固有ベクトルを hα とする.

Sugiyama (1965)によるp = 2の場合の最大固有値に対応する固有ベクトルの精密分
布については, 前節で詳しく述べた. 一般的なpに対する精密分布はSugiyama(1967)で
得られており,
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と表される. ただし, n = N − 1である. また, 分布の漸近展開はSugiura(1976), Kollo

and von Rosen (2005)で与えられている.

次に固有ベクトルに関する検定問題

H0 : γα = γ0, H1 : γα ̸= γ0 (γ0 :既知ベクトル)

を考える. Andersonによる検定問題の検定統計量の1つはAnderson(1963)による

Λ1 = n

(
lαγ

′
0S

−1γ0 +
1

lα
γ ′
0Sγ0 − 2

)
がある. この統計量の分布の漸近展開はHayakawa(1978)が求めている. この検定統計
量Λ1に匹敵する他の検定統計量として
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)
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が 塚田・杉山 (1997), Tsukada (1998)で提案され, 帰無分布や検出力の漸近展開が得
られ, この統計量を用いたBootstrap検定も与えられている. 検定統計量 Λ2, Λ3の上
側 5%点については 2次元及び 3次元の場合に固有値を変えた 3種類が得られている
(Tsukada (1999)).
有意水準5%, n = 100, p = 3, 母共分散行列をΣ = diag(1.8, 0.9, 0.3)とし,

帰無仮説 H0 : γ1 = (1, 0, 0)′, 対立仮説 H1 : γ1 = (cos θ1, sin θ1 cos θ2, sin θ1 sin θ2)
′

としたとき, それぞれの検出力は下表のようである.

θ2 θ1 3◦ 6◦ 9◦ 12◦ 15◦ 18◦ 21◦ 24◦ 27◦

Λ1 .081 .116 .177 .263 .368 .482 .592 .690 .771
1.5◦ Λ2 .070 .119 .199 .304 .425 .546 .656 .747 .818

Λ3 .070 .119 .202 .312 .440 .567 .682 .776 .846

Λ1 .148 .187 .250 .336 .436 .542 .642 .729 .800
3◦ Λ2 .090 .142 .225 .332 .452 .569 .675 .762 .828

Λ3 .090 .142 .228 .341 .468 .592 .703 .791 .857

Λ1 .272 .311 .372 .451 .540 .631 .714 .784 .841
4.5◦ Λ2 .133 .188 .273 .381 .497 .608 .706 .785 .845

Λ3 .133 .190 .280 .393 .516 .634 .736 .815 .874

第 1固有ベクトルに関しては, θ1が θ2より大きい範囲で統計量Λ3を用いた検定の検
出力が大きくなり, 逆に θ2が θ1より大きい範囲で統計量Λ1を用いた検定の検出力が大
きい. また, 第 1主成分の寄与率が大きいほど θ1と θ2(θ1 > θ2)の差が小さい場合でも
Λ3が最良となっている.
また, 第2固有ベクトルに関する検出力は

帰無仮説 H0 : γ2 = (0, 1, 0)′, 対立仮説 H1 : γ2 = (− sin θ1, cos θ1 cos θ2, cos θ1 sin θ2)
′

として, 下表のようである.

θ2 θ1 4◦ 8◦ 12◦ 16◦ 20◦ 24◦ 28◦ 32◦ 36◦

Λ1 .081 .143 .252 .395 .547 .682 .788 .861 .908
2◦ Λ2 .079 .166 .304 .468 .626 .753 .842 .899 .935

Λ3 .078 .163 .296 .455 .607 .732 .822 .882 .921

Λ1 .119 .184 .295 .436 .583 .712 .810 .876 .919
4◦ Λ2 .082 .170 .309 .475 .631 .757 .845 .902 .937

Λ3 .080 .166 .300 .460 .612 .736 .826 .885 .923

Λ1 .187 .256 .367 .503 .640 .756 .842 .898 .935
6◦ Λ2 .087 .178 .319 .486 .642 .766 .852 .906 .941

Λ3 .085 .173 .309 .469 .621 .744 .832 .890 .927

第2固有ベクトルに関しても, 第1固有ベクトルと同じ傾向があるがΛ3 よりもΛ2の
方が大きくなる. 3次元の場合, θ2が大きくなる対立仮説に対してΛ1がよく, θ1が大き
くなる対立仮説に対してΛ2やΛ3が良いことが分かる. このような傾向は5次元の場合
でも見られる.

複数母集団における固有ベクトルで張られる部分空間の比較は Kzanowski(1979) で
提案され, 部分空間の同等性検定として Flury(1988) はCommon principal component

analysis(CPCA)を提案した. CPCAでは各群の母共分散行列Σiに対して

HCPC : Σg = ΓΛgΓ
′, (g = 1, . . . , k)

を検定する. この検定に対して尤度比検定統計量が提案されたが, 計算機による繰り返
し計算が必要であるため極限分布のみ得られている. また, 固有ベクトルの一部だけが



等しい Partial Common principal component

HPCPC : Σg = (γ1, . . . ,γk,γ
(g)
k+1, . . . ,γ

(g)
p )Λi(γ1, . . . ,γk,γ

(g)
k+1, . . . ,γ

(g)
p )′,

(g = 1, . . . , k)

も提案されている. また, Schott(1988) では2母集団における固有値を用いた検定統計
量が提案されている.

母集団分布が 4次モーメントまでが存在する一般的な母集団分布の場合, Kollo and

Neudecker (1993)は共分散行列に対する固有ベクトルの極限分布を次のように得ている.

√
n(hα − γα)

D−→N(0, Tα)

ただし, Tα = {γα ⊗ Γ(λαI −Λ)+Γ′}M4(X) {γα ⊗ Γ(λαI −Λ)+Γ′} であり, M4(X)は
平均まわりの 4次モーメントで, A+は行列 A のムーア・ペンローズ逆行列を表して
いる.

母集団分布が正規分布でない場合, 前述の検定問題

H0 : γα = γ0, H1 : γα ̸= γ0

に対して, Anderson(1963)による統計量は適切でないことをシミュレーションにより
示し, 4つのノンパラメトリック検定法を牛澤 (1998)が提案している.

ここでは主成分分析に関する固有ベクトルについて詳しく述べたが, 固有ベクトルに
関する問題は, 多変量解析の他の分析法でも存在し, 多くがこれからの研究に期待され
ている.

2. 固有値の分布
2.1. 固有値の分布と検定

ゾーナル多項式やその級数として定義される超幾何関数は，多変量正規母集団下で共分
散行列の分布，特に固有値分布を記述するために重要である。ゾーナル多項式は，James

(1960) によって，一般線型群と直交群に関する表現論を利用して導出された．James

(1960)以降，共分散行列の固有値に関する多くの統計量が，ゾーナル多項式を使って求
められている (James (1964), Constantine (1963),早川 (1971, 1972))，Sugiyama (1967)

は，最大固有値分布をゾーナル多項式の無限級数として求め，Khatri (1972) は，分布
がゾーナル多項式の有限級数になる場合の統計量の考察を行った．しかしゾーナル多
項式の数値計算の困難性や，収束の遅さ故から，漸近論の重要性が強調されるように
なった (早川 [?])．固有値分布の漸近展開は Sugiura (1972), Fujikoshi (1977) で行われ
ている．
1960, 1970 年代での高次ゾーナル多項式の計算実現は，Sugiyama (1979) の 2変量

で 200 次の場合に限られる．この Sugiyama (1979) の計算方法を利用して，Sugiura

(1990) では，2変量の場合に最大固有値，最小固有値の分布を数値計算し，基本統計量
など分布の様相を調べている．3変量以上のゾーナル多項式の数値計算は，Hashiguchi

and Niki (2006)，Hashiguchi, Nakagawa and Niki (2000) で実装され，これを利用した
最大，最小固有値の分布の数値計算が Hashgiuchi and Niki (2006) で行われている．



p変量正規分布Np(µ,Σ)からN個の標本X1,X2, · · · ,XNを得たとき、標本分散共
分散行列Sの固有値 l1, · · · , lpの同時分布は James (1960,1964) によってゾーナル多項
式Cκ(Y )を用いて導出された。
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∏
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∏
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ただしΛと超幾何関数 0F0(S,T )は次のように与えられる。

Λ = diag(l1, · · · , lp) , 0F0(S,T ) =
∞∑
k=0

∑
κ

Cκ(S)Cκ(T )

Cκ(Ip)k!

最大固有値の分布については Sugiyama (1967) によって次のように導出された
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ただし定数Const.と超幾何関数 1F1(a; c;Y )は次のように与えられる。
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この分布を用いて、母集団分布が 2次元正規分布の場合の固有値に関する精密分布の
計算と検出力が、Sugiyama (1972) によって得られている。固有値の検定に際してパー
セント点の値を求めるためには固有値の分布の計算は必要不可欠であるが、ゾーナル
多項式 Cκ(Y )の計算は特別な場合 (Σ = I)を除き計算が困難であるため、一般の場
合の固有値の分布を計算することも困難であった。Sugiyama (1979)によって 2次元
の場合のゾーナル多項式の係数計算の結果が求められたが、その 3次元以上の計算は
不可能であった。その後 Sugiyama, Fukuda and Takeda (1999)によって超幾何関数

2F1(a, b; c;Y ), 1F1(a; c;Y ), 0F1(c;Y )を求める漸化式が７次元まで導出された。例え
ば、超幾何関数 F = 1F1(a, b; c;Y ) の満たす偏微分方程式は，Muirhead (1982) にあ
るように i = 1, . . . , p に対して
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となる．これをもとに，超幾何関数 1F1(a; c;Y ) を基本対称式で展開したときの係数
γ(j) の漸化式が得られる。3次元までの結果は次の通りである。

γ(j1, 0, 0) = {(j1 + a− 1) γ(j1 − 1, 0, 0, 0)} × {j1(c+ j1 − 1)}−1

γ(j1, j2, 0) = {(j1 + 1)(j1 + 2) γ(j1 + 2, j2 − 1, 0, 0)− (j1 + 1) γ(j1 + 1, j2 − 1, 0, 0)}

×{j2(j2 + c− 3

2
)}−1

γ(j1, j2, j3) = {2(j1 + 1)(j2 + 1) γ(j1 + 1, j2 + 1, j3 − 1, 0)

+(j2 + 1)(j2 + 2) γ(j1 − 1, j2 + 2, j3 − 1, 0)

−(j2 + 1) γ(j1, j2 + 1, j3 − 1, 0)} × {j3(j3 + c− 2)}−1



この漸化式を用いて３次元以上の場合の固有値の分布の計算が可能になったが、コン
ピュータのメモリの制約や引き算による丸め誤差の影響で、精密に計算できる範囲は３次
元の場合でも標本数Nが小さい部分に限られた。実際にΣ = IとΣ = diag(2.0, 1.2, 0.8)

の場合の最大固有値の上側５％点の値を計算した結果は次の通りである。ここでは値の
正確性を確認するため、Σ = Iの場合 Sugiyama (1972)の結果、Σ = diag(2.0, 1.2, 0.8)

の場合シミュレーション結果を載せている。
Table 2.1 Σ = Iのとき

n 漸化式の結果 Sugiyamaの結果
2 5.370173 5.370173
4 3.810174 3.810174
6 3.181457 3.181457
8 2.828000 2.828000
10 2.596608 2.596608

12 2.431132 2.431132
14 2.305742 2.305741
16 2.206759 2.206759
18 2.126207 2.126207
20 2.059093 2.059093

22 2.002116 2.002116

Table 2.2 Σ = diag(2.0, 1.2, 0.8)のとき

n 漸化式の結果 シミュレーションの結果
2 7.646561 7.65
4 5.602895 5.61
6 4.779797 4.78
8 4.318502 4.32
10 4.017546 4.02

12 3.803020 3.81
14 3.640940 3.64
16 3.514184 3.52

n = N − 1

またSugiyama, Takeda and Fukuda (1998) による漸化式で用いての数値計算に対し
て、ゾーナル多項式そのものを求めて数値計算することが考えられよう。ゾーナル多
項式を使うことの利点として、前述の漸化式を用いた超幾何関数の計算ではa, b, cの値
が変化すると漸化式の再計算を行う必要があったが、ゾーナル多項式の係数は一度だ
け計算すればよい。さらにゾーナル多項式をmonomial symmetric functionを用いて表
わしているため正項級数となり、引き算による丸め誤差の影響を受けないなどの利点
もある。
Khatri (1972) では，ゾーナル多項式の有限級数となる分布について考察が行われて

いる．もし j = (n− p− 1)/2 が非負整数なら，最小固有値 lp の上側確率は，

Pr[lp > x] = exp
(
−x
2
trΣ−1

) jp∑
k=0

xk

2kk!

∗∑
κ

Cκ(Σ
−1) (1)

で与えられる．ただし，和の記号
∗∑
κ

は，κ の第一要素 κ1 が κ1 ≤ j を満たす分割に

わたって和を取ることを意味する．
Hashiguchi et. al. (2000) は，ゾーナル多項式 Cκ(Y ) を基本対称式で展開するアル

ゴリズムを提案し，Hashiguchi and Niki (2006)で数値計算を行った．下図に p = 3, 4

での密度のグラフを示す．p = 2の場合は, 杉山・牛澤 (1980)で数値計算結果が与えら
れている.
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固有値の検定については漸近分布を用いてさまざまな検定法が提案されているが，２
標本間の j番目の固有値λjに関する同等性に関する検定法としてTakeda(2001)では並
べ替え検定を用いた方法が次のように提案している．
２つの母集団から標本x

(1)
1 , · · · ,x(1)

N1
，x

(2)
1 , · · · ,x(2)

N2
が得られたとき，標本分散共分

散行列S(i)をそれぞれ計算する．さらにS(i)の j番目に大きな固有値 ljに対する固有ベ
クトルをb

(i)′

j としたとき，下記の変換を考える．

z
(i)
jk = b

(i)′

j

(
x
(i)
k − x̄(i)

)
, k = 1, 2, · · · , Ni, i = 1, 2.

ここでz
(i)
jk は主成分スコアであるから，固有値の同等性を主成分スコアの分散の同等性

に置き換えて並べ替え検定を行うことが可能となる．
その後Sakaori (2002),Hino, Murakami and Sugiyama (2009) などの論文において相

関行列や級内相関係数に関する同等性検定などに応用された．Wishart 分布の場合の
固有値の分布について詳述したが、Non-central Wishart 分布の問題（Sugiyama(1972)

等）や、多変量解析の他の分析法でも同様の問題があり、研究されている。

3. 正準相関分析
3.1. 正準相関分析における検定統計量の検出力について

確率ベクトルx(p× 1)とy(q × 1)間の関連性を調べる方法として，正準相関分析が知
られている．正準相関分析に関する仮説検定について，最大根や Lawley-Hotelling型
の統計量の検出力の比較を杉山・牛澤 (1992)，牛澤・杉山 (1994)で行っている．

3.2. 正準相関分析における変数選択基準

正準相関分析における変数選択問題として，有効な変数の組あるいは冗長な変数の組
を選ぶ問題がある．正準相関分析における変数選択基準は，藤越 (1985)，市川・小西
(1999)，藤越・倉田 (2008)，小西・北川 (2008)などでたくさんの提案がされている。
それらの先行研究の変数選択基準を元に，藤越，櫻井，神田，杉山 (2008) は，ブート
ストラップを用いて，正準相関分析における変数選択基準を提案した．
正準相関分析におけるブートストラップ変数選択規準による1組の冗長性モデル

BDIC = −n log
{

|S(2y)(2y)·1|

|S22·1||Syy·1|

}
+

1

B

B∑
j=1

B
(j)
k



正準相関分析におけるブートストラップ変数選択規準による2組の冗長性モデル

BDIC = −n log
{

|S(24)(24)·13|

|S22·1||S44·3|

}
+

1

B

B∑
j=1

B
(j)
k

3.3. 主成分正準相関分析

3.3.1. 主成分正準相関分析について

正準相関分析から得られた結果がはっきりしない場合，母集団の情報をどの程度把握
しているか分からない場合，意味づけの仕方が難しい場合がある．それらの問題の対
応方法の一つとして，Sugiyama and Takeda (1999) は主成分正準相関分析を提案した．
主成分正準相関分析とは，各確率ベクトルに対して，それぞれ主成分分析を行い，そ
れぞれの主成分スコアを用いて正準相関分析を行うことである．
主成分正準相関分析は主成分u = Γ

′

xx，v = Γ
′

yyの共分散行列

Cov

[(
u

v

)]
= Σ =

(
Σuu Σuv

Σvu Σvv

)
=

(
Γ

′

xΨxxΓx Γ
′

xΨxyΓy

Γ
′

yΨyxΓx Γ
′

yΨyyΓy

)

を用いて正準相関分析を適用する方法である．
主成分正準相関分析を用いる利点は次のような事柄がある．(1) 正準相関分析結果は

解釈が難しいことがあるが，主成分スコアの正準相関分析結果は解釈が容易になる場
合がある．(2) 主成分は情報量の大きい順番に並ぶ (Var(u1) > Var(u2) > . . .)．(3) 主
成分は互いに無相関になる (Cov(ui, uj) = 0 (i ̸= j))．

3.3.2. 極限分布

主成分正準相関分析の結果の信頼性・安定性を調べるために，推定量の分布の考察を
行った．Yamamoto, Sugiyama, Murakami and Sakaori (2007) は xの第 i主成分と y

第 j主成分による正準相関係数の分布について，Sugiyama, Ogura, Sakaori, Yamada

(2007) は，xの 1 ∼ p1主成分とyの 1 ∼ q1主成分による正準相関係数について，共分
散行列の固有値と固有ベクトルを摂動展開して，その推定量の極限分布を求め，それ
が正規分布になることを示した．

3.3.3. 変数選択

Ogura (2010) 及びOgura, Fujikoshi, Sugiyama (2011) は，藤越・倉田 (2008) の正準
相関分析における変数選択基準DICを主成分正準相関分析に適用した．主成分が情報
の大きい順番に並ぶことを利用して，上位数個の主成分のみを用いての主成分正準相
関分析の考察を行った．
主成分正準相関分析における1組の変数選択基準は

DIC = −n log{|S(2y)(2y)·1|/(|S22||Syy·1|)}
+2{(p+ q)(p+ q + 1)/2− (p− p1)q}.

であり，主成分正準相関分析における2組の変数選択基準

DIC = −n log{|S(24)(24)·13|/(|S22||S44|)}

+2

{
1

2
(p+ q)(p+ q + 1)− (p− p1)q − p1(q − q1)

}
.



で与えられている．
小椋 透（2012）は、この考え方を対応分析に応用して、研究集会「多変量解析の新

展開」で、「Variable Selection based on DIC in Correspondence Analysis」という題名
で、研究発表を行った。その後、この問題は小椋 透、菅 民郎、杉山 高一、藤越 康祝
により、研究が進められている。正準相関分析は多変量解析の中でも数学的に難しい
方法論で、他に比べると論文数は少ない。最近では、高次元漸近的枠組で、Fujikoshi

and Sakurai(2008)等が興味深い結果を導いている。

4. 平均ベクトル間の多変量多重比較法
多変量正規母集団における平均ベクトル間の多重比較法についての同時信頼区間を

考える．平均ベクトル間の多変量多重比較法は，通常，同時信頼区間の形を用いて取
り扱われることが多く，「同時信頼区間の構成」が重要な問題となる．しかし，一般に
正確な棄却限界値を求めることが困難なため，いくつかの保守的な近似同時信頼区間
の構成法が提案されている．特に対比較の場合では，ボンフェロニの不等式を利用し
た修正 2次近似法が Siotani (1959), Seo and Siotani (1992), Seo (1995)などで提案さ
れている．また，より簡便な近似法として，多変量Tukey-Kramer法がSeo, Mano and

Fujikoshi (1994)で提案されている．
一般にk個のp変量正規母集団において，µiを i番目の母集団からの平均ベクトルと

し，µiを並べたp×k行列をM = [µ1, · · · ,µk]とする．さらに，M̂ = [µ̂1, · · · , µ̂k]をM

の推定量とし，vec(X) ∼ Nkp(0,V ⊗Σ)とする．ここで，X = [x1 . . . ,xk] = M̂−M，
V = [vij]はk× k既知行列，Σはp× p未知行列とする．また，SをΣの不偏推定量と
し，νSはM̂と独立でWp(Σ, ν)に従うものとする．このとき，全ての対比較に対する
多変量Tukey-Kramer法による同時信頼区間は，

a′(µi − µj) ∈
[
a′(µ̂i − µ̂j)± tp·I

√
dija′Sa

]
,

∀a ∈ Rp − {0}, 1 ≤ i < j ≤ k (2)

として与えられる．ここで dij = vii − 2vij + vjj であり，t2p·I は，V = I (すなわち，
dij = d)のときの次のようなT 2

max ·p統計量の上側100α%点である．

T 2
max ·p = max

i<j

{
(xi − xj)

′(dijS)
−1(xi − xj)

}
.

この手法の重要な性質の一つとして，「(2)の同時信頼区間は常に保守的である」とい
う多変量一般化Tukey予想が知られており，k = 3, 4のときに成り立つことが理論的に
Seo, Mano and Fujikoshi (1994)，Nishiyama and Seo (2008)によってそれぞれ示され
ている．さらに，この手法の保守性の程度も議論されており，特にk = 4の場合におい
て以下の定理が得られている．

定理 1. (Nishiyama and Seo (2008))

任意の固定された正定数 tに対して，確率 Q(t,V ,C) = Pr{ (Xc)′(νS)−1(Xc) ≤
t(c′V c) for any c ∈ C } とする．ただし，C = {c ∈ Rk : c = ei − ej, 1 ≤ i < j ≤ k}
であり，eiは i番目の要素が 1である k次元単位ベクトルである．k = 4のとき，任意
の正定値行列V について次の不等式が成り立つ．

1− α = Q(t∗p, I,C) ≤ Q(t∗p,V ,C) < Q(t∗p,V 0,C).



ここで t∗p = t2p·I/νであり，V 0はある i, j, ℓ (i, j, ℓはすべて異なる)に対して “
√
dij =√

diℓ +
√
djℓかつ

√
dij =

√
dim +

√
djm”の一つを満たす行列である.

また，対照比較の場合においても対比較の場合と同様，Seo (1995)によって修正2次
近似法が提案され，さらに多変量Tukey-Kramer法に関連して次の同時信頼区間が常に
保守的であると予想されている．

a′(µi − µk) ∈
[
a′(µ̂i − µ̂k)± tc·V1

√
dika′Sa

]
,

∀a ∈ Rp − {0}, 1 ≤ i ≤ k − 1. (3)

ただし, t2c·V1
は，V がすべての i, j (1 ≤ i < j ≤ k − 1)に対して dij = dik + djkを満た

す行列V 1のときの，次のようなT 2
max ·c統計量の上側100α%点である．

T 2
max ·c = max

i=1,...,k−1
{(xi − xk)

′(dikS)
−1(xi − xk)}.

この予想の理論的な証明，および保守性の程度が k = 3, 4, 5の場合で議論されてお
り，特にk = 5の場合において以下の定理が得られている．

定理 2. (Nishiyama (2011))

任意の固定された正定数 tに対して，確率 Q(t,V ,D) = Pr{ (Xd)′(νS)−1(Xd) ≤
t(d′V d) for any d ∈ D } とする．ただし，D = {d ∈ Rk : d = ei − ek, 1 ≤ i ≤ k − 1}
である．k = 5のとき,任意の正定値行列V について次の不等式が成り立つ.

1− α = Q(t∗c,V 1,D) ≤ Q(t∗c,V ,D) < Q(t∗c,V 2,D).

ここで t∗c = t2c·V1
/νであり，V 1はすべての i, j (1 ≤ i < j ≤ 4)に対して dij = di5 + dj5

を満たす行列，V 2はすべての i, j (1 ≤ i < j ≤ 4)に対して
√
dij = |

√
di5 −

√
dj5| を満

たす行列である．
確率不等式を扱う難しい問題であり、これらの研究成果は高く評価される。多重比

較法の国際会議は、数年毎に開催され、2年ほど前には東京理科大学で開催された。医
学、薬学等の分野では、重要な統計的方法であり、その分野に関連して研究の発展が
続くと考えられる。

5. 多元分割表における対称性のモデルと分解
多元 rT 分割表（T ≥ 3）において，Xkを k番目の確率変数とし，i = (i1, . . . , iT )セル
確率をpiとする（ik = 1, . . . , r; k = 1, . . . , T）．対称（ST）モデルは次のように定義さ
れる：任意の iに対して

pi = pj .

ただし，j = (j1, . . . , jT )は i = (i1, . . . , iT )の任意の並べ替えである.

任意に固定したh（h = 1, . . . , T − 1）に対して，h次準対称（QST
h）モデルは次のよ

うに定義される（Bhapkar and Darroch, 1990）：任意の iに対して

log pi = u+
T∑

k=1

uk(ik) +
∑∑

1≤k1<k2≤T

uk1k2(ik1 ,ik2 )

+ · · ·+
∑

· · ·
∑

1≤k1<···<kh≤T

uk1...kh(ik1 ,...,ikh ) + u
12...T (i).



ただしu
12...T (i) = u

12...T (j)であり，j = (j1, . . . , jT )は i = (i1, . . . , iT )の任意の並べ替え
である．h次周辺確率P(Xs1 = i1, . . . , Xsh = ih)をpsiとする（h = 1, . . . , T−1）．ここに，
s = (s1, . . . , sh)（1 ≤ s1 < · · · < sh ≤ T），i = (i1, . . . , ih)（ik = 1, . . . , r; k = 1, . . . , h）
である．h次周辺対称（MHT

h）モデルは次のように定義される：任意のs = (s1, . . . , sh)，
t = (t1, . . . , th)に対して，

psi = psj = pti = ptj .

ただし，j = (j1, . . . , jh)は i = (i1, . . . , ih)の任意の並べ替えである（Bhapkar and

Darroch, 1990）．
モデルMに対する尤度比カイ二乗統計量をG2(M)と記す．Tomizawa and Tahata

(2007) は次の定理を得た．
定理1　任意のh（h = 1, . . . , T − 1）に対して，G2(ST )はG2(QST

h )とG2(MHT
h )の

和に漸近的に同等である．
また，点対称（P T）モデルは次のように定義される：任意の iに対して

pi = pi∗ .

ただし i∗ = (i∗1, . . . , i
∗
T )，i

∗
k = r + 1− ikである．Tahata and Tomizawa (2008) は，任

意に固定したh（h = 1, . . . , T − 1）に対して，h次準点対称（QP T
h）モデルとh次周辺

点対称（MP T
h）モデルを導入し（詳細は略），次の定理を与えた．

定理2　任意のh（h = 1, . . . , T − 1）に対して，G2(P T )はG2(QP T
h )とG2(MP T

h )の
和に漸近的に同等である．
対称性のモデルは、いろいろとある。例えば、歯学の口腔外科では、顔の歪んでい

る人に手術を行うことにより、顔の歪みを治す。その際、顔が左右対称であるというこ
とを、どのように捉えるかは重要になってくる。また、年をとると緑内障になる人が
増えてくるが、片方の眼だけが緑内障ということはほとんどなく、左右共に緑内障に
かかる。病状によっては手術をして治すことになる。術後、何時点かでの治り具合は、
左右でどうか等を調べ、手術が成功であったか否かを判断する。この分野での冨澤 貞
男氏、田畑 耕治氏を中心とした理論的な研究成果は高く評価される。これらの研究成
果を、いろいろなデータに適用することにより、さらなる研究の深化と進展が期待さ
れる。

6. 判別分析および正準相関分析における固有値の高次元漸近分布
判別分析および正準相関分析における固有値・固有ベクトルの分布の大標本での漸近
分布は次元が大きくなるにつれて近似が悪くなる. 一般に, このような問題点を克服
する方法として, 次元と標本数が共に大としたときの高次元漸近分布が導出されてい
る. 母集団固有値が単根である場合には, Fujikoshi, Himeno and Wakaki (JSPI, 2008),

Fujikoshi and Sakurai (JMA, 2008)によって求められている. また, 母集団固有値に重
複性がある場合への拡張も試みられている (藤越 (2011)).

まず (q + 1)個の p次元母集団の正準判別分析における固有値について考える. 群間
平方和積和行列をSb, 群内平方和積和行列をSwとする. このとき, 正準判別分析にお
いては, S−1

w Sbの第 i固有値 ℓiと対応する固有ベクトルhi, すなわち, 固有方程式

Sbhi = ℓiSwhi, h′
iSwhj = nδij, i, j = 1, . . . , p,



の解が重要な役割を演じる. ここに, ℓ1 > · · · > ℓt > ℓt+1 = · · · = ℓp = 0, t = min(p, q)

でnは全標本数である. 正規性のもとで, Sbは非心ウィシャート分布Wp(q,Σ;Σ
1/2ΩΣ1/2)

に従い, Swはウィシャート分布Wp(n − q − 1,Σ)に従い, これらは互いに独立である.

ここに, 非心行列Ωは

Σ1/2ΩΣ1/2 =

q+1∑
i=1

ni(µi − µ̄)(µi − µ̄)′, µ̄ =

q+1∑
i=1

(ni/n)µi

として定義される. Ωの固有値ω1 ≥ . . . ≥ ωp ≥ 0について

ω1 = · · · = ωq1 = nλ1, ωq1+1 = · · · = ωq1+q2 = nλ2, . . . ,

ωq−qr+1 = · · · = ωq = nλr = 0, λ1 > λ2 > · · · > λr = 0

とする. 標本固有値を

Zi = (
√
m/σα)(ℓi − µα), i ∈ Jα = {q1 + · · ·+ qα−1 + 1, . . . , q1 + · · ·+ qα},

α = 1, . . . , rと基準化する. ここに, m = n− p+ q, µα = c+ (n/m)λα, c = p/n,

σ2
α = 2c(1 + c) + 4(1 + c)(n/m)λα + 2(n/m)2λ2α. このとき, 高次元漸近的枠組

c = p/n→ c0 ∈ [0, 1)

のもとで, (Z1, . . . , Zq)の漸近確率密度関数は次のように与えられる.

r∏
α=1

πqα(qα−1)/4

2qα/2Γqα

(
1
2
qα
) exp(−1

2

∑
i∈Jα

z2i

) ∏
i<j;i,j∈Jα

(zi − zj).

とくに, 第 i母集団固有値ωi = nλiが単根であるとして

Zi =

√
n

σi
(ℓi − λi) , σ2

i = 4λi + 2λ2i

とおく. このとき, Ziの漸近分布は標準正規分布である.

さらに, これらの結果において, c = 0とすると大標本の場合の漸近的結果 (Siotani et

al. (1985)を参照)が得られる.

次に 2組の変数x = (x1, . . . , xp)
′とy = (y1, . . . , yq)

′, p ≥ q間の正準相関係数の分布
を考える. 母集団共分散行列Σ, および, 大きさN = n + 1の標本に基ずく標本共分散
行列Sを

Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
S =

(
S11 S12

S21 S22

)
とする. 母集団正準相関係数ρ1 ≥ ρ2 ≥ · · · ≥ ρq ≥ 0の2乗は固有方程式

|Σ12Σ
−1
22 Σ21 − ρ2iΣ11| = 0

の解である. 標本正準相関係数 r1 > ρ2 > · · · > ρq > 0の2乗は固有方程式

|S12S
−1
22 S21 − r2i S11| = 0



の解である.

第 i番目の母正準相関係数ρiが単根であると, 高次元漸近的枠組

q :固定, c = p/n→ c0 ∈ (0, 1)

のもとで次が成り立つ (Fujikoshi and Sakurai (2008)).

√
n(ri − ρ̃i)/

(
σiρ̃

−1
i /2

) d→ N(0, 1).

ここに

ρ̃i = {ρ2i + c(1− ρ2i )}1/2, σ2
i = 2(1− c)(1− ρ2i )

2{2ρ2i + c(1− 2ρ2i )}.

とくに, p/n→ 0とき, 大標本の結果

√
n(ri − ρi)/(1− ρ2i )

d→ N(0, 1)

が得られる.

上述の高次元の漸近分布の結果は漸近展開に拡張され(Fujikoshi and Sakurai (2008)),

さらに, 母集団固有値が重根をもつ場合に拡張されている (藤越 (2011)). 高次元近似と
大標本近似を数値的比較すると, 次の数値的精度から多くの場合において高次元近似が
優れていることがわかる.

数値的精度: 最大正準相関係数の95％点近似
q = 3, ρ1 = 0.9, ρ2 = 0.5, ρ3 = 0.3

N p aL0 aL1 aH0 aH1

50 3 0.058 0.042 0.032 0.042

50 7 0.120 0.033 0.035 0.044

50 17 0.462 0.008 0.040 0.044

50 27 0.886 0.000 0.047 0.041

(aL0: 大標本極限分布近似, aL1: 大標本漸近展開近似)

(aH0: 高次元極限分布近似, aH1: 高次元漸近展開近似)

7. 高次元漸近展開近似の誤差限界
統計量の標本分布などについて, 標本数nを無限大にしたときの極限分布を第１次近似
とする漸近展開近似の典型的な形は

P(Tn ≤ x) = G(x) +
k−1∑
j=1

aj(x)g(x)n
−j +Rk,n(x),

または, nを
√
nで置き換えたものである. ここに, gは極限分布関数 Gの確率分布

関数である. このような漸近展開はエッジワースEdgeworth展開と呼ばれる. 誤差の
評価については, 通常オーダー評価が与えられる. 誤差項のオーダー評価は, 例えば,

Rk,n(x) = O(n−k)と表せるが, これは

|Rk,n(x)| ≤ Bkn
−k, n ≥ n0



を満たす十分大きな定数Bk, n0の存在を保証するものである. しかし, 通常, Bk, n0の
存在性が主張されるだけであって, それらの値は与えられていない. 従って, この種の
誤差項の評価では, 与えられたnに対して誤差がどの程度であるか依然として未知のま
まである. そこで, 「与えられたnに対して, できるだけ小さいBkを与える」誤差限界
を求めることが重要になる. 分布がパラメータに依存する場合の誤差限界はパラメー
タの既知関数として求めることになる. このような結果の代表的なものとして, 独立和
の分布の正規近似に対する誤差限界であるBerry-Esseen限界がある. また, 尺度混合変
数, あるいは, その関数と表せるものについて, ある種の漸近展開近似とその誤差限界
を与える方法が発展してきている. これによって, MANOVA統計量の漸近展開近似等
に関して誤差限界が求められるようになっている. このような結果に関する総合報告
としては, 例えば, Fujikoshi (2004) を参照されたい.

線形判別関数の高次元近似に対しては, 位置尺度混合変数の近似とその誤差限界に関
する結果が利用されている. 2群の判別問題における初期データ

xi1, . . . ,xini
∼ i.i.d. Πi;Np(µi,Σi), i = 1, 2

が与えられているとする. xはx ∈ Π1 あるいは x ∈ Π2のいずれかであるが所属不明
であって線形判別関数を用いて通常

W ≡ (x̄1 − x̄2)
′S−1

[
x− 1

2
(x̄1 + x̄2)

]
≥ 0 ⇔ x ∈ Π1

と判別する. ここに, x̄i = (1/ni)
∑ni

j=1 xij, i = 1, 2, Si = {1/(ni − 1)}
∑ni

j=1(xij −
x̄i)(xij − x̄i)

′, i = 1, 2, S = {1/(n− 2)}
∑2

i=1(ni − 1)Si, n = n1 + n2 である. この
とき, 平均誤判別確率

P (2|1) = P (W < 0|x ∈ Π1), P (1|2) = P (W > 0|x ∈ Π2)

の高次元近似とその誤差限界に関心がある. ここでの高次元近似とは

p/ni → ci ∈ (0, 1), i = 1, 2

のもとでの近似である.

いまx ∈ Π1とすると, Wを
W = V 1/2Z − U

と表すことができる. ここにZ, V, Uは

V = (x̄1 − x̄2)
′S−1ΣS−1(x̄1 − x̄2), Z = V −1/2(x̄1 − x̄2)

′S−1(x− µ1)

U = (x̄1 − x̄2)
′S−1(x̄1 − µ1)−

1

2
D2, D2 = (x̄1 − x̄2)

′S−1(x̄1 − x̄2)

であり,

Z ∼ N(0, 1), V > 0, Z ⊥ (U, V )

を満す. このようなWは位置尺度混合変数であると呼ばれる. このとき,任意のu, v > 0

に対して次が成り立つ (Fujikoshi (2000)).

|P (X ≤ x)− Φ(v−1/2(x+ u))| ≤ B.



ここに

B =
1

2
√
2πe

v−1E[(U − u)2] +
1

2
v−2E[(V − v)2]

+
1

2
√
2π
v−3/2

√
E[(U − u)2]E[(V − v)2].

この結果において, (u, v) = (E(U),E(V ))と定めると, すなわち

u = − n− 2

2(m− 1)

(
∆2 +

(n1 − n2)p

n1n2

)
, v =

(n− 2)2(n− 3)

m(m− 1)(m− 3)

(
∆2 +

np

n1n2

)
と定めると,高次元近似が得られる. ここに,m = n−p−2, ∆2 = (µ1−µ2)

′Σ−1(µ1−µ2).

また,誤差項B(省略)も具体的に求められ, B = O∗
1である. ここで, O∗

jは (n−1
1 , n−1

2 , p−1)

に関して j次の項である. 位置尺度混合変数の漸近近似と誤差評価について述べたが,

その精密化である漸近展開に対しても拡張されている.

次に大きさNの標本に基づく多変量尤度比基準λで, Λ = λ2/Nのh次のモーメントが

E(Λh) =

(∏b
k=1 y

yk
k∏a

j=1 x
xj

j

)h ∏a
j=1 Γ[xj + ξj + h]

∏b
k=1 Γ[yk + ηk]∏a

j=1 Γ[xj + ξj]
∏b

k=1 Γ[yk + ηk + h]

と表される尤度比基準の分布を考える. ここに,
∑a

j=1 xj =
∑b

k=1 yk, xj = cjN, i =

1, . . . , a; yk = dkN, k = 1, . . . , b. このようなモーメントはBoxクラスに属すると呼
ばれる. 例えば, MANOVAにおける尤度比基準λの帰無分布は

λ1/N = Λ = |Se|/|Se + Sh| ∼ Λp,q,n ≡ Λq,p,n−p+q

と表せる. ここに, Se ∼ Wp(n,Σ), Sh ∼ Wp(q,Σ), Se ⊥ Sh, n = N − q− 1. Λのモー
メントは次のように表せる.

E[Λh] =

q∏
j=1

Γ[1
2
(n− p+ j) + h]

Γ[1
2
(n− p+ j)]

Γ[1
2
(n+ j)]

Γ[1
2
(n+ j) + h]

.

このようなモーメントをもつ統計量に対して, 大標本漸近的枠組のもとで, −2 log λの
カイ 2乗分布を第 1近似とする漸近展開が知られている. 一方, 最近、高次元の枠組
で, 正規分布を第 1近似とする漸近展開が求められるようになり, さらにそれらの誤
差限界が求められている. 誤差限界に関する研究には, Wakaki (2008) [Proceedings of

the Conference in Kayeseri; ”Σ = Σ0”, ”Σ = σ2Ip”, ”Σ1 = · · · = Σk”]に始まり,

Kato, Yamada and Fujikoshi (2010) [JMA; Σ = σ2{(1 − ρ)Ip + ρ1p1
′
p}, Akita, Jin

and Wakaki (2010) [JMA; ”Σ = diag(Σ11, . . . ,Σkk)”], Wakaki and Fujikoshi (2011)

[personal communication; 正準相関分析における冗長性検定], 等の研究がある. 導出に
おいては, log Γ(a+ b)のテイラー展開

log Γ(a+ b) = log Γ(a) +
∞∑
k=1

1

k!
ψ(k−1)(a)bk



を用いる. ここに, ψ(z) = (d/dz) log Γ(z), ψ(s)(a) = dsψ(z)/dzs|z=aであって

ψ(s)(a) =


−C +

∞∑
k=0

( 1

1 + k
− 1

k + a

)
, s = 0

∞∑
k=0

(−1)s+1s!

(k + a)s+1
, s = 1, 2, . . .

と表され, Cはオイラー定数である.

以下簡単のため, MANOVAにおける尤度比基準の帰無分布の場合で考えることにす
る. V = − log Λの特性関数をC(t)とする. 一般に, V = − log Λのキュムラントκ(s)を
用いて

logC(t) =
∞∑
s=1

κ(s)

s!
(it)s

と展開されるが, いまの場合

κ(1) =
a∑

j=1

xj log xj −
b∑

k=1

yk log yk −
a∑

j=1

ψ(0)(xj + ξj) +
b∑

k=1

ψ(0)(yk + ηk),

κ(s) = (−1)s
{ a∑

j=1

ψ(s−1)(xj + ξj)−
b∑

k=1

ψ(s−1)(yk + ηk)

}
, s ≥ 2

と陽に書ける. これより, 基準化された統計量Z = (− log Λ − κ(1))/(κ(2))1/2の特性関
数は次のように展開される.

CZ(t) = exp
(
−t

2

2

){
1 +

∞∑
k=1

1

k!
(it)3k

∞∑
j=0

γk,j(it)
j

}
.

ここに, κ̃(s) = κ(s)/(κ(s))s/2, s = 0, 1, . . .,

γk,j =
∑

s1+···+sk=j

κ̃(s1+3) · · · κ̃(sk+3)

(s1 + 3)! · · · (sk + 3)!

したがって, s次の項までの近似を用いた特性関数の近似

CZ,s(t) = exp
(
−t

2

2

){
1 +

s∑
k=1

1

k!
(it)3k

s−k∑
j=0

γk,j(it)
j

}
を考え, それを反転することによって高次元近似

P(Z ≤ x) ≈ Qs(x) ≡ Φ(x)− ϕ(x)

{
s∑

k=1

1

k!

s−k∑
j=0

γk,jh3k+j−1(x)

}

が提案される. ここに, hjはエルミート多項式であって, s = 1, 2のときのQは

Q0(x) = Φ(x), Q1(x) = Φ(x)− 1

6
ϕ(x)κ̃(3)(x2 − 1)



である. このような近似の誤差評価および誤差限界が求められるようになってきてい
るが, それには次の評価式を利用する.

sup
x

|P(T ≤ x)−Qs(x)| ≤
1

2π

∫ ∞

−∞

1

|t|
|CZ(t)− CZ,s(t)| dt

=
1

2π
(I1[v] + I2[v] + I3[v]),

が成り立つ. ここに, 0 < v < 1, m = 1
2
(n− p− 1

2
)κ(2)

I1[v] =

∫ mv

−mv

1

|t|
|CZ(t)− CZ,s(t)| dt,

I2[v] =

∫
|t|>mv

1

|t|
|CZ,s(t)| dt and I3[v] =

∫
|t|>mv

1

|t|
|CZ(t)| dt

これらの評価式を用いて, オーダーがO(m−s)であるような誤差限界Bsが求められて
いる.

2組の変数x; p× 1, y; q× 1の正準相関分析におけるx1; p1 × 1とy1; q1 × 1 の十分性,

あるいは, 残りの変数の冗長性の尤度比基準に対して, キュムラントは

κ(s) = (−1)s
{
ψ

(s−1)
p−p1

(n− p1 − q

2

)
− ψ

(s−1)
p−p1

(n− p1
2

)
+ψ

(s−1)
q−q1

(n− p1 − q1
2

)
− ψ

(s−1)
q−q1

(n− q1
2

)}
となる. また, 漸近展開の妥当性に関する十分条件は

n− p− q → ∞,
(n− p)(n− q)(n− p1 − q1)

(n− p1)(n− q1)(n− p− q)
> 1

として与えられる. さらに, 誤差限界Bsが求められるが, そのオーダーはO(m−s)であ
る. ここに

m = m0(κ
(2))1/2, m0 =

1

2
(n− p− q − 1

2
).

誤差限界は数値的に求めることができ, かなりよい誤差限界が求められる.

表：誤差限界

n = 50, s = 1 n = 50, s = 2

p q p1 q1 bound v m κ
(2)
λ bound v m κ

(2)
λ

5 5 1 1 .0763 .6 3.1 .16 .0706 .65 3.1 .16

5 5 3 3 .1116 .65 2.6 .13 .1138 .7 2.6 .13

10 10 2 2 .0186 .5 5.3 .36 .0109 .5 5.3 .36

10 10 6 6 .0285 .5 4.5 .31 .0195 .55 4.5 .31

15 15 3 3 .0078 .45 6.2 .64 .0034 .5 6.2 .64

15 15 9 9 .0121 .5 5.5 .56 .0063 .55 5.5 .56

20 20 4 4 .0057 .6 5.2 1.1 .0022 .65 5.2 1.1

20 20 12 12 .0085 .6 4.8 1.0 .0039 .65 4.8 1.0



8. 工学分野での多変量解析の応用
Wooding (1956)は，信号のノイズ解析の目的のために多変量の複素正規分布を導入し，
Goodman (1963) は，複素正規分布と複素（中心）ウィシャート分布の基本性質を，実
数の正規，ウィシャート分布と対比して紹介した．近年，携帯電話や無線 LAN システ
ムで導入されている MIMO (Multiple-Input Multiple-Output) システム技術では，複
素正規分布と複素ウィシャート分布が伝送路容量の解析に使われている．MIMO シス
テムとは，送信機と受信機の双方に複数のアンテナを設置したシステムである．
実数の多変量解析でも固有値，固有ベクトルの果たす役割は重要であるが，MIMO

システムの伝送路容量の解析おいて，複素中心ウィシャート行列の固有値分布が利用
される（唐沢 (2003)）．
実ウィシャート行列の固有値の分布では，James (1960)の定義したゾーナル多項式

や行列変数の超幾何関数が分布関数の記述に現れるが，複素ウィシャート行列の固有
値分布についても，実数の場合と同様に，James (1964) の定義した複素ゾーナル多項
式 (シュアー多項式)や複素行列変数の超幾何関数が分布関数の記述に現れる．実数の
ゾーナル多項式は，1990 年まで明示的な表現が知られていなかったが，複素ゾーナル
多項式は，対称群の表現論ではシュアー多項式とも呼ばれ，行列式の有理式による明
示的表現が知られていた．Ratanarajha et al. (2005) は，Muirhead (1982) にまとめら
れている方法を複素ウィシャート行列に適用し，最大固有値と最小固有値の分布関数
を求めた．
複素数の確率ベクトル Z が次の密度をもつとき，

f(Z) =
1

πm|Σ|
exp

(
−Z∗Σ−1Z

)
Z は複素正規分布 CN(0m,Σ) に従うという．ただし，|Σ| は Σ の行列式であって，
正定値性 |Σ| > 0 を仮定する．
複素正規分布 CNm(0m,Σ) からの n 個の無作為標本を Z1,Z2, . . . ,Zn，n ≥ m と

し，これらを並べた m × n の確率行列を A = (Z1,Z2, . . . ,Zn)
⊤ とする．このとき，

W = A∗A を複素ウィシャート行列といい，この従う分布を，自由度 n，共分散行列
Σ の複素ウィシャート分布という．複素ウィシャート分布を記号 W̃m(n,Σ) で表す．
複素ウィシャート行列W の密度関数は，

f(W ) =
|W |n−m

|Σ|nΓ̃m(n)
exp[−tr(Σ−1W )] (8.4)

で表される．ただし，Γ̃m(a) を複素多変量ガンマ関数といい，

Γ̃m(a) = π
1
2
m(m−1)

m∏
i=1

Γ(a− i+ 1) (8.5)

で定義する．さらに，Γ(a) は通常のガンマ関数である．
m ×m の行列 Y をエルミート行列とし，その固有値を y1, y2, . . . , ym とする．複

素ゾーナル多項式は，対称群の表現論にでてくるシュアー多項式，表現の次元

Sκ(y1, . . . , ym) =
det(yκi+k−j

j )

det(yk−j
j )

, χ[κ](1) = k!

∏m
i<j(κi − κj − i+ j)∏m

i=1(κi +m− i)!



を用いて，
Cκ(Y ) = Cκ(y1, . . . , ym) = χ[κ](1) Sκ(y1, . . . , ym)

で定義される．また，次式が成立する．∑
κ∈Pk

m

Cκ(Y ) = (trY )k

複素行列 Y の超幾何関数 pFq を複素ゾーナル多項式の無限級数として，

pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq;X) =
∞∑
k=0

∑
κ∈Pk

m

[a1]κ · · · [ap]κ
[b1]κ · · · [bq]κ

Cκ(Y )

k!
(8.6)

で定義する．ただし，{ai}pi=1 と {bi}qi=1 は任意の複素数であり，分割 κ に対するポッ
ホハンマー記号 [a]κ を，通常のポッホハンマー記号 (a)k = a(a + 1) · · · (a + k − 1),

(a)0 = 1 を用いて

[a]κ =
m∏
i=1

(a− i− 1)κi
,

で定義する．さらに，２つの行列 X,Y に対する超幾何関数を

pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq;X,Y ) =
∞∑
k=0

∑
κ∈Pk

m

[a1]κ · · · [ap]κ
[b1]κ · · · [bq]κ

Cκ(X)Cκ(Y )

k!Cκ(Im)
(8.7)

で定義する．
いま，共分散行列 Σ を正定値と仮定し，したがって，その固有値λ1, . . . , λm は全て

正としてよい，また，W の固有値を ℓ1 > · · · > ℓm > 0 とする．このとき，ℓ1, . . . , ℓm
の同時密度関数は，

f(ℓ1, . . . , ℓm) =
πm(m−1)(detΣ)−n

Γ̃m(m) Γ̃m(n)

m∏
j=1

ℓn−m
j

∏
j<k

(ℓj − ℓk)
2
0F0(−D,Σ−1),

で与えられる．
Sugiyama(1972) は、行列Ｗの最大固有値 ell1の cdf.を次のように与えている。

P (S < zI) = P (A < nzI) = (Γ̃p(n))
−1

∫
0<B<x

Σ−1etr(−B)|B|n−p(dB).

この結果は、Ratnarajah et al. (2005)によって与えらている次の結果式になる。

Pr(ℓ1 < x) =
Γ̃m(m)

Γ̃m(n+m)

xmn

(detΣ)n
1F1(n;n+m;−xΣ−1),

Sugiyama (1972)，Takemura and Sheena (2005) では，実数の場合に，最大固有値
の分布が自由度 n の χ2 に従うことが示されているが，複素の場合も同様のことが示
されることを橋口博樹氏が下記のガンマ分布近似の結果を示している．

1. ℓ1/λ1 の分布は，形状パラメータ n，尺度パラメータ 1 のガンマ分布で近似で
きる



2. ℓm/λm の分布は，形状パラメータ n−m+1，尺度パラメータ1 のガンマ分布で
近似できる．

また、Sugiyama(1972) は複素正規分布の場合の最大根のχ2分布の積による近似式

P (ℓ1 < x) =

p∏
i=1

P (χ2
2(n−i+1) ≤ 2nxΛi)

を与えている。さらに、行列Ｗが Non-central Wishart 分布に従う場合の最大根の近
似分布を同様の型で与えている。
1970年前半に、複素正規分布に基づく論文を書いたりしていたときは、実数の場合

の単なる拡張に思えて、いろいろな計算を行いながら、論文として発表しないで終わっ
ていた。2000年に入り、MIMO システムの伝送路容量の解析で必要であることから、
電子工学分野の方々が、複素正規分布の場合の研究を進め、論文を発表している。こ
のように、統計的方法を現実に適用できる分野が生まれてきて、統計学の研究が進む
というのが、純粋数学とは異なる点であろう。工学の分野で、複素正規分布の研究が
なされたことを例にとって述べたが、同様な統計学の研究が、経済学、経営学、心理
学、社会学、医学、薬学、法律学、人類学、農学、環境科学等で行われている。統計
数学は、それらの基礎を構成する重要な役割を果たしている。
多変量解析で優れた研究をされている現職の教授方、小西貞則氏、早川 毅氏、竹村

彰通氏、国友 直人氏、青嶋 誠氏、久保川 達也氏等の研究成果に、ページ数等の関係
でほとんど触れられなかったことを最後に記しておきます。
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