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Iを 0を含む [0;1)の区間とする。(x; t) 2 R
n� I上の実函数 uについての、パラメータ

0 < � < 1を含んだ次の非線型の積分微分方程式を考える。

(1)

8><
>:

@u(t)

@t
=
Z t

0
R�(t� s)�u(s)ds+

Z t

0
R�(t� s)f(u(s))ds;

u(0) = ':

ここで u(t) = u(x; t)であり、' = '(x)は初期値函数である。また、R�(t) =
t��1

�(�) であり、
非線型項 f は f(0) = 0である Rから Rの C1級函数で、ある � > 0に対して jf 0(u)j �

C(1 + juj�)を満たしているとする。
この方程式は形式的には

@1+�u

@t1+�
= �u+ f(u); u(0) = ';

と書け、非線型熱方程式と波動方程式を補間する方程式である。空間 1次元で線形の場合、
上の方程式は履歴のある熱伝導現象を記述しており、多くの研究がなされている。(参考文
献 1,2,4,7,8). Schneider-Wyssと藤田は、1次元線形の場合の基本解を構成し、その性質を
調べている。しかしこれまで、このタイプの方程式の非線型問題についてはほとんど研究
がされてこなかった。ここでの目的は、空間次元を一般として上の非線型方程式の初期値
問題が解けるパラメータ �と �の条件を求め、さらにその解の性質を調べる事である。
主定理を述べる前に、解を構成する函数空間の指数と �, 空間次元 nの関係を示す次の定
義を置く。

定義 1 指数の三つ組み (p; q; r)が

1

q
=

n(1 + �)

2

�
1

r
�

1

p

�
; 1 < r � p <

8<
:

n(1+�)r
n(1+�)�2

; n � 2のとき;

1; n = 1のとき;

を満たすとき、(p; q; r)を \admissible triplet"という。

このとき、我々の主定理は次の通りである。

定理 2 r0 =
n(1+�)(1+�)

2 とする。' 2 Lr(Rn), ただし r0 > 1のとき r � r0, r0 � 1のとき
r > 1 と仮定する。このとき、解の極大存在時間 T � > 0と方程式 (1)を満たす函数 uが存
在して、以下を満たす。



(a) 任意の p � rと t 2 (0; T �)に対して t
1
qu(t) 2 Lp(Rn)であり、t

1
qu(t)は tについて

Lp-値の連続函数である。特に、u 2 C((0; T �);Lr \ L1)である。

(b) 解 uは C((0; T �);Lr)で一意である。

(c) 任意の p > rに対し、uは

t
1
q ku(t)kp ! 0; as t! 0

を満たす。ここで qは、(p; q; r)が admissible tripletを成すように決める。

(d) 任意の " > 0に対して u 2 Lq(0; T � � ");Lp)である。

(e) もし T � <1なら、任意の p � rに対して

lim
t!T �

ku(t)kp =1; r � p � 1

である。その上、
ku(t)kp � C(T � � t)(1+�)(

n
2p�

1
�
)

が成り立つ。

証明の方針
線形の非斉次積分微分方程式

(2)

8><
>:

@u(t)

@t
=
Z t

0
R�(t� s)�u(s)ds+

Z t

0
R�(t� s)f(�; s)ds;

u(0) = ':

の解は、Mittag-Le�er函数E�(z) =
P1

k=0
zk

�(�k+1) , E�;�(z) =
P1

k=0
zk

�(�k+�) を用いて次のよ
うに表示される。

u(x; t) = ( eE1+� � ')(x; t) +
�Z t

0

eE1+�(�; t� s) �
Z s

0
R�(s� �)f (�; � )d�ds

�
(x)

= ( eE1+� � ')(x; t) +
Z t

0
(t� �)�( eE1+�;1+�(�; t� � ) � f(�; �))(x)d�:

ここで、

eE1+�(x; t) = F�1(E1+�(�j � j
2t1+�))(x) =

�
1
2�

�n R
Rn eix�E1+�(�j�j

2t1+�)d�;eE1+�;1+�(x; t) = F�1(E1+�;1+�(�j � j2t1+�))(x) =
�

1
2�

�n R
Rn eix�E1+�;1+�(�j�j2t1+�)d�

である。Mihlin-H�ormanderの定理 ([6])によって、任意の 1 < p < 1と 0 < � < 1に対し
て、E1+�(�j � j2)は H�ormander空間 ([5]) Mp = FfT 2 S0j8u 2 S; kT � ukp � Ckukpg に
属する事が判る。この事実から、つぎの Lp-Lr評価式が成り立つ。



補題 3 1 < p <1, n=2 < r � pなる p, rを決める。このとき tと 'によらない定数C > 0

があって、任意の ' 2 Lp(Rn)に対して、

k eE1+�(�; t) � 'kp � Ck'kp

が成り立つ。また、任意の ' 2 Lr(Rn)に対して、

k eE1+�(�; t) � 'kp � Ct�
n(1+�)

2 ( 1
r
�1

p
)k'kr

この補題から儀我 [3]と同様にして、積分微分方程式の線形部分に対する次の時空評価式を
得る。

補題 4 (p; q; r)を r > n=2であるような任意の admissible tripletとする。このとき、任意の
' 2 Lr(Rn)に対し、 eE1+� � ' 2 Cb(I;L

r) \ Lq(I;Lp)で、

k eE1+� � 'kLq(I;Lp) � Ck'kr

が成り立つ。ここで I = [0; T )または I = [0;1)で、Cは 'と Iによらない定数である。

非斉次項については、次の時空評価式を得る。

補題 5

Gf =
Z t

0

� eE1+�(�; t� s) �
Z s

0
R�(s� � )f(�; �)

�
(x)d�ds

= ( eE1+� � ')(x; t) +
Z t

0
(t� �)�( eE1+�;1+�(�; t� � ) � f(�; �))(x)d�

と置く。

(i) (p; q; r)を任意の admissible tripletで �が

max(n(1 + �); n(1 + �)�) < 2p n� < 2r;

を満たしている時、任意の f 2 L
q

1+� (0; T ;L
p

1+� ) に対し、Gf 2 Lq(0; T ;Lp)で、

kGfkLq(0;T ;Lp) � CT (1+�)(1�n�
2r )kfk

L
q

1+� (0;T ;L
p

1+� )
;

が成り立つ。ここで Cは fと T によらない定数である。

(ii) (p1; q1; r)を任意の admissible tripletで、�が

2r(1 + �) > n�(1 + �); n� < 2r;
�

r(1 + �)
+

1

p1
<

2

n
:

を満たしている時、(p; q; r)が admissible tripletをなすような p, qがとれて任意の f 2

L
q

1+� (0; T ;L
p

1+� ), に対して

kGfkLq1(0;T ;Lp1) � CT 1+��
n(1+�)�

2r kfk
�

1+�

L
q

1+� (0;T ;L
p

1+� )
kjf j

1
1+� k

Lq1(0;T ;Lp1 ):

が成り立つ。



そこで、定理の仮定にある rに対して、p, qを (p; q; r)が admissible tripletをなすように適
当に決める。函数空間

Xp;q(0; T ) = fu 2 C((0; T ];Lp) j kukXp;q(0;T ) = sup
0<t�T

t
1
q ku(t)kp <1g;

Yp;q(0; T ) = Lq(0; T ;Lp)

を考え、これらの空間で縮小写像の原理を適用すれば、(1)の時間局所解が構成できる。ま
た、(c)及び爆発解に対する爆発のレートの評価式 (e)は、儀我 [3]の方法で得られる。
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