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概 要

本研究は神永正博氏（東京電機大学）と共同で quasiperiodic
Kronig-Penney model のスペクトルの性質を調べたものである。
点スペクトルの非存在、対応する格子上でのハミルトニアンのスペ
クトルとの関係、スペクトルの特異連続性を示した。

次で与えられるKronig-Penney model を考える。

H = − d2

dx2
+

∑
j∈ZZ

V (j)δ(x− j) on L2(IR). (1)

より正確にはKronig-Penney model は１次元ラプラシアンにおいて各格
子点上に境界条件を課したものとして定義される。

H = − d2

dx2
on D,

ここで、

D = {ψ ∈ H1(IR) ∩H2(IR \ ZZ) : ψ ′(j+) − ψ′(j−) = V (j)ψ(j), j ∈ ZZ}.

Hp(Ω) は開集合 Ω(⊂ IR) 上の p 次ソボレフ空間で、V (j) ∈ IR (j ∈ ZZ).
H は自己共役である [6, 1]。V が周期的またはランダムポテンシャルであ
るときのH のスペクトルの性質は [1, 11] などにおいて研究されている。
ここでは、次で与えられる準周期的ポテンシャルを考える。

V (j) = Vθ(j) = λ1χA(Φ(αj) + θ) + λ2χAc(Φ(αj) + θ), j ∈ ZZ.

ここで、λ1, λ2 ∈ IR, λ1 6= λ2, A = [1 − α, 1) ⊂ IR/ZZ, α ∈ (0, 1) ∩ Qc,
θ ∈ IR/ZZ. Φ : IR → IR/ZZ は canonical projection である。このとき、(1)

により定義されるKrong-Penney Hamiltonian をHθ と書くことにする。
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準周期的ポテンシャルを持つシュレーディンガー作用素については、次
の格子上のハミルトニアン hθ(λ) について様々な研究が行われている。

(hθ(λ)ϕ)(n) = ϕ(n + 1) + ϕ(n− 1) + λvθ(n)ϕ(n), ϕ ∈ l2(ZZ).

ここで、λ ∈ IR, vθ(n) = χA(Φ(αn) + θ) である。hθ(λ)については次のよ
うな結果が知られている。

(1) [12, 13]: このモデルの提唱
(2) [5, 9, 4]: 点スペクトルの非存在
(3) [3, 15, 16, 2]: スペクトルの特異連続性
(4) [8]: スペクトル測度の α-continuity (α次ハウスドルフ測度につい

ての連続性)

(5) [14]: スペクトル集合のハウスドルフ次元の評価

ここでは、Kronig-Penney model Hθ のスペクトルの性質を調べる。ま
ず、hθ(λ) について得られている結果 [9] における手法を適用すると次の
ことが得られる。

Theorem 1 （点スペクトルの非存在）σp(Hθ) = ∅, a.e-θ.

次にスペクトルの特異連続性を示したい。そのために σ(Hθ)と σ(hθ(λ))
との関係を調べた。結果を記述するために次の記号を用意する。

gλ(x) =

{
2 cos

√
x+ λ sin

√
x√

x
, (if x 6= 0)

2 + λ, (if x = 0)

Σ(λ) =
{
E ∈ IR : gλ(E) ∈ [−2, 2]

}
但し、x < 0 のときは=√x ≥ 0 となるような分枝をとる。

Theorem 2 （σ(Hθ)と σ(hθ(λ)) との関係）
σ(Hθ) = {E ∈ IR : gλ2(E) ∈ σ(hθ(λ)), λ = gλ2(E) − gλ1(E) }.

σ(hθ(λ)) は対応する転送行列のトレースをとって得られる数列が有界で
あるような集合（dynamical spectrum）と一致することが知られている
[15]。Hθ について同様のことが成立つこと、また対応する数列が hθ(λ)
から得られるものと同一の漸化式を満たすことを示し、それぞれの数列
の初期値を比較することによりTheorem 2 が得られる。さて、Theorem

2 より σ(Hθ) について次のことがわかる。

Corollary 1

(1) {n2π2 | n = 1, 2, · · ·} ⊂ σ(Hθ),

(2) λ1, λ2 > 0のとき、σ(Hθ) ⊂ Σ(min{λ1, λ2}) .
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[16, 2] によれば、σ(hθ(λ)) のルベーグ測度は 0 であるが、同様のことを
Hθ について示すのにこのこととTheorem 2は十分ではない。しかし、次
のことはわかる。

Theorem 3 （スペクトルの特異連続性）σ(Hθ) = σsc(Hθ), a.e.-
(θ, λ1, λ2).

証明は |σ(hθ(λ))| = 0 が任意の λ 6= 0 について成立つことと（| · |はル
ベーグ測度）、Fubiniの定理から得られる。
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