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この講演では、時間分割法を用いて、一般的な汎関数 F [γ]に対する Feynman経路積分∫
e

i
h̄

S[γ]F [γ]D[γ]を数学的に定式化し、いくつかの性質を証明する。ここで γ : [0, T ] → Rd

は時刻 0 に x0 ∈ Rd を出発し、時刻 T に x ∈ Rd に到着する経路であり、

S[γ] =
∫ T

0

1

2

∣∣∣dγ

dt

∣∣∣2 − V (t, γ)dt は経路 γ の作用である。

∆T,0 : T = TJ+1 > TJ > · · · > T1 > T0 = 0 は区間 [0, T ] の分割とする。tj = Tj −Tj−1

とおき、分割の幅を |∆T,0| = max1≤j≤J+1 tj とする。xJ+1 = x とおき xJ , xJ−1, . . ., x1 は
Rd の任意の点として γ∆T,0

は j = 1, 2, . . . , J + 1 に対して (Tj, xj) と (Tj−1, xj−1) を線
分で結ぶ折れ線経路とする。このとき S[γ∆T,0

] と F [γ∆T,0
] は有限個の変数 xJ+1, xJ , . . .,

x1, x0 の関数となる。

S[γ∆T,0
] = S∆T,0

(xJ+1, xJ , . . . , x1, x0) , F [γ∆T,0
] = F∆T,0

(xJ+1, xJ , . . . , x1, x0) .

Feynman 経路積分を以下の式で定義する。

∫
e

i
h̄

S[γ]F [γ]D[γ] = lim
|∆T,0 |→0

J+1∏
j=1

(
1

2πih̄tj

)d/2 ∫
RdJ

e
i
h̄

S[γ∆T,0
]F [γ∆T,0

]
J∏

j=1

dxj . (1)

仮定１. V (t, x) は (t, x) ∈ R × Rd の実数値関数で、任意の多重指数 α に対して、
∂α

x V (t, x) は連続で、|∂α
x V (t, x)| ≤ Aα , (|α| ≥ 2) を満たす。

藤原 [2] が最初に発見した仮定を改良して、以下の性質をみたす汎関数 F [γ] の属するク
ラス F を定義した。藤原タイプのクラス F の正確な定義は [3] を参照。

定理１. F [γ] ∈ F , G[γ] ∈ F =⇒ F [γ] + G[γ] ∈ F , F [γ]G[γ] ∈ F

定理２. T が十分小さいとする。すべての F [γ] ∈ F に対して、(1) の右辺のすべての導
関数は (x, x0) ∈ R2d

仮定２. m は非負整数とする。B(t, x) は任意の多重指数 α に対して ∂α
x B(t, x) は

[0, T ]× Rd 上で連続で |∂α
x B(t, x)| ≤ Cα(1 + |x|)m を満たす。
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定理３.（Riemann-Stieltjes 積分との順序交換）B(t, x) は仮定２をみたすと仮定する。
0 ≤ T ′ ≤ T ′′ ≤ T , 0 ≤ τ ≤ T とし、ρ(τ ) は [T ′, T ′′] 上の有界変動関数とする。このとき、
以下が成立する。

(1) F [γ] =
∫ T ′′

T ′
B(τ, γ(τ ))dρ(τ ) ∈ F

(2) F [γ] = B(τ, γ(τ )) ∈ F
(3) さらに T が十分小さいと仮定する。すべての F [γ] ∈ F に対して

∫
e

i
h̄

S[γ]
∫ T ′′

T ′
B(τ, γ(τ ))dρ(τ )F [γ]D[γ] =

∫ T ′′

T ′

∫
e

i
h̄

S[γ]B(τ, γ(τ ))F [γ]D[γ]dρ(τ ) .

(2)

定理４.（解析的演算） B(t, x) は m = 0 として仮定２をみたすと仮定する。f(b), fk(b)
は |b| ≤ µ で解析的な関数で、ある正の定数 A で lim

k→∞
||fk − f ||µ,A = 0 とする。ただし

||f ||µ,A = sup
n, |b|≤µ

|∂n
b f(b)|/(Ann!) とする。このとき

(1) F [γ] = f
(∫ T ′′

T ′ B(τ, γ(τ ))dρ(τ )
)
∈ F

(2) さらに T が十分小さいと仮定する。すべての F [γ] ∈ F に対して

lim
k→∞

∫
e

i
h̄

S[γ]fk

(∫ T ′′

T ′
B(τ, γ(τ ))dρ(τ )

)
F [γ]D[γ]

=
∫

e
i
h̄

S[γ]f

(∫ T ′′

T ′
B(τ, γ(τ ))dρ(τ )

)
F [γ]D[γ] . (3)

定理５.（準古典近似） T は十分小さいとする。F [γ] ∈ F は C([0, T ] → Rd) 上
||γ|| = max0≤τ≤T |γ(τ )| に関して連続とする。このとき、

lim
h̄→0

(
1

2πih̄T

)−d/2

e−
i
h̄

S[γcl ]
∫

e
i
h̄

S[γ]F [γ]D[γ] = D(T, x, x0)
−1/2F [γcl ] , (4)

が (x, x0) ∈ R2d 上広義一様収束する。ここで γcl は時刻 0 に x0 を出発し、時刻 T に x
に到達する古典経路で D(T, x, x0) は Morette-Van Vleck の行列式である。
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参考．F の定義について

1 ≤ l ≤ L ≤ J + 1 に対して、

TL,l = tL + tL−1 + · · · + tl . (5)

とおく。扱える汎関数 F [γ] を一般化するために、非負のパラメータ

uj ≥ 0 , j = 1, 2, . . . , J, J + 1 , (6)

を導入する。 1 ≤ l ≤ L ≤ J + 1 に対して、

UL,l = uL + uL−1 + · · · + ul (7)

とおく。uj の和は tj の和と同じく、分割によらず有界と仮定する。

UJ+1 =
J+1∑
j=1

uj ≤ U < ∞ . (8)

しかし、tj > 0 と違って uj ≥ 0 である。Ujk,jk−1+1 は汎関数 F [γ] の仮定 (2) で用いる。
汎関数 F [γ] の仮定は相関数 S[γ∆T,0

] の停留点に依存する。
簡単のため、0 ≤ l ≤ L ≤ J + 1 に対して

xL,l = (xL, xL−1, . . . , xl) . (9)

とおく。また

ω(xJ+1,0) =
J+1∑
j=1

tj

∫ 1

0
V (θtj + Tj−1, θxj + (1 − θ)xj−1)dθ , (10)

とおく。このとき

S∆T,0
(xJ+1, xJ,1, x0) =

J+1∑
j=1

(xj − xj−1)
2

2tj
− ω(xJ+1,0) , (11)

となる。1 ≤ l ≤ L ≤ J に対して、x†
L,l = x†

L,l(xL+1, xl−1) を

(∂xL,l
S∆T,0

)(xJ+1,L+1, x
†
L,l, xl−1,0) = 0 , (12)

で定義する。汎関数 F [γ] の仮定 (1)(2)(3)(4) で、この停留点 x†
L,l(xL+1, xl−1) を用いる。

次に、1 ≤ n ≤ N ≤ J に対して、x�
N,n = x�

N,n(xN+1, xn−1) を

x�
j =

Tj,n

TN+1,n
xN+1 +

TN+1,n − Tj,n

TN+1,n
xn−1 , j = n, n + 1, . . . , N . (13)

で定義する。0 ≤ ε ≤ 1 に対して

ωε(xJ+1,0) = εω(xJ+1,0) + (1 − ε)ω(xJ+1,N+1, x
�
N,n, xn−1,0) , (14)
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とおき

Sε(xJ+1,0) =
J+1∑
j=1

(xj − xj−1)
2

2tj
− ωε(xJ+1,0) , (15)

とおく。1 ≤ l ≤ n ≤ N ≤ L ≤ J に対して、x∗
L,l = x∗

L,l(xL+1, xl−1; ε) を

(∂xL,l
Sε)(xJ+1,L+1, x

∗
L,l, xl−1,0) = 0 , (16)

で定義する。汎関数 F [γ] の仮定 (3)(4) で、この停留点 x∗
L,l(xL+1, xl−1) を用いる。

さて、汎関数 F [γ] の仮定を述べよう。このタイプの仮定は藤原 [2] により最初に発見
された。藤原 [2] の仮定は以下の仮定の (1) の m = 0 の場合に該当し、余りの有界性を
保証する。我々はより一般的な汎関数 F [γ] に拡張するために m ≥ 0 とし、さらに主部
と余りが収束するように (2)(3)(4) を加えた。仮定は一見複雑に見えるが、補題の停留点
の性質を用いれば、定理３、定理４が F に属していることをチェックするのは易しい。
仮定．（汎関数 F [γ] の仮定）m は非負整数で、汎関数 F [γ] の定義域は少なくともすべて
の折れ線を含む。任意の非負整数 M に対して、正の定数 CM が存在し、任意の分割
∆T,0、任意の正の整数

0 = j0 < j1 − 1 < j1 < j2 − 1 < j2 < · · · < jK−1 < jK − 1 < jK ≤ J + 1 , (17)

（ jK+1 − 1 = J + 1 ）、任意の |αj| ≤ M , j = j0, j1 − 1, . . ., jK , jK+1 − 1 と任意の
1 ≤ s ≤ K に対して、以下が成立する。

(1) ∣∣∣∣∣
(

K∏
k=0

∂
αjk+1−1

xjk+1−1 ∂
αjk
xjk

)
F∆T,0

(xJ+1, x
†
J,jK+1, xjK

,

· · · , xjs+1−1, x
†
js+1−2,js+1, xjs , xjs−1, x

†
js−2,js−1+1, xjs−1 ,

xjs−1−1, x
†
js−1−2,js−2+1, xjs−2, · · · , xj1−1, x

†
j1−2,1, x0)

∣∣∣∣∣
≤ (CM )K+1

(
1 + |xJ+1| + |xjK

| +
· · · + |xjs+1−1| + |xjs| + |xjs−1| + |xjs−1|
+|xjs−1−1| + |xjs−2 | + · · · + |xj1−1| + |x0|

)m
, (18)

(2) ∣∣∣∣∣
(

K∏
k=0

∂
αjk+1−1

xjk+1−1 ∂
αjk
xjk

)
∂xjs−1F∆T,0

(xJ+1, x
†
J,jK+1, xjK

,

· · · , xjs+1−1, x
†
js+1−2,js+1, xjs , xjs−1, x

†
js−2,js−1+1, xjs−1 ,

xjs−1−1, x
†
js−1−2,js−2+1, xjs−2, · · · , xj1−1, x

†
j1−2,1, x0)

∣∣∣∣∣
≤ (CM )K+1(Ujs,js−1+1)

(
1 + |xJ+1| + |xjK

| +
· · · + |xjs+1−1| + |xjs| + |xjs−1| + |xjs−1|
+|xjs−1−1| + |xjs−2 | + · · · + |xj1−1| + |x0|

)m
. (19)
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任意の非負整数M に対して、正の定数 CM が存在し、任意の分割 ∆T,0、任意の正の整数

0 = j0 < j1 − 1 < j1 < j2 − 1 < j2 < · · · < jK−1 < jK − 1 < jK ≤ J + 1 , (20)

（ jK+1 − 1 = J + 1 ）、任意の |αj| ≤ M , j = j0, j1 − 1, . . ., jK , jK+1 − 1 と
js−1 + 1 ≤ n ≤ N ≤ js − 1 を満たす任意の n, N に対して、以下が成立する。

(3)

∣∣∣∣∣
(

K∏
k=0

∂
αjk+1−1

xjk+1−1 ∂
αjk
xjk

)
F∆T,0

(xJ+1, x
†
J,jK+1, xjK

,

· · · , xjs+1−1, x
†
js+1−2,js+1, xjs , x

∗
js−1,js−1+1, xjs−1,

xjs−1−1, x
†
js−1−2,js−2+1, xjs−2, · · · , xj1−1, x

†
j1−2,1, x0)

∣∣∣∣∣
≤ (CM )K+1

(
1 + |xJ+1| + |xjK

|+
· · · + |xjs+1−1| + |xjs| + |xjs−1 |
+|xjs−1−1| + |xjs−2 | + · · · + |xj1−1| + |x0|

)m
, (21)

(4)

∣∣∣∣∣
(

K∏
k=0

∂
αjk+1−1

xjk+1−1 ∂
αjk
xjk

)
∂εF∆T,0

(xJ+1, x
†
J,jK+1, xjK

,

· · · , xjs+1−1, x
†
js+1−2,js+1, xjs , x

∗
js−1,js−1+1, xjs−1,

xjs−1−1, x
†
js−1−2,js−2+1, xjs−2, · · · , xj1−1, x

†
j1−2,1, x0)

∣∣∣∣∣
≤ (CM )K+1(TN+1,n)2

(
1 + |xJ+1|+ |xjK

| +
· · · + |xjs+1−1| + |xjs| + |xjs−1 |
+|xjs−1−1| + |xjs−2 | + · · · + |xj1−1| + |x0|

)m+1
, (22)

補題．（停留点の性質）任意の多重指数 α, β に対して、正の定数 Cα,β, C ′
α,β が存在して、

次を満たす。∣∣∣∂α
xL+1

∂β
xl−1

x†
L,l(xL+1, xl−1)

∣∣∣ ≤ Cα,β(1 + |xL+1| + |xl−1|)(1−|α+β|)+ , (23)

∣∣∣∂α
xL+1

∂β
xl−1

x∗
L,l(xL+1, xl−1; ε)

∣∣∣ ≤ Cα,β(1 + |xL+1| + |xl−1|)(1−|α+β|)+ , (24)∣∣∣∂α
xL+1

∂β
xl−1

(∂εx
∗
L,l)(xL+1, xl−1; ε)

∣∣∣ ≤ C ′
α,β(TN+1,n)

2(1 + |xL+1| + |xl−1|) . (25)
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