
Feynman 経路積分に沿った線積分

熊ノ郷　直人（工学院大学）

この講演では、前の講演で定義した Feynman 経路積分に対して、Feynman 経路積分
の経路に沿った新しい線積分を定義し、Feynman 経路積分において『微積分学の基本定
理』が成立することを述べる。
経路空間上の線積分としては、確率解析として成功を収めた『伊藤積分』[1] と

『Stratonovich積分』[2] が有名である。
x0 ∈ Rd と x ∈ Rd を固定する。∆T,0 は区間 [0, T ] の任意の分割 ∆T,0 : T = TJ+1 >

TJ > · · · > T1 > T0 = 0 とする。xJ+1 = x とおき、xJ , xJ−1, · · ·, x1 は Rd の任意の点
とする。γ∆T,0

を任意の j = 1, 2, . . . , J + 1 に対して (Tj, xj) と (Tj−1, xj−1) を線分で結
ぶ折れ線とする。0 ≤ T ′ ≤ T ′′ ≤ T とする。荒く言えば、ブラウン運動 B(τ ) が折れ線
γ∆T,0

(τ ) と一致するとき、『伊藤積分』は折れ線 γ∆T,0
の端点で定義される。i.e.,

∫ T ′′

T ′
Z(τ,B(τ )) · dB(τ ) ≈∑

j

Z(Tj−1, xj−1) · (xj − xj−1) . (1)

また、『Stratonovich積分』は折れ線 γ∆T,0
の中点で定義される。i.e.,

∫ T ′′

T ′
Z(τ,B(τ )) ◦ dB(τ ) ≈∑

j

Z
(

Tj + Tj−1

2
,
xj + xj−1

2

)
· (xj − xj−1) . (2)

それに対して、この講演で定義した線績分は折れ線 γ∆T,0
に沿った線積分そのものであ

る。i.e., ∫ T ′′

T ′
Z(τ, γ∆T,0

(τ )) · dγ∆T,0
(τ ) . (3)

前の講演の仮定１とクラス F を用いて、結果を述べよう。
定理１. m を非負整数とし、0 ≤ T ′ ≤ T ′′ ≤ T とする。Z(t, x) は (t, x) ∈ R× Rd から
Rd へのベクトル値関数で、任意の多重指数 α に対して、∂α

x Z(t, x) と ∂α
x ∂tZ(t, x) は

[0, T ]× Rd 上で連続で、正の定数 Cα が存在して

|∂α
x Z(t, x)|+ |∂α

x ∂tZ(t, x)| ≤ Cα(1 + |x|)m . (4)

を満たし、∂xZ(t, x)は対称行列で t(∂xZ) = ∂xZ を満たすと仮定する。このとき、線積分

F [γ] =
∫ T ′′

T ′
Z(τ, γ(τ )) · dγ(τ ) ∈ F , (5)

が成立する。ただし Z · dγ は Z と dγ の Rd における内積とする。
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定理２. m を非負整数とし、0 ≤ T ′ ≤ T ′′ ≤ T とする。f(t, x) は (t, x) ∈ R×Rd 上の実
数値関数とする。任意の多重指数 α に対して、∂α

x f(t, x) と ∂α
x ∂tf(t, x) は [0, T ]× Rd 上

連続で、正の定数 Cα が存在して

|∂α
x f(t, x)|+ |∂α

x ∂tf(t, x)| ≤ Cα(1 + |x|)m . (6)

を満たすとする。このとき

F [γ] =
∫ T ′′

T ′
(∂xf)(τ, γ(τ )) · dγ(τ ) ∈ F . (7)

が成立する。さらに T が十分小さいと仮定する。このとき、Feynman 経路積分において
『微分積分学の基本定理』が成立する。

∫
e

i
h̄

S[γ]

(
f (T ′′, γ(T ′′)) − f (T ′, γ(T ′))

)
D[γ]

=
∫

e
i
h̄

S[γ]

(∫ T ′′

T ′
(∂xf)(τ, γ(τ )) · dγ(τ ) +

∫ T ′′

T ′
(∂tf)(τ, γ(τ ))dτ

)
D[γ] . (8)

系. f = f(t, x), g = g(t, x) が上の仮定をみたすとき、Feynman 経路積分において『部分
積分の公式』も成立する。
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Feynman 経路積分の滑らかな汎関数微分
熊ノ郷　直人（工学院大学）

藤原　大輔（学習院大学）

この講演では、前の講演で定義した Feynman 経路積分における汎関数微分を数学的
に定義する。この定義により、藤原タイプのクラス F に属する汎関数 F [γ] は何回でも
汎関数微分できる。さらに、この汎関数微分は Taylor 展開や部分積分も可能である。
我々の汎関数微分を述べよう。γ : [0, T ] → Rd は γ(0) = x0, γ(T ) = x となる折れ線、

η : [0, T ] → Rd は η(0) = η(T ) = 0 となる折れ線とする。このとき、折れ線 γ と折れ線
η の分点をすべて含む分割

∆T,0 : T = TJ+1 > TJ > · · · > T1 > T0 = 0 , (9)

が存在する。さらに、j = 1, 2, . . . , J, J +1 に対して (Tj, xj) と (Tj−1, xj−1) を線分で結ぶ
ある折れ線 γ∆T,0

で
γ = γ∆T,0

, (10)

と書ける。η(Tj) = yj, j = 0, 1, . . . , J, J + 1 とおき、F [γ] ∈ F に対して
F [γ∆T,0

] = F∆T,0
(xJ+1, xJ , · · · , x1, x0) , (11)

とおく。

定理１.（well-defined) 折れ線 η 方向の F [γ] の汎関数微分を

(δF )[γ][η] = (δF )[γ∆T,0
][η] =

J∑
j=1

(∂xjF∆T,0
)(xJ+1, xJ , · · · , x1, x0) · yj , (12)

で定義する。このとき (δF )[γ][η] は分割 ∆T,0 の選び方によらず well-defined である。
さらに

(δF )[γ][η] ∈ F . (13)

系. F [γ] ∈ F は何回でも汎関数微分できる。

定理２.（平行移動不変性） 任意の F [γ] ∈ F と η(0) = η(T ) = 0 をみたす任意の折れ線
η : [0, T ] → Rd に対して

F [γ + η] ∈ F , (14)

が成立する。さらに T が十分小さいとき∫
e

i
h̄

S[γ+η]F [γ + η]D[γ] =
∫

e
i
h̄

S[γ]F [γ]D[γ] . (15)

ここで T は F [γ], η, 0 < h̄ < 1 によらない。
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定理３.（テーラー展開） T が十分小さいとき、任意の F [γ] ∈ F , η(0) = η(T ) = 0 を満
たす任意の折れ線 η, 任意の 0 < h̄ < 1 に対して

∫
e

i
h̄

S[γ]F [γ + η]D[γ] −
K∑

k=0

1

k!

∫
e

i
h̄

S[γ](δkF )[γ][η][η] · · · [η]D[γ]

=
∫

e
i
h̄

S[γ]

(∫ 1

0

(1 − θ)K

K!
(δK+1F )[γ + θη][η][η] · · · [η]dθ

)
D[γ] , (16)

が成立する。

定理４.（汎関数微分の特徴つけ）T が十分小さいとき、任意の F [γ] ∈ F ,
η(0) = η(T ) = 0 を満たす任意の折れ線 η, 任意の 0 < h̄ < 1 に対して

d

ds

∫
e

i
h̄

S[γ]F [γ + sη]D[γ]

∣∣∣∣∣
s=0

=
∫

e
i
h̄

S[γ](δF )[γ][η]D[γ] , (17)

が成立する。

定理５.（部分積分）
(δS)[γ][η] ∈ F , (18)

が成立する。さらに T が十分小さいとき、任意の F [γ] ∈ F , η(0) = η(T ) = 0 を満たす
任意の折れ線 η, 任意の 0 < h̄ < 1 に対して∫

e
i
h̄

S[γ](δF )[γ][η]D[γ] = − i

h̄

∫
e

i
h̄

S[γ](δS)[γ][η]F [γ]D[γ] , (19)

が成立する。

例.（前の講演の条件で）

(1) F [γ] =
∫ T ′′

T ′
B(τ, γ(τ ))dρ(τ )のとき (δF )[γ][η] =

∫ T ′′

T ′
(∂xB)(τ, γ(τ )) · η(τ )dρ(τ ).

(2) F [γ] = B(τ, γ(τ )) のとき (δF )[γ][η] = (∂xB)(τ, γ(τ )) · η(τ ).

(3) F [γ] =
∫ T ′′

T ′
Z(τ, γ(τ )) · dγ(τ ) のとき

(δF )[γ][η] = Z(T ′′, γ(T ′′)) · η(T ′′) − Z(T ′, γ(T ′)) · η(T ′)

−
∫ T ′′

T ′
(∂tZ)(τ, γ(τ )) · η(τ )dτ .
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