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Ω は R
2の領域とする. 次の複素Ginzburg-Landau方程式の初期値境界値問題の弱解の

一意性と粘性消滅極限 (inviscid limit)について議論する:




∂tu − (λ + iα)∆u + (κ + iβ)|u|p−1u − γu = 0, t > 0, x ∈ Ω,

u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω,

u(0, x) = u0(x), t = 0, x ∈ Ω.

(CGL)

ここで p > 1, λ ≥ 0, κ, α, β, γ は実定数とする. 通常, 複素Ginzburg-Landau方程式とい
うときには, λ > 0 かつ κ > 0 が仮定されるが (cf. Temam [7]), ここでは (CGL) を λ = 0

を含む場合まで考える. Ω = R
n の場合には Ginibre-Velo [2], [3] が λ > 0 かつ κ > 0

に対する (CGL)の時間大域的適切性を示していて, この場合 p < ∞ (n = 1, 2) あるいは
p ≤ (n + 2)/(n − 2) (n ≥ 3) で係数にはほとんど制限が加えられていない. 彼らは

|β| ≤ 2
√

p

p − 1
κ(1)

の仮定の下でも弱解の一意性を証明している. 同様の結果は R
n における一般領域 Ω上で

の初期値境界値問題 (CGL)に対しても成立する (Okazawa-Y. [6]). しかしながら (1) の制
限なしでは一般領域上での (CGL)に対する一意性の結果は (u0 ∈ H2(Ω)∩H1

0 (Ω) ⊂ L∞(Ω)

の場合を除いて)知られていないようである. ここでは n = 2, p ≤ 3 の制限の下, (1) の条
件を課さずに一意性を示す. 物理的には n = 2, p = 3 の場合が具体的なmodelに対応し
ていることに注意する.

初期値 u0 ∈ L2(Ω)に対して u が (CGL) の弱解であるとは u ∈ C([0, T ); L2(Ω)) ∩
L2(0, T ; H1

0(Ω))∩Lp+1(0, T ; Lp+1(Ω)) なる関数 u が超関数の意味で (CGL)を満たすこと
である. p ≤ 3 のとき (CGL)の弱解の存在は standard な方法で示される. 一意性に関し
て以下の定理を得た.

Theorem 1. Ω ⊂ R
2を (必ずしも有界でない)領域とし, λ > 0, κ ≥ 0, α, β, γ ∈ R,

1 < p ≤ 3とする. このとき u0 ∈ L2(Ω) に対して (CGL)の時間大域的弱解
u ∈ C([0,∞); L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; H1

0(Ω)) ∩ Lp+1(0, T ; Lp+1(Ω))は一意である.

注意. 上の定理は n 次元の場合へ拡張可能であるが, 詳細については講演で説明する.

∗本研究は九州大学の小川卓克助教授との共同研究である.
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Theorem 2. Ω ⊂ R
2を (必ずしも有界でない)領域とし, λ ≥ 0, 1 < p ≤ 3とする.

(i-a) κ ≥ 0 かつ αβ ≥ 0 (α 	= 0) のとき, u0 ∈ H1
0 (Ω) に対して (CGL)の時間大域的

弱解 u ∈ C([0,∞); H1
0(Ω))は一意である.

(i-b) κ ≥ 0 かつ αβ < 0 のとき, u0 ∈ H1
0 (Ω) に対してある T ∗ > 0があって (CGL)の　

時間局所的弱解 u ∈ C([0, T ∗); H1
0(Ω))が存在するがそれは一意である. (もし

“λ > 0” あるいは “p = 3 で ‖u0‖2 が十分小さい”ならば T ∗ = ∞ と取れる)

(ii) κ < 0 のとき, (CGL)の時間局所的弱解 u ∈ C([0, T ∗); H1
0 (Ω))は一意である.

次に (CGL)に対する粘性消滅極限 (inviscid limit)を考える. (CGL)で λ = 0とすれば,

それは以下のような非線形 Schrödinger方程式となる:



i∂tv + α∆v = (β − iκ)|v|p−1v + iγv, t > 0, x ∈ Ω,

v(t, x) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω,

v(0, x) = u0(x), t = 0, x ∈ Ω.

(NLS1)

さらに κ = 0 とすれば



i∂tw + α∆w = β|w|p−1w + iγw, t > 0, x ∈ Ω,

w(t, x) = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω,

w(0, x) = u0(x), t = 0, x ∈ Ω

(NLS2)

となる. Ω = R
n の場合, Wu [8] は (1)の条件下で, λ → 0かつ κ → 0 のとき (CGL)の

解 uが (NLS2)の解wに収束することを示し, その収束の order を求めた (cf. Machihara-

Nakamura [4]). Bechouche-Jüngel [1] は全空間R
nあるいはトーラスT

nの場合に (1)を仮
定せずに同様の問題を考えた. しかしながら [1] ではその証明において Sobolevの埋め込
みHm(Ω) ↪→ L∞(Ω) が本質的に使われているため, n = 2では u0 ∈ H2(Ω)が仮定されて
いる. ここでは u0 ∈ H1

0 (Ω)に対する一般領域Ω上での初期値境界値問題 (CGL)に対して
(1) を仮定せずに以下の粘性消滅極限に関する定理を得た.

Theorem 3. Ω ⊂ R
2, 1 < p ≤ 3 とし, u, v, w をそれぞれ同一の初期値 u0 ∈ H1

0 (Ω)を
持つ初期値境界値問題 (CGL), (NLS1), (NLS2) の一意弱解とする.

(i-a) κ ≥ 0 かつ αβ ≥ 0 (α 	= 0) のとき, 任意の T > 0 と 2 ≤ q < ∞ に対して
以下が成立する.

sup
t∈[0,T ]

‖u(t) − v(t)‖q → 0 (λ → 0),

sup
t∈[0,T ]

‖u(t) − w(t)‖q → 0 (λ → 0, κ → 0).(2)

(i-b) κ ≥ 0 かつ αβ < 0 のとき (p = 3 のときには ‖u0‖2 が十分小さいとする),

κ/λ(p−1)/2が有界ならば, 任意の T > 0 と 2 ≤ q < ∞ に対して (2)が成立する.

(ii) κ < 0のとき (p = 3 のときには ‖u0‖2 が十分小さいとする), |κ|/λ(p+1)/4が
有界ならば, 任意の 0 < T < T ∗かつ 2 ≤ q < ∞ に対して (2)が成立する.
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