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3次元空間に無限にひろがる非圧縮粘性流体の中に, 流れを障害する物体
(剛体)がある. その物体の周りの流体の運動は, Navier-Stokes 方程式の外部
問題として定式化される. 物体が一定な角速度 ω で回転する場合を考える.
一般性を失わず回転軸を x3-軸とし, ω = |ω|e3 = (0, 0, |ω|)T とする. 回転座
標系と適当な未知関数の変換により, 一定な外部領域 D ⊂ R

3 における問題

∂tu + u · ∇u = ∆u + (ω ∧ x) · ∇u− ω ∧ u −∇p + f,

div u = 0,

u|∂D = ω ∧ x, u → 0 as |x| → ∞, u|t=0 = a,

に帰せられる. ただし, u = (u1, u2, u3)
T は流体の速度ベクトル, p は圧力で

あり, ∂D は D の滑らかな境界である. また, ∧ は 3次元ベクトルの外積を
あらわす. 剛体の回転速度ベクトルを係数にもつ移流項 (ω ∧ x) · ∇u が重要
で, これは粘性項 ∆u からの単純な摂動でなく, 様々な困難を引き起こす.
実際, 全空間 R

3 上の線型作用素

L = −∆ − (ω ∧ x) · ∇+ ω∧
が生成する半群は,ある種の平滑性を有するものの,例えば L2(R

3)上で解析的
でない ([5]を参照). また, Lの基本解 Γ(x, y)は各点評価 |Γ(x, y)| ≤ C/|x−y|
を許さない ([2] を参照); 例えば, xρ = ρe1, yρ = ρe2 とおくとき, 基本解の
(3, 3) 成分について, ρ > 1 に対して,

Γ33(xρ, yρ) ≥ C
log ρ

ρ
. (1)
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この講演では, 定常流を考える. 従って, 問題は

⎧⎪⎨
⎪⎩

u · ∇u = ∆u + (ω ∧ x) · ∇u − ω ∧ u −∇p + f,

div u = 0,

u|∂D = ω ∧ x, u → 0 as |x| → ∞.

(2)

回転座標系で見た定常流であるから, 元の座標系では時間周期流 (物体の回
転と同じ周期) に対応している.
まず, f = 0 のとき, 任意の ω に対して, ∇u ∈ L2(D) となる弱解が少な

くともひとつ存在するが (Borchers [1], Galdi [3]), この結果は f ∈ Ẇ−1
2 (D)

に対しても成り立つ. さらに f ∈ L2(D) も課すと, (∇2u,∇p) ∈ L2(D) とな
る (Silvestre [9]). これらの解の一意性と漸近挙動はわからない. しかし, 定
常解の安定性を調べる際には, その漸近挙動が重要である. Galdi [4] は, |ω|
と f が小さいときに,

|u(x)| = O
(|x|−1

)
, |∇u(x)|+ |p(x)| = O

(|x|−2
)

as |x| → ∞ (3)

をみたす一意解をつくった. ここで, f = div F は

|F (x)| ≤ c1/|x|2, |f(x)| ≤ c2/|x|3, |div f(x)| ≤ c3/|x|4 (4)

を満たし, c1, c2, c3 が小である. 基本解の少し悪い挙動 (1) にもかかわら
ず, ω = 0 (物体が静止) の場合と同じ減衰の速さ (3) が出たことは, 当初は
少々驚きであった. ただし, f が良いとき, 例えば台が有界ならば (あるいは
f = div F が (4)をみたすならば), 全空間 R

3 上の線型方程式 Lu = f の解
u(x) =

∫
Γ(x, y)f(y)dy は (3) のように減衰し, 基本解 Γ(x, y) は複雑で微妙

である.
[4]の結果を異なるアプロ一チにより筆者なりに理解しようと考え,より広

い枠組み (関数空間)の中で捉えようとした. それが,以下に述べる定理である.
(3) のような漸近挙動を捉える関数空間としては, Lorentz 空間 (の内の弱 Lq

空間) Lq,∞ がふさわしい. 例えば, n ≥ 1を空間次元, また 1 < q < ∞として,
|x|−n/q ∈ Lq,∞\Lq である. 実際, Kozono-Yamazaki [7], Shibata-Yamazaki [8]
は, 定常 Navier-Stokes 外部問題の研究において, Lorentz 空間を有効に用い
た. 以下の定理の解のクラス (5)は (3)を含み,また外力 f のクラス Ẇ−1

3/2,∞(D)

は (4)より広い. ここで, f ∈ Ẇ−1
3/2,∞(D) は, f = div F, F ∈ L3/2,∞(D) と同

値である.

Theorem 1 以下を満たす δ > 0 が存在する:

|ω| + ‖f‖Ẇ−1
3/2,∞(D) ≤ δ
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である ω と f ∈ Ẇ−1
3/2,∞(D) に対して,

(∇u, p) ∈ L3/2,∞(D), u ∈ L3,∞(D) (5)

となる (2) の一意な弱解が存在して,

‖(∇u, p)‖3/2,∞ + ‖u‖3,∞ ≤ C
(
|ω| + ‖f‖Ẇ−1

3/2,∞(D)

)
.

関数空間について.
以下で, 1 < q < ∞, 1 ≤ r ≤ ∞, 1/q ′ + 1/q = 1, 1/r′ + 1/r = 1 とする (た

だし, Ẇ−1
q,r (D) においては, r 
= 1 とする). まず, 実補間により Lorentz 空間

Lq,r(D) = (L1(D), L∞(D))1−1/q,r

を導入する. そのノルムを, ‖ · ‖q,r であらわす. 特に, Lq,∞(D) = Lq′,1(D)∗ は
弱 Lq 空間として知られ, Lq 空間より少し広く, f ∈ Lq,∞(D) は

sup
σ>0

σ |{x ∈ D; |f(x)| > σ}|1/q < ∞

と同値である. 空間 Ẇ 1
q (D) を C∞

0 (D) の ‖∇ · ‖q に関する完備化とし,

Ẇ−1
q (D) = Ẇ 1

q′(D)∗ とする. 再び実補間により

Ẇ 1
q,r(D) =

(
Ẇ 1

q0
(D), Ẇ 1

q1
(D)

)
θ,r

も導入する (q0, q1 の取り方に依らない). ただし, 1 < q0 < q < q1 < ∞, 1/q =
(1 − θ)/q0 + θ/q1. 特に, 1 < r ≤ ∞ に対して, Ẇ−1

q,r (D) = Ẇ 1
q′,r′(D)∗ とおく

とき,

Ẇ−1
q,r (D) =

(
Ẇ−1

q0
(D), Ẇ−1

q1
(D)

)
θ,r

が成り立つ (q0, q1 と θ の関係は上に同じ).
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