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1 はじめに

大気汚染の影響による歴史的建築物の劣化は重要な問題である. 炭酸カルシウムと SO2やNO3

との反応は,硫酸塩や硝酸塩を生成し, 雨水により流されるか,もしくは,地殻を徐々にはがしてい
く. 歴史的建築物の化学的なダメージを阻止するためにも,有効なシュミレーションは不可欠であ
る.炭酸カルシウムと二酸化硫黄の反応を記述する空間１次元の偏微分方程式は次のようになる:




∂u

∂t
=

∂2u
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− kuv, 0 < x < 1, 0 < t ≤ 1 (1.1a)

∂v

∂t
= −kuv, (1.1b)

u(x, 0) = 0, v(x, 0) = v0, (v0は正の定数) (1.1c)

u(0, t) = ϕ(t). (1.1d)

ここで u(x, t)は二酸化硫黄の濃度, v(x, t)は炭酸カルシウムの密度を表している. 本論文では反
応速度 kを変化させた時の解の挙動を数値シミュレーションにより調べた.

2 差分法による計算方法

数値実験には差分法の陽解法と陰解法を用いた.∆x,∆t をそれぞれ x, tに関する格子点の幅,
M∆x = 1, N∆t = 1とし, xj = j∆x, tn = n∆t, α = ∆t/(∆x)2とする.さらに,微分解u(xj , tn), v(xj , tn)
に対応する差分解を Un

j , V n
j と表わす.

2.1 陽解法

陽解法による１次オーダーの差分方程式は次のようになる:{
Un+1

j = αUn
j+1 + (1− 2α)Un

j + αUn
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j V n
j (0 ≤ n ≤ N, 1 ≤ j ≤ M − 1) (2.1a)

V n+1
j = V n

j − k∆tUn
j V n

j (0 ≤ n ≤ N, 1 ≤ j ≤ M − 1) (2.1b)

2.2 陰解法

陰解法による２次オーダーの差分方程式は次のようになる:



(
1 + α +

1
2
k∆tV n

j

)
Un+1

j − α

2

(
Un+1

j−1 + Un+1
j+1

)
= (1− α) Un

j +
α

2
(
Un

j−1 + Un
j+1

)− 1
2
k∆tUn

j V n
j

V n+1
j = V n

j − k∆tUn
j V n

j (0 ≤ n ≤ N, 1 ≤ j ≤ M − 1)
(2.2)

1



3 数値実験結果

3.1 陽解法

陽解法を用いた場合の実験結果は次のようになった.
k = 1のときの U
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図 1: t=0.2
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図 2: t=0.4
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図 3: t=0.6
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図 4: t=0.8

k = 1のときの V
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図 5: t=0.2

 0.9

 0.91

 0.92

 0.93

 0.94

 0.95

 0.96

 0.97

 0.98

 0.99

 1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

V

x

図 6: t=0.4
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図 7: t=0.6
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図 8: t=0.8

k = 2000のときの U と V
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図 9: U
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図 10: V

図 9と図 10は tを 0.1づつ表示している.数値実験は∆x = 1/32, ∆t = 1/3000として計算した.
U が減少すると同時に V は増加しているが,決まった量の SO2があるところで炭酸カルシウムが
溶かされている様子であると解釈できる.k = 2000で破綻が起きたのは,計算スキームの安定性を
保証するフォンノイマンの条件

|g| ≤ 1 + K∆tを満たす定数K が存在する. (3.1)

が満たされなかったからである.ここで gは∆tと∆xを含む数である.陽解法では∆xと∆tの
関係に条件がついてしまう.

3.2 陰解法

陰解法を用いた場合は k = 2000を超えても安定して計算をすることができた.

2



k = 2000
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図 11: U
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図 12: V

t = 0.1づつ表示している.安定した計算を進められたのは,陰解法には∆xと∆tの関係に制限が
なく無条件に安定だからである.

4 考察

本論文では反応速度 kに対する解の挙動と,実験に用いた計算方法の安定性について調べた.時
間が経つにつれて U, V それぞれのグラフは右に移動し,tに依存して変化する自由境界上で収束し
ている様子がわかった.数値実験の際,陽解法では k = 2000以降は安定して計算が行えなかった
が,精度の高い陰解法を用いることで安定して計算を進めることができた.今後の課題として, 高
次元での数値シミュレーションをより良いスキームで行うこと,そのための精度の高いスキームの
開発が挙げられる.また,実社会では反応に影響する触媒物質が少なからず存在するので, そこま
で考慮した非線形モデルを考えることも課題である.
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