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1 � p, q � ∞の場合は通常のmodulation空間と一致するようなmodulation空
間Mp,q

[g] (Rd)（0 � p, q � ∞）が構成できることとその空間の性質を報告したい.

ここで通常の意味でのmodulation空間は, 次のように定義される：
急減少函数 g ∈ S(Rd) � {0}を固定し, 1 � p, q � ∞に対してmodulation空間
Mp,q

[g] (Rd)をノルム

||f ||Mp,q =
(∫

Rd

(∫
Rd

|Vgf(x, ω)|pdx
) q

p

dω
) 1

q

が有限となる緩増加超関数 f ∈ S ′(Rd)全体の空間と定義する. ここで, Vgf は (超)

函数 f(x)の gを窓とする短時間 Fourier変換で

Vgf(x, ω) = 〈f, MωTxg〉 =

∫
Rd

f(t)g(t − x)e−2πiω·tdt

で定義される. 多くの研究は 1 � p, q � ∞に制限されている. これは, 空間が窓 g

の取り方によらないことを示すのに用いる合成積のLpノルムの評価が p < 1の場
合そう単純ではない所にあるが, 次に示す補題を用いれば, modulation空間が定義
され基本となる性質が示せる.

0 < p � ∞ と コンパクト部分集合 Γ ⊂ Rdに対し, 函数空間 Lp
Γを

Lp
Γ = {f ∈ S ′(Rd) | ∃ξ0 ∈ Rd, suppf̂ ⊂ ξ0 + Γ, ||f ||Lp < ∞}

で定義すると次の補題が成り立つ.

補題 0 < p � 1とコンパクト部分集合 Γ, Γ′ ⊂ Rdに対し正の定数 C (Γ, Γ′の直
径と pにのみ依存する)があって∣∣∣∣∣∣|f | ∗ |g|∣∣∣∣∣∣

Lp
� C||f ||Lp||g||Lp, ∀f ∈ Lp

Γ, ∀g ∈ Lp
Γ′

が成り立つ.

Modulation空間Mp,q
[g] (Rd)を次のように定義する. まず, α > 0をとり supp ĝ ⊂

{ξ | |ξ| � 1}かつ ∑
k∈Zd ĝ(ξ − αk) ≡ 1なる g ∈ S(Rd)の全体を Φα(Rd)とする.

(以下, 函数空間Φα(Rd) 
= ∅となるよう α > 0を十分小にとっておく)

g ∈ Φα(Rd) と 0 < p, q � ∞をとる. 超函数 f ∈ S ′(Rd)に対し

||f ||Mp,q
[g]

:=
( ∫

Rd

( ∫
Rd

∣∣f ∗ (
Mωg

)
(x)

∣∣pdx
) q

p
dω

) 1
q

と定義する. ||f ||Mp,q
[g]

< ∞なる超函数 f の全体をMp,q
[g] (Rd)とする.



定理 0 < p, q � ∞, g ∈ Φα(Rd)とする.

(1)
( ∑

k∈Zd

( ∫
Rd

∣∣f ∗ (
Mαkg

)
(x)

∣∣pdx
) q

p
) 1

q

はMp,q
[g] (Rd)上の同値な (擬)ノルムとなる.

(2) 0 < p0 � p1 � ∞ かつ 0 < q0 � q1 � ∞ とすると

Mp0,q0

[g] (Rd) ⊂ Mp1,q1

[g] (Rd).

(3) g1, g2 ∈ Φα(Rd), とすると ||f ||Mp,q
[g1]
と ||f ||Mp,q

[g2]
は Mp,q(Rd)上の同値な (擬)ノ

ルムとなる.

(4) (Mp,q(Rd), || ||Mp,q
[g]

)は (擬)Banach空間となる. [2], [6]では完備性が示されて
いない.

(5) 連続的な埋め込み
S(Rd) ⊂ Mp,q(Rd) ⊂ S ′(Rd)

が成り立つ.

(6) 0 < p, q < ∞, ならば S(Rd) は Mp,q(Rd)の稠密な部分集合である.

(7) β > 0 を十分小さくとっておけば

( ∑
k∈Zd

( ∑
l∈Zd

∣∣f ∗ (
Mαkg

)
(βl)

∣∣p) q
p
) 1

q

はMp,q(Rd)上の同値な (擬)ノルムとなる.
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[4] G. Köthe, Topologische Lineare Räume I, Zweite Auflage, Springer 1966.

[5] H. Triebel, Theory of Function Spaces, Birkhäuser, Boston, 1983.

[6] H. Triebel, Modulation spaces on the euclidean n-space, Z. Anal. Anwendungen

2 (5) (1983) 443-457.


