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有界な２相媒質における Stokes 方程式に対する最大正則性

清水 扇丈　 (静岡大工)

本研究は早稲田大学理工学術院の柴田良弘先生との共同研究である.
Ω ⊂ R

n (n � 2) を有界領域としその境界を ∂Ω とする．Ω の部分領域
Ω+をΩ+の境界 Γ と ∂Ω の距離が正となるようにとる．Ω− = Ω \ Ω+ とお
く．Stokes 方程式に対してこの２相媒質における次の界面問題を考える:

∂tu± − Div S±(u±, π±) = f±, div u± = g± = div g̃± in Ω± × (0,∞)

[S+(u+, π+) − S−(u−, π−)]ν|Γ = h+ − h−|Γ, u+|Γ = u−|Γ
u−|∂Ω = 0, u|t=0 = u0 (1)

ここで u±(x, t)，π±(x, t) は それぞれ Ω± における流速ベクトルと圧力,

S±(u±, π±) = µ±D(u±) − π±I, Dij(u±) = (∂u±i/∂xj + ∂u±j/∂xi).

で µ± は粘性係数である．Γ を C2,1級, ∂Ω を C1,1級超曲面とし ν, ν0 をそ
れぞれ Γ, ∂Ω の単位外法線とする．Ω± で定義された関数 v± に対し

v(x) =

{
v+(x) x ∈ Ω+

v−(x) x ∈ Ω−

とおく．また Ω で定義された関数 v に対し v± を v の Ω± への制限とする．
(1) は外側の境界が固定されていて 2相の非圧縮性粘性流体によって占めら
れる，界面が自由境界となる問題を Lagrange 座標で表した非線形問題の線
形化問題である．非線形問題は準線形であるため，非線形問題を解くために
線形化問題 (1)の最大正則性を示す．
まず解析的半群を生成する．問題 (1) に対する Helmholtz 分解は

Lq(Ω)n = Jq(Ω) ⊕ Gq(Ω)

Jq(Ω) = {u ∈ Lq(Ω)n | div u = 0 in Ω, ν0 · u|∂Ω = 0}
Gq(Ω) = {∇π | π ∈ W 1

q (Ω),

∫
Ω

π dx = 0}

となる．u± ∈ W 2
q (Ω±) である u ∈ W 1

q (Ω) に対し

∆ρ± = 0 in Ω±
ρ+ − ρ−|Γ = ν · [µ+D(u+) − µ−D(u−)]ν − div u+ + div u−|Γ
∂ν0ρ−|∂Ω = ν0 · µ−∆u−|∂Ω

で
∫

Ω
ρ dx = 0を満たす解を ρ± = K±(u)と定める. K±(u) ∈ W 1

q (Ω±)である．

Aqu = −Div S±(u±, K±(u)) u ∈ D(Aq)



D(Aq) = {u ∈ W 1
q (Ω)n ∩ Jq(Ω) | u± ∈ W 2

q (Ω±), u−|∂Ω = 0,

u+|Γ = u−|Γ, [S+(u+, K+(u)) − S−(u−, K−(u))]ν|
Γ

= 0}
とおくと Aq (1 < q < ∞) は Jq(Ω) 上の解析的半群を生成する. １相媒質に
おける Stokes 方程式に対する Neumann 問題に対し最大正則性を示した [1]
と同じ手法を用いる．即ちWeis [2], Denk-Hieber-Prüss [3] に基づき，モデ
ル問題の解作用素のR-boundedness を示し，作用素値 Fourier multiplier の
定理を適用することによりモデル問題の解の最大正則性を示す．局所化の方
法により領域 Ω における解に戻すとき，剰余項として現れる低階項を解析
的半群の指数減衰性を用いて評価して (1) の指数安定な時間大域的 Lp-Lq 最
大正則性定理を得る．次のように関数空間を定義する．

W �,m
q,p (D × (0,∞)) = Lp((0,∞), W �

q (D)) ∩ W m
p ((0,∞), Lq(D))

D = Ω, Ω±

< Dt >1/2 u(t) = F−1[(1 + s2)1/4Fu(s)](t)

H1/2
p (R, X) = {u ∈ Lp(R, X) |< Dt >1/2 u ∈ Lp(R, X)}

H1,1/2
q,p (Ω± × R) = H1/2

p (R, Lq(Ω±)) ∩ Lp(R, W 1
q (Ω±))

Dq,p(Ω) = [Jq(Ω),D(Aq)]1−1/p,p, [ , ]1−1/p,p :実補間関手

Theorem 1. 1 < p, q < ∞ とする. 次を満たす γ0 > 0 が存在する：

u0 ∈ Dq,p(Ω), eγtf ∈ Lp((0,∞), Lq(Ω))n, eγtg̃ ∈ W 1
p ((0,∞), Lq(Ω))n,

eγtg± ∈ Lp((0,∞), W 1
q (Ω±)), eγth± ∈ H1,1/2

q,p (Ω± × (0,∞))n

がある γ ∈ [0, γ0]に対し成り立ち,
∫

Ω
g dx = 0,

∫
∂Ω

ν0 · g̃ dσ = 0であり，t = 0
で整合条件: h± = g̃ = 0 を満たすデータに対し (1)の一意解

(u±, π±) ∈ W 2,1
q,p (Ω± × (0,∞))n × Lp((0,∞), W 1

q (Ω±))

で u ∈ W 1,1
q,p ((Ω × (0,∞)),

∫
Ω

π dx = 0 であるものが存在して，次の評価式
を満たす：∑

+−
(‖eγtu±‖

W
2,1
q,p (Ω±×(0,∞))

+ ‖eγtπ±‖
Lp((0,∞),W1

q (Ω±))
) + ‖eγtu‖

W
1,1
q,p (Ω×(0,∞))

� C
{‖u0‖Dq,p(Ω)

+ ‖eγtf‖
Lp((0,∞),Lq(Ω))

+ ‖eγtg̃‖
W1

p ((0,∞),Lq(Ω))

+
∑
+−

(‖eγtg±‖
Lp((0,∞),W1

q (Ω±))
+ ‖eγth±‖

H
1,1/2
q,p (Ω±×(0,∞))

)
}
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