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1. 序

この講演では、次の楕円型方程式の解の多重性、特に符号変化する解の多重存在について
議論する。

(1.1)

{
−∆u + µu = Q(x)|u|p−1u in RN ,

u ∈ H1(RN).

ただし、µ > 0, N ≥ 3, 1 < p < (N + 2)/(N − 2) とし、Q : RN → R は連続関数とする。
この問題に関わらず、符号変化する解の存在についての結果を得ている論文はいくつかある
が、Struwe [7]や Clapp-Weth [4] が指摘しているように、いくつかの論文には、その証明に
ギャップがある。そのギャップとは、H1(RN)における u 7→

∫
RN |∇u+|2 dx のフレッシェ微

分可能性を無条件に仮定してしまっているものである。was unconditionally assumed (参考:
[1, 2,5,6,8,9] and [3, Chapter 8]). 問題 (2.1) は [2] において研究されているが、その論文で
も先に説明したギャップがある。その証明の難点を克服し、次の結果を得た。

定理 1. Q : RN → Rは連続関数で、すべてのx ∈ RNに対してQ(x) > 1を満たし、|x| → ∞
のときQ(x) → 1とし、Q(a1) = Q(a2) = Mかつすべてのx ∈ RN \{a1, a2}に対しQ(x) < M
を満たす相異なる点 a1, a2 ∈ RNが存在すると仮定する。ただし、M = max{Q(x) : x ∈ RN}
とする。このとき、正数 µが十分大きいならば、問題 (1.1) は、少なくとも 3つの正値解と、
少なくとも 4つの符号変化する解のペアを持つ。

さらに仮定をおけば、もう 1組符号変化する解のペアの存在が示せる。

定理 2. 先の定理の仮定を仮定する。もし、M1 > 2(p−1)/2M/(M2/(p−1) + 1)(p−1)/2, R >
|a1 − a2|/2 を満たすM1, Rが存在し、

∣∣x − (a1 + a2)/2
∣∣ ≤ Rを満たす x ∈ RN に対して

Q(x) ≥ M1 が成り立つならば、十分大きな µ に対して、もう 1組問題 (1.1)の符号変化する
解のペアが存在する。

2. 定理 1の証明の概略

λ = 1/
√

µ, v(x) = λ2/(p−1)u(λx)とすると、問題 (1.1) は、

(2.1)

{
−∆v + v = Q(λx)|v|p−1v in RN ,

v ∈ H1(RN)

と変形できる。十分小さい λ > 0を取る。問題 (2.1)に対応するH1(RN)上の汎関数 Iを

I(u) =
1

2

∫

RN

(|∇u|2 + |u|2) dx − 1

p + 1

∫

RN

Q(λx)|u|p+1 dx, u ∈ H1(RN)

と定める。η > 0 及び x ∈ RN に対し、Cη[x] =
∏N

i=1[xi − η, xi + η] と置く。K, l > 0 を、
Cl[a

1] ∩ Cl[a
2] = ∅ かつ

⋃2
j=1 Cl[a

j] ⊂
∏N

i=1(−K, K) となるように選び、φ ∈ C(R, R) 及び
1



g ∈ C(H1(RN) \ {0}, RN)を

φ(t) =





2K/λ t > 2K/λ のとき,

t −2K/λ ≤ t ≤ 2K/λ のとき,

−2K/λ t < −2K/λ のとき,

g(u) =
(
g1(u), · · · , gN(u)

)
, u ∈ H1(RN) \ {0}

と定める。ただし、gi(u) は、

gi(u) =

∫

RN

φ(xi)|u|p+1 dx

/ ∫

RN

|u|p+1 dx, i = 1, . . . , N

である。各 j, k ∈ {1, 2}に対し、
Λ = {u ∈ H1(RN) \ {0} : (∇I(u), u) = 0};

Λ(j) = {u ∈ Λ : g(u) ∈ Cl/λ[a
j/λ]};

Λ∗ = {u ∈ H1(RN) : u+ ∈ Λ, u− ∈ Λ};
Λ∗(j, k) = {u ∈ Λ∗ : u+ ∈ Λ(j), u− ∈ Λ(k)}

と置く。次の命題を示すことにより、定理が証明される。

命題 1. 各 j = 1, 2に対し、I(u) = min{I(v) : v ∈ Λ(j)} を満たす (2.1)の正値解 u ∈ Λ(j)
が存在する。

命題 2. I(u) > max{min{I(v) : v ∈ Λ(j)} : j ∈ {1, 2}}を満たす (2.1)の正値解 uが存在
する。

命題 3. 各 (j, k) ∈ {(1, 1), (1, 2), (2, 2)}に対し、I(u) = min{I(v) : v ∈ Λ∗(j, k)} を満たす
(2.1)の符号変化する解のペア±u ∈ Λ∗(j, k) が存在する。

命題 4. I(u) > max{min{I(v) : v ∈ Λ∗(j, k)} : j, k ∈ {1, 2}} を満たす (2.1)の符号変化する
解のペア±u が存在する。

参考文献

[1] D. Cao and E. S. Noussair, Multiple positive and nodal solutions for semilinear elliptic problems with
critical exponents, Indiana Univ. Math. J. 44 (1995), 1249–1271.

[2] , Multiplicity of positive and nodal solutions for nonlinear elliptic problems in RN , Ann. Inst. H.
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