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本研究は D. Motreanu氏 (Perpignan大学)との共同研究である. 本講演では，以
下の準線形楕円型方程式 (P) の非自明な弱解の存在について報告する．

(P)

{
−div A(x,∇u) = f(x, u) in Ω,
∂u
∂ν

= 0 on ∂Ω,

ここで, Ω は有界領域で, 境界 ∂Ω は C2 級とし, ν は外向き単位法線ベクトルを
表す. また, 作用素 A は以下の仮定を満たすものを考える:

(A) A(x, y) = a(x, |y|)y, where a(x, t) > 0 for all (x, t) ∈ Ω̄ × (0, +∞), p ∈
(1,∞) and

(i) A ∈ C0,γ
loc (Ω̄ × RN , RN) ∩ C1(Ω̄ × (RN \ {0}), RN);

(ii) ∃C1 > 0 such that |Dy A(x, y)| ≤ C1|y|p−2

(iii) ∃C0 > 0 such that Dy A(x, y)ξ · ξ ≥ C0|y|p−2|ξ|2

(iv) ∃C2 > 0 such that |Dx A(x, y)| ≤ C2(1 + |y|p−1)

for ∀x ∈ Ω̄, ∀y ∈ RN \ {0}, ∀ξ ∈ RN . 簡単な例として

div A(x,∇u) = div
(
|∇u|q−2(1 + |∇u|q)

p−q
q ∇u

)
for 1 < q ≤ p < ∞

を考えることができるが,上の例で p = q のときが通常の p-Laplace operatorであ
る. ここで, G(x, y) :=

∫ |y|
0

a(x, t)t dt とおくと∇yG(x, y) = A(x, y), G(x, 0) = 0

を満たし, 上の仮定 (i), (ii), (iii) から以下の不等式が得られる:

|A(x, y)| ≤ C1

p − 1
|y|p−1, A(x, y)y ≥ C0

p − 1
|y|p

A(x, y)y ≥ G(x, y) ≥ C0

p(p − 1)
|y|p and G(x, y) ≤ C1

p(p − 1)
|y|p

for every (x, y) ∈ Ω̄ × RN .

本講演では, 非線形項 f は Ω × R 上の Carathéodory 関数 で f(x, 0) = 0 a.e.

x ∈ Ω を満たし, α0, β0, α, β ∈ R に対して

f(x, u) =

{
α0u

p−1
+ − β0u

p−1
− + h0(x, u),

αup−1
+ − βup−1

− + h(x, u),
(1)

h0(x, u) = o(|u|p−1) as |u| → 0, uniformly in a.e. x ∈ Ω,

h(x, u) = o(|u|p−1) as |u| → ∞, uniformly in a.e. x ∈ Ω,

|f(x, t)| ≤ C|t|p−1 for every t ∈ R, a.e. x ∈ Ω,

であるような場合を考える, ここで u± = max{±u, 0} とする.
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1. Fuč́ık spectrum of the p-Laplacian under the Neumann B.C.

定義 以下の方程式 {
−∆pu = aup−1

+ − bup−1
− in Ω,

∂u
∂ν

= 0 on ∂Ω,

が非自明解を持つとき, (a, b) ∈ R2 は p-Laplacian の Fuč́ık スペクトであるとい
い, 以下では Fuč́ık スペクトル全体を Θp で表す.

注意 1.

• (a, a) ∈ Θp ⇐⇒ a が p-Laplacian の固有値

• 定数関数は p-Laplacian の第一固有値 µ1 = 0 に対応するので

{0} × R, R × {0} ⊂ Θp

であることがわかる.

Dirichlet 境界条件下での [3] の手法と同様にして, 以下のように first nontrivial

curve C が得られる: パラメータ s ≥ 0 に対して

Js(u) :=

∫
Ω

|∇u|p dx − s

∫
Ω

up
+ dx for u ∈ W 1,p(Ω), J̃s := Js

∣∣
S

,

S :=

{
u ∈ W 1,p(Ω) ;

∫
Ω

|u|p dx = 1

}
,

Σ := {γ ∈ C([0, 1], S) ; γ(0) = ψ1, γ(1) = −ψ1 } ,

c(s) := inf
γ∈Σ

max
t∈[0,1]

J̃s(γ(t)) (2)

と定義する, ここで, ψ1 := 1/|Ω|1/p (so ‖ψ‖p = 1).

注意 2.

• 各 c(s) は J̃s の臨界値である. 従って (c(s) + s, c(s)) ∈ Θp.

• c : [0,∞) → R+ は Lipschitz 連続で c(s) は単調減少, c(s) + s は単調増加,

また c(0) = µ2 を満たす, ここで µ2 は第二固有値である.

このとき,

C = { (s + c(s), c(s)) : s ≥ 0 } ∪ { (c(s), s + c(s)) : s ≥ 0 }

で定義された Θp に含まれる曲線を first nontrivial curve と呼ぶ.
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注意 3. Dirichlet 境界条件のときとは, C の性質が少し異なることに注意して
おく. 例えば, N ≥ p のときには c(s) → 0 (s → ∞) なので trivial lines は C の
漸近線になるが, N < p のときは c(s) → λ̄ > 0 as s → ∞ であることが知られて
いるので, trivial lines は漸近線にはならない (cf. [1]), ここで λ̄ は以下で定義さ
れた正の定数である:

λ̄ = inf
B

∫
Ω

|∇u|p dx, where B :=
{
u ∈ S ; u(x0) = 0 for some x0 ∈ Ω

}
.

2. Elementary resuts to the eqaution having Fuč́ık type nonlinearities

(1) のような非線形項を扱うために, 以下の方程式の基本的な性質が必要となる
ので, ここではその結果について紹介する.

(F )(α,β)

{
−div A(x,∇u) = αup−1

+ − βup−1
− in Ω,

∂u
∂ν

= 0 on ∂Ω.

命題 1. ([5]) 以下が成り立つ:

(i) αβ < 0 または max{α, β} < 0 ならば, (F )(α,β) は非自明解を持たない;

(ii) min{α, β} > 0 のとき, (F )(α,β) の非自明解は符号変化する;

(iii) αβ = 0 のとき, (F )(α,β) の非自明解は定数関数のみである;

(iv) 0 < α < α′ and 0 < β < β′ for some (α′, β′) ∈ C のとき, (F )(α,β) は非自明
解を持たない;

(v) α, β > 0 とする. もし (F )(α,β) が非自明解を持つならば, (α, β) は C に含
まれるか, ある (α′, β′) ∈ C に対して α > α′ かつ β > β′ を満たす.

ここで,

C :=
C0

p − 1
C :=

{(
C0

p − 1
a,

C0

p − 1
b

)
; (a, b) ∈ C

}
仮定の紹介

非線形項 f が resonant であるときには, 一般的に剰余項にある程度の仮定を課
す必要がある. そこで, 以下に本講演で必要となる仮定を述べておく. ただし,

H(x, u) :=

∫ u

0

h(x, s) ds, H0(x, u) :=

∫ u

0

h0(x, s) ds

とする.

(h++) There exists a measurable subset Ω′ of Ω satisfying |Ω′| > 0,

lim inf
t→∞

h(x, t) ≥ 0, uniformly in a.e. x ∈ Ω,

and lim inf
t→∞

h(x, t) > 0, uniformly in a.e. x ∈ Ω′,

where |Ω′| denotes the Lebesgue measure of Ω′.
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(h−+) There exists a measurable subset Ω′ of Ω satisfying |Ω′| > 0,

lim sup
t→∞

h(x, t) ≤ 0, uniformly in a.e. x ∈ Ω,

and lim sup
t→∞

h(x, t) < 0, uniformly in a.e. x ∈ Ω′.

(h+−) There exists a measurable subset Ω′ of Ω satisfying |Ω′| > 0,

lim inf
t→−∞

h(x, t) ≥ 0, uniformly in a.e. x ∈ Ω,

and lim inf
t→−∞

h(x, t) > 0, uniformly in a.e. x ∈ Ω′.

(h−−) There exists a measurable subset Ω′ of Ω satisfying |Ω′| > 0,

lim sup
t→−∞

h(x, t) ≤ 0, uniformly in a.e. x ∈ Ω

and lim sup
t→−∞

h(x, t) < 0, uniformly in a.e. x ∈ Ω′.

(H0++) There exists a t0 > 0 such that H0(x, t0) ≥ 0 for a.e. x ∈ Ω.

(H0+−) There exists a t0 < 0 such that H0(x, t0) ≥ 0 for a.e. x ∈ Ω.

(H0−+) There exist positive constants δ, c > 0 and q ∈ (p, p∗) such that

H0(x, t) ≤ −c|t|q for 0 ≤ t ≤ δ, a.e. x ∈ Ω, where p∗ = pN/(N − p) if

N > p and p∗ = ∞ if N ≤ p.

(H0−−) There exist positive constants δ, c > 0 and q ∈ (p, p∗) such that

H0(x, t) ≤ −c|t|q for −δ ≤ t ≤ 0, a.e. x ∈ Ω.

(H0−+) There exists a positive constant δ such that H0(x, t) ≤ 0 for 0 ≤ t ≤ δ,

a.e. x ∈ Ω.

(H0−−) There exists a positive constant δ such that H0(x, t) ≤ 0 for −δ ≤ t ≤ 0,

a.e. x ∈ Ω.

(H++) There exists a T > 0 such that H(x, T ) ≥ 0 for a.e. x ∈ Ω.

(H+−) There exists a T < 0 such that H(x, T ) ≥ 0 for a.e. x ∈ Ω.

(H0) There exists a positive constant δ such that H0(x, t) > 0 for 0 < |t| < δ,

a.e. x ∈ Ω.
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3. The existence of constant sign solutions for (P)

最初に正値解と負値解の存在について述べることにする.

定理 2. ([5, Theorem 5]) 以下のうち, どれか一つが成り立てば, 方程式 (P) は正
値解を持つ. さらに, (ix) か (x) が成り立つときは, (P) は少なくとも二つの正値
解を持つ:
(i) α < 0 < α0; (ii) α = 0 < α0 and (h−+);

(iii) α < 0 = α0 and (H0++); (iv) α = 0 = α0, (h−+) and (H0++);

(v) α > 0 > α0; (vi) α = 0 > α0 and (h++);

(vii) α > 0 = α0 and (H0−+); (viii) α = 0 = α0, (H0−+) and (h++);

(ix) α = 0 > α0, (H++) and (h−+); (x) α = 0 = α0, (H0−+), (H++) and (h−+).

定理 3. ([5, Theorem 6]) 以下のうち, どれか一つが成り立てば, 方程式 (P) は負
値解を持つ. さらに, (ix) か (x) が成り立つときは, (P) は少なくとも二つの負値
解を持つ:
(i) β < 0 < β0; (ii) β = 0 < β0 and (h+−);

(iii) β < 0 = β0 and (H0+−); (iv) β = 0 = β0, (h+−) and (H0+−);

(v) β > 0 > β0; (vi) β = 0 > β0 and (h−−);

(vii) β > 0 = β0 and (H0−−); (viii) β = 0 = β0, (H0−−) and (h−−);

(ix) β = 0 > β0, (H+−) and (h+−); (x) β = 0 = β0, (H0−−), (H+−) and (h+−).

注意 4. N < p のときには, 本講演のなかの (H0 − ±) を弱い条件 (H0 −±) に
置き換えることができる.

4. Main results

他の存在結果を述べるために以下のように３番目のカーブを定義する: C̃ := C1

p−1
C ,

すなわち,

C̃ = { ( aC1/(p − 1), bC1/(p − 1) ) ; (a, b) ∈ C } . (3)

定理 4. ([5, Theorem 8]) 次の (i) または (ii) が成り立つと仮定する:

(i) ∃(α′, β′) ∈ C̃ such that α0 > α′ and β0 > β′;

(ii) (H0) and (α0, β0) ∈ C̃ .

さらに, 以下のうち一つが成り立てば, (P) は正値解, 負値解と少なくとももう一
つの非自明解を持つ:

(iii) α < 0 and β < 0; (iv) α = 0 > β and (h−+);

(v) α < 0 = β and (h+−); (vi) α = β = 0, (h−+) and (h+−).
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定理 5. ([5, Theorem 9]) 定理 4 の中にある (i) または (ii) が成り立つと仮定す
る. もし, (iii) ∼ (vi) の中のどれか一つが成り立てば, (P) は正値解と少なくと
ももう一つの非自明解を持つ. また, (vii) ∼ (x) の中のどれか一つが成り立てば,

(P) は負値解と少なくとももう一つの非自明解を持つ:

(iii) α < 0 < β; (iv) α < 0 = β and (h−−);

(v) α = 0 < β and (h−+); (vi) α = 0 = β, (h−+) and (h−−);

(vii) α > 0 > β; (viii) α = 0 > β and (h++);

(ix) α > 0 = β and (h+−). (x) α = 0 = β, (h++) and (h+−).

定理 6. ([5, Theorem 10]) 定理 4 の中にある (i) または (ii) が成り立つと仮定す
る. 以下の (iii) ∼ (vi) の中のどれか一つが成り立てば, (P) は少なくとも一つの
非自明解を持つ:

(iii) there exists (α′, β′) ∈ C such that 0 < α < α′ and 0 < β < β′;

(iv) α = 0 < β and (h++);

(v) α > 0 = β and (h−−);

(vi) α = 0 = β, (h++) and (h−−).

C̃

C

C

(H0)

(h + −)

(h −−)(H0 + −)

(H0 −−)

(h − +) (h + +)

(H0 + +)(H0 − +)

α

β

5. Variational setting

W 1,p(Ω) 上の C1 級汎関数 I, I±, Ĩ± を以下のように定義する:

I(u) :=

∫
Ω

G(x,∇u) dx −
∫

Ω

F (x, u) dx
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with

〈I ′(u), v〉 =

∫
Ω

A(x,∇u)∇v dx −
∫

Ω

f(x, u) v dx,

I±(u) :=

∫
Ω

G(x,∇u) dx −
∫

Ω

F±(x, u) dx,

Ĩ+(u) := I+(u) + ‖u−‖p
p, Ĩ−(u) := I−(u) + ‖u+‖p

p

for u, v ∈ W 1,p(Ω), ここで, f± は

f±(x, t) =

{
0 if ± t ≤ 0,

f(x, t) if ± t > 0.

で定義される関数を表す.

注意 4.

(i) u0 ∈ W 1,p(Ω) が I の臨界点であれば, u ∈ C1,γ(Ω) (0 < γ < 1) を満たす
(P) の解である. 境界条件については [2] にあるGreen の定理を使うことに
より

0 =
∂u

∂νA

:= A(·,∇u)ν = a(·, |∇u|)∂u

∂ν
in W−1/q,q(∂Ω)

for every 1 < q < ∞ が得られるので, a(x, t) 6= 0 for all t 6= 0 に注意すれば
∂u
∂ν

(x) = 0 for every x ∈ ∂Ω が成り立つことがわかる.

(ii) u0 ∈ W 1,p(Ω) が I+(u0) 6= 0 をみたす I+ の臨界点であれば u0 は (P) の正
値解である;

(iii) u0 ∈ W 1,p(Ω) が Ĩ+ の非自明な臨界点であれば u0 は (P) の正値解である;

(iv) u0 ∈ W 1,p(Ω) が I−(u0) 6= 0 をみたす I− の臨界点であれば u0 は (P) の負
値解である;

(v) u0 ∈ W 1,p(Ω) が Ĩ− の非自明な臨界点であれば u0 は (P) の負値解である.

証明に関して
本研究の結果の証明において一番困難となる所は, 上にあげた汎関数が変分法
で重要な Palais–Smale 条件を満たすことを示すことである. 本質的には Palais–

Smale 列の Lp(Ω) での有界性を示せれば良いのであるが, 一般には作用素 A は
第二変数に関して (p− 1) homogeneous ではない (p-Laplacian のときには成り立
つ) ために, Palais–Smale 列を正規化したものと, もとの方程式 (P) との関係が
どうなっているのかが分からないことが証明を難しくしている. (cf. [5, Lemma

22])
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研究の続きについて
仮定 (A) を満たす一般の operator A に対する Fuč́ık spectrum の存在につ
いては [6] で扱われている. [6] の結果を簡単に述べると, C̃ と C の間に方程式
(F )(α,β) が符号変化解を持つような非可算個の (α, β) が存在する, ことを示して
いる. また, 定理 4,5,6 で得られる非自明解は [4] で得られた結果と手法を使えば
符号変化解に出来ることがわかる. また, 定理 4,5,6 で仮定した (H0) にある不等
式は等号まで許すことができる.
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