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次の方程式について考える:
−∆u+ |x|2u− λu− |u|p−1u = 0, x ∈ Rd, (1)

u(x) > 0, x ∈ Rd, (2)

u(x) → 0 as |x| → ∞. (3)

ここで, d ≥ 3, λ > 0であり, p > 1とする. ここで, Li–Ni [7]により, uが方程式
(1)–(3) の解ならば, uは球対称であり, さらに, r = |x| > 0に関して, 単調減少で
あることに注意する.

この講演では, p > 2∗ − 1のときに, ある λ∗ > 0に対して, limx→0 Uλ∗(x) = ∞
となる方程式 (1)–(3)の解Uλ∗について考察する. ここで, 2∗はソボレフの臨界指
数, つまり, 2∗ = 2d/(d− 2)である.

主結果を述べる前に, 何故原点で特異性を持つような解を考えるのかを述べた
い. この研究の動機は, 方程式 (1)–(3)の解の多重性にある. Hirose–Ohta [5, 6]に
より, 1 < p < 2∗ − 1のときには, λ < λ1ならば, 方程式 (1)–(3)の解 u ∈ Σは一
意的に存在することが知られている 1. ここで, λ1 > 0は−∆+ |x|2の第 1固有値
であり,

Σ =
{
u ∈ H1(Rd) | |x|u ∈ L2(Rd)

}
.

である.

しかしながら, p > 2∗ − 1においては, 上の結果のように解の一意性が成り立
たないことを示唆する数値計算の結果がある. 詳しく述べると, HadjSelem [3]

は, d = 3で p = 5.4, 6.8のときは, ある λ ∈ (0, λ1)に対して, 方程式 (1)–(3)の
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1(1) に λ1 に対応する固有関数 e
|x|2
2 を掛けて積分することにより, λ ≥ λ1 ならば, 方程式

(1)–(3)の解は存在しないことが分かる



解が多数存在するような分岐のダイアグラムを描いた. ここで, d = 3のときは,

2∗ − 1 = 5であることに注意する. この現象に対して厳密な証明を与えることが
最終的な目標である.

上で述べた現象は, 方程式 (1)–(3)によく似た次の方程式については厳密に証明
されている: 

−∆v − νv − |v|p−1v = 0, x ∈ B, (4)

v(x) > 0, x ∈ B, (5)

v = 0, x ∈ ∂B. (6)

ここで, ν > 0, p > 1 であり, B =
{
x ∈ Rd | |x| < 1

}
である. 具体的には,

Dolbeaut–Flores [1]と Guo–Wei [2]は, 2∗ − 1 < p < pJL のとき, ある ν∗ > 0

が存在して,任意の k ∈ Nに対して, |ν−ν∗| > 0が十分小さければ,方程式 (4)–(6)

は少なくとも k個の異なる解を持つことをそれぞれ独立に示した. ここで, pJLは
Joseph-Lundgren の指数と呼ばれるもので, 次で与えられる:

pJL :=

{
∞ if 2 ≤ d ≤ 10,
(d−2)2−4d+8

√
d−1

(d−2)(d−10)
if d ≥ 11.

さらに, Guo–Wei [2]は, p ≥ pJLの場合は, 任意の ν ∈ (0,∞) に対して, (4)–(6)

は高々有限個の解しか持たないことを示した.

上で述べた, 2∗−1 < p < pJLの場合の結果において, µ = µ∗近くでの解析が重要
な役割を果たす. 実は, µ = µ∗では以下のような解があることをMerle–Peletier [8]

は示した.

定理 1 (Merle–Peletier [8]). p > 2∗ − 1とする. このとき, ある µ∗ > 0が唯一つ
存在して, µ = µ∗のとき, (4)–(6) は

Vµ∗ = A|x|−
2

p−1
{
1− µ∗B|x|2 + o(|x|2)

}
as x → 0

となる解 Vµ∗ ∈ H1
0 (B1) を持つ. ここで, 定数 A,B は以下で与えられるもので

ある:

A =

{
2

p− 1
(d− 2− 2

p− 1
)

} 1
p−1

, B =

{
4(d− 1− 3

p− 1
)

}−1

. (7)

そこで, 方程式 (1)-(3)に対しても, 同様の結果が得られないかどうかを調べる
ことには価値があるように思われる. 得られた結果は以下の通りである:



定理 2. p > 2∗ − 1とする. このとき, ある λ∗ > 0が唯一つ存在して, λ = λ∗の
とき, (1)–(3) は

Uλ∗ = A|x|−
2

p−1
{
1− λ∗B|x|2 + o(|x|2)

}
as x → 0

となる解 Uλ∗ ∈ Σ をもつ. ここで, A,Bは (7)で与えられたものである.

次の定理を述べる前に, 方程式 (1)-(3) の分岐解に関する結果を紹介したい. [4]

において, p > 2∗ − 1のときに, 大域的な分岐の存在することが知られている. 具
体的には,

C1 = {(λ, uλ) ∈ (0, λ1)× Σ | uλ sol. to (1)–(3)} (8)

となる空でない C1 ⊂ (0, λ1)× Σ が存在して, 次を満たす:

sup {∥uλ∥L∞ | (λ, uλ) ∈ C1} = ∞.

次の定理は, ∥uλ∥L∞ → ∞のときの漸近的な振る舞いに関するものである:

定理 3. p > 2∗ − 1とする. {(λn, un)} ⊂ C1 を limn→∞ ∥un∥L∞ = ∞ を満たすも
のとする. このとき,

(i) λn → λ∗ as n → ∞,

(ii) un → Uλ∗ in Σ as n → ∞

となる. ここで, λ∗ > 0, Uλ∗ ∈ Σ は定理 2で与えられたものである.

定理 3はMerle–Peletier [8] と同様に得られるので, 定理 2の証明の概略を講演
では説明したい. 定理 2の証明も基本的にはMerle–Peletier [8]の手法を用いる.

しかしながら, 方程式 (4)–(6)では, 簡単なスケーリングを考えることで定理 1の
ν∗の存在と一意性を同時に得ることが出来るが, ここで考えている (1)–(3)はポ
テンシャル項があることが原因して, λ∗ > 0が一意的であることを証明するのに,

Merle–Peletier [8]とは別の手法を用いなければいけない. ここでは, Wang [9]や
Guo–Wei [2]の手法を用いることで, 上の困難を解決出来ることを説明したい.

また, 時間に余裕があれば, p > 2∗ − 1の場合における, 分岐解のMorse index

についても話したい.
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