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次のような時間発展 p調和方程式系
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を時空領域 Q = (0, T ) × Ω において考える. ここで, T > 0, Ω は IRm, m ≥ 2, の有
界領域, p ≥ 2, 未知関数 u =

(
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)
, i = 1, . . . , n, は Q 上定義された IRn, n ≥ 1, の
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i はそのノルムを表す. 係数 gαβ(z, u) :
IRm+1 × IRn → IR, α, β = 1, . . . , m, は, 一様楕円型, 有界かつヘルダー連続であるとする.
低階項 F i(z, u, P ) は IRm+1 × IRn × IRmn 上の実数値関数であり, 変数 z ∈ Q について可
測, 変数 (u, P ) ∈ IRn × IRmn について連続であるとする. また, 変数 P について臨界増大
とする (以下参照).

(0.1) のタイプの方程式系は, 幾何学, 物理学においてよく知られている調和写像と関係
している. 実際, Dirichletエネルギーの臨界写像が調和写像であるが, pエネルギーの臨界
写像は p調和写像と呼ばれている. この発表では, 時間発展 p調和方程式系 (0.1) のエネル
ギークラスの弱解の正則性について考える. エネルギークラスの弱解は一般に特異性を有し
てよい. 実際, (0.1)の両辺の解の次数によって, 一般の弱解に対して, 先見的にエネルギー
の有界性は得られない. この意味で (0.1)はエネルギー臨界の方程式系である. 結局, 弱解の
エネルギー有界性を得るためには, なんらかの解の小ささ, あるいは非線形項の cancelation
のような特別な性質が必要となる. ここでは, 解の L∞ ノルムの小ささを仮定して, 弱解が
部分的に正則となることを見る. このとき与える正則性条件は幾何学的に自然なスケールで
与えられる. また, 解の小ささは幾何学的に自然なものであることを見る. この正則性定理
を応用して, 高次元空間における定平均曲率曲面の時間発展方程式系の小さい弱解が正則と
なることを見る.

係数関数 gαβ(z, u) は, 一様楕円型かつ有界, すなわちある正定数 γが存在して, 不等式

γ−1 |ξ|2 ≤
m∑

α, β=1

gαβ(z, u)ξαξβ ≤ γ |ξ|2(0.2)

が任意の ξ ∈ IRm に対して成り立つ, さらに, 次の意味で連続であるとする. ある正定数 C

と β < 1が存在して, 不等式

∣∣gαβ(t, x1, u1)− gαβ(t, x0, u0)
∣∣ ≤ C (|x1 − x0|+ |u1 − u0|)β(0.3)

が任意の t > 0, x0, x1 ∈ IRm および u0, u1 ∈ IRn に対して成り立つ. 低階項の関数
F i(z, u, P ) は Carathéodory関数であり, 次の増大条件を満たすとする

|F (z, P )| ≤ Γ
(
|P |p + |f |p−1

)
,(0.4)

ここで関数 f は, q乗可積分とする, q > (p− 1)(m+ p)/p.
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(0.1)の典型的な例は, 次のような pエネルギー汎関数の熱流 (勾配流) である
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dx.(0.5)

実際, (0.5)のL2勾配流を記述する方程式系は, 係数を gαβ(x, u) とし, 低階項を

F (x, u, Du) = −1
2
(|Du|g)p−2 dg

αβ

du
(x, u)Dαu ·Dβu.(0.6)

とする (0.1)である. この方程式系は, 2つの滑らかなコンパクトリーマン多様体間の p調和
写像の熱流に関係している.
ここでは, 次のような解の小ささを仮定する

U := |u|∞,Q <
γ−p/2

2Γ
.(0.7)

このとき, 弱解の正則性について, 以下が成り立つ.

Theorem 1 ある閉部分集合 S ⊂ Qとm, pと qのみに依存するある正定数 α1 が存在し
て, Sの補集合上で弱解 uは, 時空距離 |t|1/p + |x| に関して指数α1ヘルダー連続である. ヘ
ルダー定数は, m, p, q, γ, Γ, |Du|p,QとU にのみ依存する. さらに, mと pにのみ依存する
正定数 δ0に対して, 解の正則性の除外集合 S の, 時空距離 |t|1/p + |x| に関する (m− δ0)次
元の Hausdorff測度は零である. Hm−δ0(S) = 0.

時間発展 p調和方程式系の弱解は, 一般に空間一階導関数までヘルダー連続となるが, (0.1)
の小さい弱解の一階導関数はまた, S の補集合上ヘルダー連続となる.
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