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次の時間に依存するシュレディンガー方程式の初期値問題を考える．{
i∂tu + 1

2∆u = V (t, x)u, (t, x) ∈ R × Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn.
(1)

ただし，i =
√
−1, ∂t = ∂

∂t , ∆ =
∑n

j=1
∂2

∂x2
j
であり，u : R × Rn → C,

u0 : Rn → C, V : R × Rn → R とする．
本講演では，V (t, x)が劣 2次のポテンシャルの場合に，モジュレーション空
間の枠組みで，(1)の解に関するある評価を与える．V (t, x)に対して，以下
を仮定する．

仮定 V (t, x)はC∞(R×Rn)に属する実数値関数であり，ρ ≤ 2が存在し，任
意の多重指数 αに対して，定数 Cα があって，

|∂α
x V (t, x)| ≤ Cα(1 + |x|)ρ−α (2)

が任意の (t, x) ∈ R × Rnについて成り立つ．

ϕ ∈ S(Rn) \ {0}, f ∈ S ′(Rn) に対し, f の波束変換 (Wave Packet Trans-
form) Wϕf(x, ξ)を

Wϕu(x, ξ) =
∫

Rn

ϕ(y − x)u(y)e−iy·ξdy (3)

と定義する (Córdoba and C. Fefferman [3])．このときϕ を窓関数と呼ぶ．ま
た，モジュレーション空間は次のように定義される：
ϕ ∈ S(Rn) \ {0}, 1 ≤ p, q ≤ ∞に対して，モジュレーション空間Mp,q

ϕ (Rn)を
ノルム

‖f‖Mp,q
ϕ

=

(∫
Rn

(∫
Rn

|Wϕf(x, ξ)|pdx

) q
p

dξ

) 1
q

(4)
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が有限となる f ∈ S ′(Rn)全体の空間と定義する．

モジュレーション空間はFeichtinger[4]により導入された関数空間で，ここ
数年偏微分方程式への応用が発達してきている．Bényi-Gröchenig-Okoudjou-
Rogers [1], Wang-Hudzik [12], Wang-Zhao-Guo [13]らの研究から始まり，近
年では，Bényi-Okoudjou [2], Kobayashi-Sugimoto [8], Miyachi-Nicola-Rivetti-
Tabacco-Tomita [9], Tomita [10], Wang-Huang [11] など，多くの結果が知ら
れている．

主定理 1 ≤ p, q ≤ ∞, T > 0, ϕ0 ∈ S(Rn) \ {0} とし，ϕ(t, x) = e
1
2
it∆ϕ0(x)

とおく．また，u(t, x)は u0 ∈ S(Rn)を初期値とする (1)の解とする．
(a) V が (2)を ρ ≤ 2に対して満たすならば，T , ϕ0に依存する正定数Cが存
在して，

‖u(t, ·)‖Mp,p
ϕ(t,·)

≤ C‖u0‖Mp,p
ϕ0

(5)

が任意の t ∈ [−T, T ]に対して成り立つ．
(b) V が (2)を ρ ≤ 1に対して満たすならば，T , ϕ0に依存する正定数Cが存
在して，

‖u(t, ·)‖Mp,q
ϕ(t,·)

≤ C‖u0‖Mp,q
ϕ0

(6)

が任意の t ∈ [−T, T ]に対して成り立つ．

証明の要点は，都合のよい窓を取ってから，方程式に波束変換を作用さ
せることで，方程式 (1)を１階の偏微分方程式に変換することである．これ
により，特性曲線の方法を用いて積分方程式に帰着でき，その積分方程式を
評価することで，主結果を得ることができる．この手法を用いた結果として，
Kato-Kobayashi-Ito [5],[6],[7]がある．
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