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本講演では, 次の非線形 Schrödinger 方程式の初期値問題の非適切性について考える.

(NLS)

(
i@tu + �u = u2, t 2 R, x 2 Rn,

u(x, 0) = �(x), x 2 Rn,

初期値問題 (NLS) の適切性については多くの研究が知られている. 空間次元が 1  n  5
の場合には Ginibre-Velo [5], T. Kato [6]により Sobolev空間H1(Rn)における時間局所適
切性が,またn = 1, 2, 3の場合に Y. Tsutsumi [9]によりLebesgue空間 L2(Rn)における時
間局所適切が示されている. (その後 n = 4 の場合も Y.Tsutsumi により (NLS)のL2(R4)
時間局所適切性が示されている cf. Cazenave-Weissler [3]). さらに初期条件に対する条件を
拡大して負の正則性を持つ Sobolev空間 Hs(Rn)において, s > �3/4 のとき Hs(R) -時間
局所適切性が, Kenig-Ponce-Vega [7]によりn = 1で, Colliander-Delort-Kenig-Sta�lani [4]
により n = 2でそれぞれ示されている. さらに n = 1の場合にはBejenaru-Tao [2] により
Sobolev 空間Hs(R)で s � �1 ならば時間局所適切, s < �1 ならば時間局所非適切であ
ることが知られている. n = 2の場合には Bejenaru-De Silva [1] が s > �1 ならば時間局
所適切であることを示している.
一般に方程式を不変に保つスケール変換を持つ非線形方程式の時間局所適切性は, その

スケール変換を不変に保つ函数空間が時間局所適切性の限界であることが想定され, 非適
切となる函数空間を見出だす目安の 1つとなる. 初期値問題 (NLS) において, 方程式を満
たす函数 u に対してパラメータ � > 0によって u�(t, x) := �2u (�2t,�x) とおけば u� も
方程式を満たし s = n

2 � 2のとき ku�(t)kḢs = ku(�2t)kḢs が成立する. ここで Ḣs(Rn)は
斉次 Sobolev空間である. 前述の適切性について, n = 2の場合はスケール変換の限界�1
と初期値問題の解の時間局所適切性が一致しているが, n = 1の場合にはそうなっていな
い. この理由を明確にするために, n = 1の場合に, Besov空間を導入し Sobolev空間のス
ケール s = �1より精密な 時間局所適切性を得ることを目指し, n = 2では Sobolev 空間
Hs(R2) について s  �1 の場合を考察する. そして [2]における非適切性より強い非存在
の結果を示す.

定理 1. n = 2, s  �1 とする. このとき, limN!1 k�NkHs = 0を満たす初期値の列
{�N}1N=1 ⇢ S(R2), TN ! 0 (N !1) を満たす時刻の列 {TN}1N=1, および初期値が
�N である (NLS) の解の列 {uN}1N=1 が存在し, 以下が成り立つ.

lim
N!1

ku(TN)kHs = 1.

1



定義(Besov 空間).  , 0 2 S(Rn) は次を満たす Littlewood-Paley の 2進単位分解とする.

supp b ⇢ {⇠ 2 Rn | |⇠|  2}, supp c 0 ⇢ {⇠ 2 Rn | 2�1  |⇠|  2},
 j(x) := 2nj 0(2

jx), b (⇠) +
X
j�1

c j(⇠) = 1, ⇠ 2 Rn.

このとき s 2 R, 1  p, q  1 に対してBesov空間 Bs
p,q(Rn) のノルムを次で定義する.

kukBs
p,q

:= k ⇤ ukLp +
n 1X

j=1

�
2sjk j ⇤ ukLp

�q
o 1

q
.

定理 2. n = 1, q > 2 とする. このとき, limN!1 k�NkB�1
2,q

= 0を満たす初期値の列
{�N}1N=1 ⇢ S(R), TN ! 0 (N !1) なる時刻の列 {TN}1N=1, および初期値 �N に対す
る (NLS) の解の列 {uN}1N=1 が存在し, 以下が成り立つ.

lim
N!1

ku(TN)kB�1
2,q

= 1.

注意. n = 1の場合にはスケール臨界指数は �3/2 であるが, 定理 2により適切と非適切
のための臨界指数は �1 でありスケール臨界指数とは異なる.

注意. 2 < q  1, s < �1のとき次の包含関係が成立する.

H�1(R) = B�1
2,2(R) ⇢ B�1

2,q (R) ⇢ Hs(R).

Bejenaru-Tao [2] は Sobolev空間 H�1(R) において時間局所適切性を示したが, 正則性
s = �1 の場合には Besov空間を用いて適切となる空間をより広くすることはできず
B�1

2,q (R) (q > 2) において非適切となる. n = 1の場合に, 非適切となる臨界空間がスケー
ル限界空間とずれる理由は非斉次 Sobolev空間の構造的要因による.
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