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Abstract. 本講演では、2種類のコンパクト対称空間、球面 Sn、および、実
射影空間 PnRの上の磁場付きシュレディンガー方程式を扱う。磁場（厳密には
ベクトルポテンシャル）がゼロエネルギー条件と呼ばれる条件を満たすとき、対
応する基本解の台、および、特異台がどのようになるのか、に関するある種の結
果を述べる。

1. 自由粒子に対応するシュレディンガー方程式

まず、コンパクト対称空間上の自由粒子に対応するシュレディンガー方程式に
関する結果を復習しておく。
M = U/Kをコンパクト対称空間とし、∆M をM 上の U 不変な計量に関する

ラプラシアンとする。また、ユークリッド空間の場合と同様に、∆M ≤ 0とする。
M上の自由粒子の運動を記述するシュレディンガー方程式、即ち、以下のような
方程式を考える。

(1.1) (Sch)M

{ √
−1∂tψ +∆Mψ = 0, t ∈ R,

ψ(0, x) = δo(x), x ∈M.

ここで δo(x)は、M の原点 o = eK ∈ U/K = M に特異点を持つデルタ関数で
ある。
EM(t, x)は、上記の方程式 (Sch)M の解、即ち、基本解とする。
M の極大トーラスを一つ固定し、それをAとする。M は偶数重複度条件を満

たすと仮定する。（この条件については講演において説明する。）更に、Aに対応
する coroot lattice および weight lattice に関して、ある条件を仮定する。論文
[K] において以下の定理を示した。

Theorem 1.1. M の幾何学的な構造から決まるある正の数 c が存在して、以下
の (I), (II)が成り立つ。

(I) t/c が有理数の場合。 t/c = p/q ∈ Q, とおく。ここで、 p, q ∈ Z, q > 0

とし、 pと q は互いに素であるとする。すると、極大トーラスAの有限
部分集合 Gqで qのみに依存するものが存在し、M 上の distributionとし



てEM( cp
q
, · ) の台は以下のように与えられる。

SuppEM

(
cp

q
, ·

)
= { k · a ∈M | k ∈ K, a ∈ Gq }.

(Figure 1 を参照せよ。）
(II) t/cが無理数の場合。 EM(t, · )の台はM全体と一致する。より正確には
次が成立する。

SuppEM(t, · ) = SingSuppEM(t, · ) =M.

ここで SingSuppEM(t, · )はEM(t, · )の特異台 (singular support)を表す。

更に、有理数時間における低次元集合に関して次が成立する。

Theorem 1.2. Theorem 1.1 (I) における有限集合 Gq は極大トーラスAから定
まるガウス和を用いて記述される。

Remark 1.3. M = S2m+1 (奇数次元球面) の場合、上記の定数 cとして c = 2π と
とれる。

Figure 1. Support of EM at a rational time

2. 磁場付きシュレディンガー方程式

前述の定理は、「時刻 t = 0において原点 x = oを出発した自由粒子は、有理数
時間においてはある低次元集合上にのみ存在するが、無理数時間においては任意
の点に存在し得る」ということを主張している。特に、M上の自由粒子は、有理
数、および、無理数を識別する。
そこで、次の問題として、「磁場をかけた場合、コンパクト対称空間上の粒子

はどのような影響を受けるのか？」という問題が考えられる。一般には、磁場を
かければ、どのような空間上であっても粒子の運動は影響を受ける、と予想され



る。ただし、「エネルギーゼロの磁場」であれば、粒子は余り影響を受けないで
あろう、とも考えられる。以下、コンパクト対称空間として、球面 Sn、および、
実射影空間 PnRの場合にこの問題を定式化し、結果を述べる。
以下において、M = Sn、 または、 M = PnR とする。次の磁場付きシュレ

ディンガー方程式を考える。

(Sch)[M,ω]

{ √
−1∂tψ −Hωψ = 0, t ∈ R,

ψ(0, x) = δo(x), x ∈M,

ここで Hω := ( d+
√
−1ω )∗( d+

√
−1ω ) は磁場付きシュレディンガー作用素で

あり、 ωはベクトルポテンシャルと呼ばれるM 上の 1-form である。また、δoは
M 上の原点、o = eK ∈ U/K =M に特異点を持つデルタ関数を表す。

(Sch)[M,ω] の解、即ち、基本解を E ω
M(t, x) と書くことにする。また、自由粒子

に対応する基本解を E 0
M(t, x) と書くことにする。

まず、磁場に関する仮定であるが、ベクトルポテンシャル ω に、次の「ゼロエ
ネルギー条件」と呼ばれる条件 (ZEC)を仮定する。

(ZEC) :

∫
γ

ω = 0, for any closed geodesic γ.

これを何故「ゼロエネルギー条件」と呼ぶのか、その理由は講演において説明
する。

本講演における主定理は以下の２つである。

Theorem 2.1.
SuppE ω

PnR(t, ·) = SuppE 0
PnR(t, ·).

Theorem 2.2.

SingSuppE ω
Sn(t, ·) = SingSuppE 0

Sn(t, ·).

Remark 2.3. 上記の 2つの定理、定理 2.1 定理 2.2 の意味は以下の通り。ベクト
ルポテンシャルがゼロエネルギー条件を満たす場合、実射影空間 PnR上の粒子
の運動は、自由粒子の運動と同じであり、ベクトルポテンシャルの影響を受けな
い。(定理 2.1）ところが、球面 Snの場合、ベクトルポテンシャルがゼロエネル
ギー条件を満たす場合でも、Snの粒子の運動は、ある程度ベクトルポテンシャル
の影響を受ける。ただし、高エネルギー粒子の場合は、自由粒子と同じように振
る舞い、ベクトルポテンシャルの影響をほとんど受けない。（定理 2.2）
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