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本講演では, R3上のC4-値関数に作用する次のmassless Dirac operatorを
考える.

H := α ·D +Q(x) (1)

:=
4∑

j=1

αj(−i∂xj
) +Q(x), x ∈ R3.

ここで, α = (α1, α2, α3) はDirac行列:

αj =

(
0 σj

σj 0

)
j = 1, 2, 3.

但し, 0は 2 × 2の零行列を表すものとし, σj (j = 1, 2, 3) は次で定義される
Pauli 行列とする.

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

ポテンシャルQ(x)は 4 × 4のエルミート行列値関数であり, 次の条件を
満たすとする.

Assumption 1. ある定数C > 0と ρ > 1が存在して, Q(x)の各成分 qj,k(x)
(j, k = 1, · · ·, 4)は,

|qj,k(x)| ≤ C⟨x⟩−ρ, ⟨x⟩ := (1 + |x|2)
1
2 , x ∈ R3,

を満たす.

ここで, massless Dirac作用素 (1)は電磁場ポテンシャルを持つDirac作
用素

α · (D − A(x)) + q(x)I4 (2)

1



の一般化とみることができる. 特に, q(x) = 0の時は,

α · (D − A(x)) =

(
0 σ · (D − A(x))

σ · (D − A(x)) 0

)
と書け, 作用素 σ · (D − A(x))はWeyl-Dirac作用素と呼ばれている.

Definition 2. f ∈ L2(R3,C4)がHf = 0を満たす時, f はH のゼロモード
であると言う. また, f ∈ L2,−3/2(R3,C4) が超関数の意味でHf = 0を満たす
時, f はHのゼロレゾナンスであると言われる.

本講演では次の主結果の証明をする.

Theorem 3. Q(x)はAssumption 1を満たすとする. f ∈ L2,−3/2(R3,C4)が
超関数の意味でHf = 0を満たすならば, 任意の µ < 1/2に対して ⟨x⟩µf ∈
H1(R3,C4)が成り立つ. 特に, ゼロレゾナンスが存在しないことが分かる.

Remark 4. ⟨x⟩µf ∈ H1(R3,C4), µ < 1/2 における µをこれ以上改良する
ことはできない. このことは, Loss-Yau [2] によって構成されたWeyl-Dirac
作用素に対するゼロモードを用いることによって示される.

Saiō-Umeda [3]において, 次が証明されている. Assumption 1において
ρ > 3/2とし, ある 0 < s ≤ min{3/2, ρ− 1}が存在して, f ∈ L2,−s(R3,C4)が
超関数の意味でHf = 0を満たすならば f ∈ H1(R3,C4)が成り立つ. 主結果
Theorem 3は, この結果において, f ∈ L2,−s(R3,C4)を, より弱い条件 (特に,
ρ > 1に依存していない)L2,−3/2(R3,C4)に, f ∈ H1(R3,C4) を sharp decay
estimate ⟨x⟩µf ∈ H1(R3,C4), µ < 1/2 に改良したものになっている.
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