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次の指数増大する非線形項を持つ二次元半線形熱方程式の可解性について考える. ∂tu − ∆u = ±u(eu2 − 1) in (0,∞) × R2,

u(0, x) = u0 in R2.
(1)

この問題は空間次元が三次元以上の場合における冪乗型の非線形項を持つ半線形熱方

程式  ∂tu − ∆u = |u|p−1u in (0,∞) × RN ,

u(0, x) = u0(x) in RN ,
(2)

を背景に持つ. 問題 (2) について, 初期値が非有界（特にu0 ∈ Lq(RN)）の場合の研究

はWeissler [7, 8] によって始められ, 臨界指数

q = qc :=
N(p − 1)

2

を境に解の存在, 非存在性, および一意性について, 以下のように様相が異なることが

知られている.

劣臨界 q > qc かつ q ≥ 1 のとき. 時間局所解が存在する（Weissler [7]）. さらに q ≥ p

のとき, 解はC([0, T ); Lq(RN)) において一意である（Brezis-Cazenave [1]）.

臨界 q = qc > 1 かつ N ≥ 3のとき, Weissler [8] はLq(RN)において小さな初期値に対

する時間大域解の存在を示し, さらに q > 1 の時には大きな初期値に対する時間

局所解の存在を示した. 一意性の結果は次の二つの場合に分けられる.

qc > pのとき, 解はC([0, T ); Lq(RN))で一意である（[1]）.

qc = pのとき (すなわち p = q = qc = N
N−2
のとき), 解の一意性は不成立（Ni-

Sacks [4], Terraneo [6]）.

優臨界 q < qcのとき, 解の非存在性（[1, 7]）.

さて, 形式的にN = 2とすると, 上記の p = q = qc = N
N−2

の場合に p = ∞ とな

るため, 多項式冪とLebesgue空間を用いる限り非線形項の臨界性を考察する事ができ
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ない. この点に着目して Ibrahim et al. [3] は指数増大する非線形項を持つ問題 (1)を

u0 ∈ H1(R2) に対して考察し, エネルギー法と臨界 Sobolevの不等式（Trudingerの不

等式）を用いて時間局所解の一意存在を証明した.

一方で, 空間三次元以上の場合と同様に, 問題 (1)の可解性はLebesgue空間のような

可積分性のみで記述される空間でも議論できると期待される. ここではそのような空

間として以下のLuxemberg ノルムで定義されるOrlicz空間 exp L2(R2) を用いる.

∥u∥exp L2(R2) := inf

{
λ > 0;

∫
R2

(
exp

(
|u(x)|

λ

)2

− 1

)
dx ≤ 1

}
.

ここで, Trudingerの不等式からH1(R2) ⊂ exp L2(R2)であるため, Sobolev空間H1(R2)

よりも広いクラスであることに注意する. この exp L2(R2) において, [5, 2] は小さな初

期値に対する時間大域解の存在を証明した. この結果は exp L2(RN) における大きな初

期値に対する時間局所解の存在を期待させるが, 本研究ではこの問に対する否定的な結

果を得た.

定理 1 ある非負の初期値u0 ∈ exp L2(R2) が存在して, 任意の時刻 T > 0 に対して (1)

はL∞(0, T ; exp L2(R2)) において非負値解を持たない.

さらに, 大きな初期値に対する可解性を議論するためにC∞
0 (R2) の exp L2(R2) におけ

る閉包 exp L2
0(R2) を導入する.

exp L2
0(R2) :=

{
u ∈ exp L2(R2) : ∃ {un}∞n=1 ⊂ C∞

0 (R2) s. t. lim
n→∞

∥un − u∥exp L2 = 0
}

.

定理 2 任意の u0 ∈ exp L2
0(R2) に対してある時刻 T = T (u0) > 0 と (1) の時間局所解

u ∈ C([0, T ]; exp L2
0(R2)) が存在する. また, 解は一意である.

定理1 の証明は, exp L2(R2) \ exp L2
0(R2) に属する代表的な関数を初期値に選ぶ事によ

りなされる. また, 定理2 は [3] において用いられた, 初期値を「滑らかな部分」と「滑

らかではないが小さな部分」に分ける議論を用いる事で証明できる.

参考文献

[1] Brezis, H., Cazenave, T., Journ. d’anal. Math., 68 (1996), 186–212.

[2] Ioku, N., Journal of Differential Equations 251 (2011), 1172-1194.

[3] Ibrahim, S., Jrad, R., Majdoub, M., Saanouni, T., arXiv:1008.2443.

[4] Ni, W.-M., Sacks, P. Trans. Amer. Math. Soc. 287 (1985), 657–671.

[5] Ruf, B., Terraneo, E., Progr. Nonlinear Differential Equations Appl. 50 (2002), 295–309.

[6] Terraneo, E., Comm. Partial Differential Equations 27 (2002), 185–218.

[7] Weissler, F., B., Indiana Univ. Math. J. 29 (1980), 79–102.

[8] Weissler, F., B., Israel Math. J. 38 (1981), 29–40.


