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本講演では，波束変換を用いた波面集合の特徴付けについて報告する．波
束変換はA. Córdoba and C. Fefferman [1] によって定義された変換で，次の
ように定義される．φ ∈ S(Rn) \ {0}，u ∈ S ′(Rn) とするとき，φからできる
波束による uの波束変換Wφu(x, ξ)は

Wφu(x, ξ) =
∫

Rn

φ(y − x)u(y)e−iy·ξdy

である (この変換の詳しい性質は K. Gröchenig [4]が詳しいが，[4]ではこの
変換のことを短時間フーリエ変換と呼んでいることに注意）．
波面集合を波束変換を用いて特徴付ける試みは，C∞型波面集合の枠組み

において，G. B. Folland [2]によって始められた．波面集合は超局所的な特
異性を記述する集合で，C∞型波面集合 (通常，波面集合といった場合はこれ
を指す)は次のように定義される．(x0, ξ0) ∈ Rn × (Rn \ {0}), f ∈ S ′(Rn)と
するとき，(x0, ξ0) /∈ WF (u)とは，点 x0の近傍で 1である χ ∈ C∞

0 (Rn) と
ξ0の錐近傍 Γで次を満たすものがある：
任意のN ∈ Nに対して，CN > 0が存在して，

|F [χu](ξ)| ≤ CN (1 + |ξ|)−N , ξ ∈ Γ.

　G. B. Folland[2]では，点 (x0, ξ0) ∈ WF (u)であるための必要十分条件を
波束変換を用いて与えている．その後，T.Ōkaji [6]によって，[2]の結果を改
良したものが与えられた．さらに [6]では，Hs型波面集合の枠組みでの特徴
付けにも言及しており，(x0, ξ0) ∈ WFHs(u)であるための必要条件，および
十分条件が与えられている．本講演の主結果は，(x0, ξ0) ∈ WFHs(u)である
ための必要十分条件を波束変換を用いて与えるものである．
　まず，Hs型波面集合の定義を準備する．¶ ³
定義 (x0, ξ0) ∈ Rn × (Rn \ {0}), f ∈ S ′(Rn)とする．(x0, ξ0) /∈ WFHs(u)
とは，点 x0の近傍で 1である χ ∈ C∞

0 (Rn) と ξ0の錐近傍 Γが存在して

〈ξ〉s|F(χu)(ξ)| ∈ L2(Γ)

を満たすことである．ただし，〈ξ〉 = (1 + |ξ|2)1/2である．µ ´
次の定理が，今回の主結果である．

∗本講演は加藤圭一氏（東京理科大学），小林政晴氏（山形大学）との共同研究に基づく．
†e-mail : singoito@kitasato-u.ac.jp

1



¶ ³
定理 s ∈ R, (x0, ξ0) ∈ Rn × (Rn\{0}), u ∈ S ′(Rn)とするとき，次の
(i), (ii), (iii)は同値.

(i) (x0, ξ0) /∈ WFHs(u)

(ii) ある φ ∈ S(Rn) \ {0}, x0の近傍K, ξ0の近傍 V が存在して，∫ ∞

1
λn−1+2s

∫
V

∫
K
|Wφλ

u(x, λξ)|2dxdξdλ < ∞.

(iii) ある x0の近傍K, ξ0の近傍 V が存在して，全ての φ ∈ S(Rn) \ {0}
について，∫ ∞

1
λn−1+2s

∫
V

∫
K
|Wφλ

u(x, λξ)|2dxdξdλ < ∞.

　　ただし，φλ(x) = λn/4φ(λ1/2x)とする.µ ´
注意 (1) P. Gérard [3]では，φ(x) = e−|x|2/2 のときに，上の条件の同値性

が示されている．

(2) Ōkaji [6]では，φ ∈ Sがある多重指数αについて，
∫

xαφdxを満た
すときに (iii)=⇒(i)が示されている．また，φの条件に加えて (iii)
における λのべきが n − 1 + 2s − ε (ε > 0)の場合に (i)=⇒(iii)が
示されている．

　主定理の証明法を用いると，[6]で与えられたC∞型波面集合の特徴付けの
結果を改良することができる．時間があればその点についても述べたい．
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