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本講演は Yihong Du教授 (University of New England, Australia), Maolin Zhou氏 (東京大学)
との共同研究 [3] に基づく. 本講演では次の非線形拡散方程式の自由境界問題を考える:

(FBP)


ut − uxx = f(u), t > 0, g(t) < x < h(t),
u(t, g(t)) = u(t, h(t)) = 0, t > 0,
h′(t) = −µu(t, h(t)), t > 0,
g′(t) = −µg(t, g(t)), t > 0,
−g(0) = h(0) = h0, u(0, x) = u0(x), −h0 ≤ x ≤ h0.

ここで µ, h0 > 0は与えられた正の定数,非線形項 f は C1 級で f(0) = 0を満たすものとする. また,
u0 は u0 ∈ C2[−h0, h0] , u0(−h0) = u0(h0) = 0, u0(x) > 0 in (−h0, h0), u

′
0(−h0) > 0, u′0(h0) < 0

を満たすものとする. この問題において, 解とは問題中の等式を各点で満たす u(t, x), g(t), h(t) の
組 (u, g, h) ∈ C1,2(GT )× C1[0, T ]× C1[0, T ] ある. ここでGT = {(t, x)|t ∈ (0, T ], x ∈ [g(t), h(t)]}
である. この問題で重要なことは, t → ∞ における (u(t, x), g(t), h(t)) の挙動を決定することで
ある.
このモデルは数理生態学における生物の侵入モデルとして, 2010年に Duと Lin [1]により導入

され, 詳細な漸近挙動について研究がなされた. 彼らの研究において非線形項は f(u) = u(1−u) と
仮定されていたが, 後に Duと Lou [2]により, f が単安定, 双安定, 燃焼型 (定義は講演中に示す)
のとき, に詳細な漸近挙動が得られた. 彼らの結果をまとめると次のようになる. 以後, f は単安定,
双安定, 燃焼型のいずれかであるとする.

命題 1 ([1, 2]). 問題 (FBP) は一意的な大域解 (u, h, g) をもち, 次が成り立つ:

• 0 < u(t, x) ≤ C1 for t > 0 , g(t) < x < h(t).
• 0 < −g′(t), h′(t) ≤ C2 for t > 0.

ここで C1, C2 は初期条件 h0, u0 に依存する定数である.

次に, ϕ を u0 と同じ条件を満足する関数として, σ > 0 を定数として u0 = σϕ とおく.

命題 2 ([1, 2]). ある σ∗ = σ∗(ϕ) が存在して, (FBP)の解 (u, g, h) について次が成り立つ:

• σ > σ∗ ならば spreadingが起こる, つまり

(g∞, h∞) = R, u(t, x) → 1 as t → ∞ R 上広義一様.

• 0 < σ < σ∗ ならば vanishingが起こる, つまり

(g∞, h∞)は有限区間, lim
t→∞

sup
x∈[g(t),h(t)]

|u(t, x)| = 0.

また, Du と Lou [2] は spreading が起こる解 (u, g, h) の asymptotic spreading speedに関する
次の結果を得ている：

命題 3 ([2]). (u, g, h) を spreadingの起こる解とする. このとき, 非線形項のみに依存するある定数
c∗ > 0 が存在して

lim
t→∞

−g(t)

t
= lim

t→∞

h(t)

t
= c∗(1)

が成り立つ.
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この c∗ は問題 (FBP)から決まる asymptotic spreading speedと呼ばれる. この c∗ は次の
問題より定まる定数と一致する:

(SW)

{
q′′ − cq′ + f(q) = 0 in (0,∞),
q(0) = 0, q(∞) = 1, q(z) > 0 in (0,∞).

命題 4 ([2]). 任意の µ > 0 に対し, ただ 1つの c∗ = c∗µ > 0 と c = c∗ に対応する (SW)の解 q∗ が
存在し, (q∗)′(0) = c∗/µ をみたす.

上の命題の q∗ は (q∗)′(z) > 0 in (0,∞) をみたす. さらに v(t, x) = q∗(c∗t− x) とおくと, v は{
vt − vxx = f(v), t ∈ R, x < c∗t
v(t, c∗t) = 0, −µvx(t, c

∗t) = c∗, t ∈ R
をみたし, 右方向へ速度 c∗ で進む進行波 (ただし半直線上でしか定義されていない)とみることが
できるため, v あるいは q∗ は semi-wave とよばれている.
以上を踏まえ, spreadingの起こる解 (u, g, h) について h(t), g(t) の進行速度の (1)よりよい評価

と, u の十分時間がたった後の形状について次の結果を得た.

定理 A. f は単安定, 双安定, 燃焼型のいずれかであるとする. また (u, g, h) を (FBP)の spreading

の起こる解とする. このとき, ある Ĥ, Ĝ ∈ R が存在して
lim
t→∞

(h(t)− c∗t− Ĥ) = 0, lim
t→∞

(g(t) + c∗t− Ĝ) = 0

lim
t→∞

h′(t) = c∗, lim
t→∞

g′(t) = −c∗

が成り立つ. さらに

lim
t→∞

sup
x∈[0,h(t)]

|u(t, x)− q∗(h(t)− x)| = 0,

lim
t→∞

sup
x∈[g(t),0]

|u(t, x)− q∗(x− g(t))| = 0

が成り立つ.
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