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本研究では, 以下の時間に依存するポテンシャルをもつ Schrödinger方程式を考える.{
i∂tu+ 1

2∆u− V (t, x)u = 0, (t, x) ∈ R× Rn,

u(t0) = u0, x ∈ Rn.
(1)

ここで, i =
√
−1, n ∈ N, ∂t = ∂

∂t ,∆ =
∑n

j=1
∂2

∂x2
j
であり, V ∈ C∞(R×Rn)に対して “短距離型 (short-range)”と

呼ばれる次の仮定をする.

∃δ > 1∀α ∃Cα > 0∀(t, x) ∈ R× Rn; |∂α
xV (t, x)| ≤ Cα(1 + |t|)−δ−|α|.(2)

また, u(t0) = u0 ∈ L2(Rn)となる (1)の解 u(t) ∈ C(R;L2(Rn))に対し, 写像 u0 7→ u(t)を U(t, t0)と書き, (1)に
対する発展作用素と呼ぶ. 加えて, V ≡ 0とした (1)に対する発展作用素を U0(t, t0)とし, 次の式の右辺の強極限
が存在するとき,

W± := s-lim
t→±∞

U(0, t)U0(t, 0)(3)

とおき, W± を波動作用素という.
また, 波動作用素W± が存在し, 逆向きの波動作用素W−1

± := s-limt→±∞ U0(0, t)U(t, 0)も存在するならば, そ
の波動作用素は「完全 (complete)」であると呼ばれる. 本研究では上記の波動作用素に関して次の結果の別証明
を得た.

Theorem (D. R. Yafaev [1]).� �
時間に依存するポテンシャル V (t, x)に対し, (2)を仮定する. このとき (3)によって定まる波動作用素W±は

存在し, 完全である. すなわち任意の u0 ∈ L2(Rn)に対し,

U(0, t)U0(t, 0)u0, U0(0, t)U(t, 0)u0

の L2(Rn)での t → ±∞のときの極限がどちらも存在する.� �
これに関連する研究として, ポテンシャルが時間に依存しない場合は, 古くから短距離型の条件 ((2)の右辺で t

を xにしたもの)を満たせば, 波動作用素は存在し, 完全であることが知られている. その方法は, スペクトルの性
質を利用するもので, 証明が長く, 複雑なものであった. しかし, V. Enss [2]は粒子の古典軌道を用いた方法を導
入し, より簡潔に波動作用素の存在, 完全性を示した. その後 D. R. Yafaev [1]は V が時間に依存する短距離型ポ
テンシャルの場合に波動作用素の存在, 完全性を示した. また, (2)で, δが 0 < δ ≤ 1の場合については, 波動作用
素は存在しないが, U0(t, 0)の部分に適当な修正を施した修正波動作用素の存在, 完全性が示されている ([3]).
本研究では, 波束変換と呼ばれる変換Wφf(s, ξ) :=

∫
φ(y − x)f(y)e−iyξdyを用いることで, 先行研究とは異な

る方法で, 時間に依存する短距離型ポテンシャルの場合に波動作用素が存在し, 完全であることを示した.

Remark
(2)で, V に関し, tに対しての減衰を仮定しているが, [1]では xに対しての減衰を仮定しても同様の結果が得

られている. 本研究の波束変換を用いた証明が xに対しての減衰の仮定の場合に適用できないかは今後の課題で
ある.
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