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本講演では, 半線型楕円型偏微分方程式の Dirichlet 問題に対する変分的アプローチ, 特に峠の定理を用い

る方法について考察する. 峠の定理の適用にあたっては, 偏微分方程式に対応する汎関数が mountain pass

geometryと呼ばれる幾何的な条件をもつことと, Palais-Smale列という汎関数の臨界点の近似列が収束する

部分列をもつこと（Palais-Smale条件,以下 (PS)と略す),の 2点を示さなくてはならない.本講演ではまず,

特殊な工夫なしでも峠の定理が適用できる例として劣臨界 Brezis-Nirenberg型方程式についてみてゆく.その

後,そのままでは (PS)が成り立たない例として,臨界指数の Brezis-Nirenberg型方程式と,定常MEMSモデ

ル方程式を用いて,その困難を克服する方法について考察する.

1 劣臨界 Brezis-Nirenberg型方程式

ここではまず,わかりやすい例として劣臨界 Brezis-Nirenberg型方程式に対し,峠の定理を適用して解の存

在を示す. まず次の非線型楕円型偏微分方程式に対する Dirichlet問題を考える.
−∆u+ λu = up−1 in Ω,

u > 0 in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

(1)

ここで Ω ⊂ RN は N ≥ 3の有界領域, λはパラメータとする.また, λ1 を Ωにおける −∆の Dirichlet条件

下の第 1固有値とする.次を示す.

定理� �
N ≥ 3とし, 2 < p < 2N

N − 2とする. − λ1 < λのとき (1)には解 u ∈ H1
0 (Ω)が存在する.� �

<注意 > λ ≤ −λ1 のとき, (1)は解をもたないことが容易にわかる.

証明は, (1)に対し適当な汎関数

I(u) :=

∫
Ω

|∇u|2

2
+ λ

u2

2
− (u+)p

p
dx

を定義するところから始まる.ここで u+ := max{u, 0}とする.そしてこの汎関数の臨界点,つまり I ′(u) = 0

となる点として, (1)の解を見出すのである.この例においては, H1
0 (Ω)のノルムを ∥u∥ :=

√
∥∇u∥22 + λ∥u∥22

とおくと, Sobolevの不等式を用いて mountain pass geometryが成り立つことが示され, また, Rellichの埋

め込み定理が使えることから, 特殊な工夫なしでも (PS)が成立することが証明できる.

2 臨界指数の Brezis-Nirenberg型方程式

(1)で p = 2∗ = 2N
N − 2 のときは臨界指数の問題と呼ばれる.このときには,上の証明で用いた Rellichの埋

め込みが成り立たないため, (PS)の成立は容易には証明されない.この困難に対し, Brezisと Nirenbergは [1]

で,最良 Sobolev定数とよばれる次の定数 Sを用いて, (PS)列で, supn I(un)が S
N
2

N という値より小さいも



のには (PS)が成り立つことを証明した.

S := inf{∥∇u∥22 | u ∈ H1
0 (Ω) , ∥u∥2∗ = 1}

このことをまとめたのが次の補題である.

補題� �
d := sup

n
I(un) < c∗ =

S
N
2

N
, I ′(un) → 0,

をみたす任意の列 {un} ⊂ H1
0 (Ω)は収束する部分列をもつ.� �

また,次の定理が臨界指数の問題の結果である.

定理� �
Ω ⊂ RN は有界領域, N ≥ 4とする.このとき −λ1 < λ < 0なら, (1)は非自明な解をもつ.� �

3 定常MEMSモデル方程式

最後に,定常MEMS(Micro-Electro-Mechanical Systems)モデル方程式と呼ばれる半線型楕円型偏微分方

程式について考察する. 
−∆u =

λ(1 + δ|∇u|2)
(1− u)p

in Ω,

0 ≤ u < 1 in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

(2)

ここで N ≥ 2で, Ωは有界で境界 ∂Ωはなめらか, p > 1 , δ , λ > 0はパラメータとする. [2]ではこの方程式

の峠の定理による解の存在が証明されているが,やはり (PS)の証明に困難が伴う. [2]ではその克服のために,

monotonicity trickという方法が用いられている.

ここではまず, (2)に対し双対変換を行う.双対変換とは,適切な変換を行うことで (2)を他の同値な半線型

方程式に変換することである. [2]では (2)に対し

f̂λ(s) :=

∫ s

0

exp

{
λδ

(p− 1)(1− τ)p−1

}
dτ,

という関数を用意し,その逆関数 fλ(s) = f̂−1
λ (s)をとる. fλ(s)は

f ′
λ(s) =

1

exp

{
λδ

(p− 1)(1− fλ(s))p−1

} ,

fλ(0) = 0,

という常微分方程式をみたす.この fλ(s)を用いて gλ(s)を

gλ(s) :=
λ

(1− fλ(s))p
exp

{
λδ

(p− 1)(1− fλ(s))p−1

}
と定義すると,半線型楕円型偏微分方程式



{
−∆v = gλ(v) in Ω,

v = 0 on ∂Ω,
(3)

が得られる. (2)の解 uに対し v = f̂λ(u)とおくと, (2)と (3)は同値であることが示される.この一連の変換

を双対変換という.そして, (3)に対し, Gλ(v) =
∫ v

−∞ gλ(s)dsとして汎関数

Iλ(v) =
1

2

∫
Ω

|∇v|2dx−
∫
Ω

Gλ(v)dx,

を定義し, 峠の定理を適用したいが, gλ(s) が Ambrosetti-Rabinowitz 条件をみたさないので, このままでは

(PS)列の有界性を簡単には示すことができない.そこで, ある値 sm に対し

g̃λ(s) :=

{
gλ(s), s < sm,

Cms(log s)
2p

p−1 + C ′
ms, s ≥ sm,

という関数 g̃λ(s)を用意し,これに対し µ ∈ [ 12 , 1]で補助的な方程式{
−∆v = µg̃λ(v) in Ω,

v = 0 on ∂Ω,
(4)

を考える.そして G̃λ(v) =
∫ v

−∞ g̃λ(s)dsとして,汎関数を

Iµ,λ(v) =
1

2

∫
Ω

|∇v|2dx− µ

∫
Ω

G̃λ(v)dx,

と取り直す.そして

mµ,λ := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iµ,λ(γ(t)), Γ := {γ ∈ C([0, 1],H1
0 (Ω)) | γ(0) = vλ, γ(1) = wλ}

ここで vλ は Iµ,λ の局所最小関数, wλ は ∥vλ∥ < ∥wλ∥かつ Iµ,λ(vλ) ≥ Iµ,λ(wλ)をみたす関数,とおくと, [3]

の定理 3.1



定理 3.1� �
X はノルム ∥ · ∥X を備えた Banach空間とする. J ⊂ R+ は区間とし, X 上の C1 級汎関数の族 {Iµ}µ∈J

で

Iµ(u) = A(u)− µB(u), ∀µ ∈ J,

という形をしているものについて考える.ここで,任意の u ∈ X に対し, B(v) ≥ 0かつ, ∥u∥X → ∞で
A(u) → ∞か, B(u) → ∞が成り立つとする.また, 2点 v1, v2 があって

cµ := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iµ(γ(t)) > max{Iµ(v1), Iµ(v2)}, ∀µ ∈ J,

であるとする.このときほとんど全ての µ ∈ J で,

1. 　 {vn}は有界.

2. 　 Iµ(vn) → cµ.

3. I ′µ(vn) → 0 in X−1.

をみたす列 {vn} ⊂ X がある.� �
から,ある定数 µ0 ∈ (0, 1)に対し,各 a.e. µ ∈ [µ0, 1]で

Iµ,λ(vn) → mµ,λ, I ′µ,λ(vn) → 0かつ　 sup
n

∥vn∥ < ∞

をみたす列 {vn} の存在が示される, さらに vn → vµ in H1
0 (Ω) という vµ ∈ H1

0 (Ω) の存在が示され,

Iµ,λ(vµ) = mµ,λ, I ′µ,λ(vµ) = 0 a.e. µ ∈ [µ0, 1]を得る. これより µj ↗ 1という列 {µj}に対し

Iµj ,λ(vj) = mµj ,λ, I ′µj ,λ(vj) = 0

となる {vj}を得て,背理法でこれが有界になることが示される.これより臨界点の近似列が収束する部分列を

もつことが示され,峠の定理で解の存在が証明される.
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