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次の複素Ginzburg–Landau方程式の初期値境界値問題 (CGL)について考える:

(CGL)


ut = eiγ1∆u− eiγ2 |u|σ−2u+ ωu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT := Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ).

ここで 1 < σ < 2, γ1, γ2 ∈ (−π
2 ,

π
2 ), ω > 0, Ω は C2級の境界 ∂Ωをもつ Rn (n ∈ N)の開集合とし, 初

期値 u0 ∈ L2(Ω), 非斉次項 f ∈ L2(QT )は既知の複素数値関数とする. (CGL)の弱解の存在と一意性に
ついてはOkazawa–Yokota [2] によって研究されている.

増大項がない場合 (ω = 0の場合)には Antontsev–Dias–Figueira [1]により, γ1 = γ2, Ωが有界のと
きの弱解 u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) の消滅について以下の結果が得られている:

f = 0のとき: ある時刻 t∗が存在し, u(x, t) = 0, x ∈ Ω, t∗ ≤ t < T .

f ̸= 0のとき: ある tf ∈ (0, T )と ε > 0が存在し,
∫
Ω |f(x, t)|

σ
σ−1 dx ≤ ε(tf − t)

n
2
+ σ

2−σ
+ ならば

u(x, t) = 0, x ∈ Ω, tf ≤ t < T .

本研究では, 増大項がある場合 (ω > 0の場合) にも (CGL)の解の消滅について解明できた. また, [1]

では示されていなかった ∥∇u(·, t)∥L2(Ω) の消滅のスピードについても考察した.

定理 1� �
uを (CGL)の弱解とする. f = 0 のとき, 定数 C1 > 0が存在し, ∥u0∥L2(Ω) < C1 ならば, ある t∗が
存在して,

u(x, t) = 0, x ∈ Ω, t∗ ≤ t < T

が成り立つ. さらに, ある t0,Mt0 , εt0 > 0が存在して,
∫
Ω |f(x, t)|2dx ≤ εt0(1 − e(1−η)ω (t−t0))

2η
1−η

+ ,

∥u0∥L2(Ω) ≤ Mt0 ならば
u(x, t) = 0, x ∈ Ω, t0 ≤ t < T

が成り立つ. ここで, η := (2−σ)n+4σ−4
(2−σ)n+4 である.� �

定理 2� �
|tan γ2| < 2

√
σ−1

2−σ , Ωは有界, uを (CGL)の弱解とする. 定理 1において, さらに ∥u0∥H1
0 (Ω) ≤ Mt0

を仮定する. f = 0 のとき, t ≤ t∗に対し, ある C2 > 0が存在して,

∥∇u(t)∥2(1−µ)
L2(Ω)

≥ C2ω
−1(1− e−2ω(1−µ)(t∗−t))

が成り立つ.ここで, µ := (2−σ)n+2σ
(2−σ)n+4 である. また, f ̸= 0のとき,

∥∇u(t)∥2L2(Ω) ≤ ãe2ω(t−t0)(1− e−2(1−µ)ωt0)
− 1

1−µ (e−2(1−µ)ω(t−t0) − 1)
1

1−µ

+

を満たすような定数 ã > 0が存在する.� �
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