
1次元トーラス上の分散型方程式の初期値問題におけるLp評価 1

篠原　大輝

(東京理科大学 理学研究科 数学専攻 M2)

本研究では, トーラス T = R/2πZ 上の分散型方程式に対する初期値問題を考える.i∂tu(t, x) + (i∂x)
lu(t, x) = 0, (t, x) ∈ R× T,

u(0, x) = f(x), x ∈ T.
(1)

ここで, i =
√
−1, ∂t =

∂
∂t , ∂x = ∂

∂x , lを 2以上の自然数とし, f ∈ L1(T)とすると, (1)の解は

u(t, x) =
1√
2π

∞∑
n=−∞

f̂(n)ei(mt+nx), f̂(n) =
1√
2π

∫
T
e−inxf(x)dx(2)

である. ただし, m = (−n)l であり, このとき u(t, x)は T2 上の関数とみなせる. (2)に対し, Zygmund [1]と谷

島 [2] を参考にして, 以下のような評価を得た.

定理 1� �
1 ≤ p ≤ 4/3に対し, p′ = p/(p− 1)と定める. このとき, q = p′/2 (2 ≤ q ≤ ∞) とおくと, 次が成り立つ.

( ∞∑
n=−∞

|f̂(n)|q
)1/q

≤ A1/p′
(2π)

5p−8
2p ∥u∥Lp(T2).(3)

1 ≤ p ≤ 2に対し, q = 2p′（4 ≤ q ≤ ∞) とおくと, 次が成り立つ.

∥u∥Lq(T2) ≤ A1/2p′
(2π)

3p−4
2p

( ∞∑
n=−∞

|f̂(n)|p
)1/p

.(4)

ここで, lが奇数ならば A = 5,偶数ならば A = 3.� �
定理 2 (Zygmund [1]). (t, x) ∈ T2, (m,n) ∈ Z2, F (t, x) ∈ Lp(T2)のフーリエ級数を

F (t, x) =
1

2π

∑
n,m∈Z

γ(m,n)e
i(mt+nx), γ(m,n) =

1

2π

∫
T2

e−i(mt+nx)F (t, x)dtdx(5)

で表す. 1 ≤ p ≤ 4/3, p′ = p/(p− 1) ≥ 4, q = p′/2 (2 ≤ q ≤ ∞) とすると, ∀r > 0で( ∑
(m,n)∈Sr

|γ(m,n)|q
)1/q

≤ 51/p
′
(2π)

3p−4
p ∥F∥Lp(T2).

ここで, Sr = {(m,n) ∈ Z2|m2 + n2 = r2}.
注意. 定理 1を示す際, Zygmund [1]の証明と注意を参考にした. (2)を (5)の形で書き表し, 定理 2の不等式の

左辺において集合 Sr で和をとっているところを, 集合K = {(m,n) ∈ Z2|m = (−n)l}にして示した.

(1)は, l = 2のとき自由 Schrödinger方程式となり, l = 3のとき Airy方程式となる.

(3)は p = 4/3で ∥f∥L2(T2) ≤ A1/4(2π)−1/2∥u∥L4/3(T2). (4)は p = 2で ∥u∥L4(T2) ≤ A1/4
√
2π∥f∥L2(T2).
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