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Abstract. 次の Modi�ed Korteweg-de Vries equation の解の漸近的振る舞い
について P.I. Naumkin との共同研究によって得られた結果について報告する。
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結果を述べる前に過去に得られた一般化された Korteweg-de Vries equation

�
ut +

1
3uxxx + @xjuj��1u = 0 � > 1; t; x 2 R;

u(0; x) = u0(x); x 2 R; (gKdV)

についての結果を簡単に紹介する。時間局所解については多くの人によって研究され
ている。例えば [1] およびその参考文献を参照。ここでは解の漸近的振る舞えについ
て考えるのでこの方面の結果について紹介する。次の問題を考える。

問題. 次命題が成立する Banach 空間 Y は存在するか？
If

u0 2 Y; ku0kY = �

where � is su�ciently small, then there exists a unique u+ 2 L2 such that

lim
t!1

ku(t)� U(t)u+kL2 = 0; (1.1)

where u is the solution of (gKdV) and U(t)f = F�1e it
3
�3 f̂ . また解の時間減衰につ

いてはどのようなことがいえるか。
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Th 1.1, [2]. � > 5 , Y = L1 \H1;0 とする。ここで

Hm;s = ff 2 L2; k(1� @2x)
m=2(1 + x2)s=2fkL2 <1g

このとき (1.1) は成立する。さらに次の時間減衰が得られる。

ku(t)k1 � C(1 + t)�1=3:

Th 1.1 の証明方法. L1 � L1 time decay estimates

kU(t)fk1 � Cjtj� 1

3 kfk1:

非線型項 juj��1u の �が小さい場合について考えたい。

この W. Strauss 仕事は S.Klainerman [3],S. Klainerman and G. Ponce [4], J.
Shatah [5] and W. Strauss [6] らによって次のように改良された.

Th 1.2. � > (5 +
p
21)=2 � 4:79 , Y = L2�=(2��1) \H1;0 とする。このとき (1.1)

は成立する。さらに次の時間減衰が得られる。

ku(t)k2� � Cjtj� 1

3
(1� 2

2�
):

Th 1.2 の証明方法. Lp � L�p time decay estimates

kU(t)fkp � Cjtj� 1

3
(1� 2

p
)kfk�p; 1

p
+

1

�p
= 1:

G. Ponce and L. Vega [7] は � の値を � > (9 +
p
73)=4 � 4:39に改良した.

Th 1.3. � > (9 +
p
73)=4 � 4:39, Y = L1 \H1;0 とする。このとき (1.1) が成立。

さらに次の時間減衰が得られる。

ku(t)kp � Cjtj� 1

3
(1� 2

p
); kD1=2u(t)k1 � Cjtj�1=2; D1=2 = (�@2x)1=4:

Th 1.3 の証明方法. L1 time decay estimates of 1=2 derivatives

kD1=2U(t)fk1 � Cjtj� 1

2 kfk1 (a)

F.M. Christ and M.I. Weinstein [8] はさらに彼らの結果を改良して次の結果を
得た。
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Th 1.4. � > (23 �p57)=4 � 3:86, Y = L1 \H1;0 とする。このとき (1.1) と次の
時間減衰が成立する。

ku(t)k1 � Cjtj� 1

3
(1� 2

p
); kD1=2u(t)k1 � Cjtj�1=2;

ku(t)kp � Cjtj� 1

3
(1� 1

p
) p > 4:

Th 1.4 の証明方法. L1 time decay estimates of 1=2 derivatives (a) and
Lp(p > 4)�L1 time decay

kU(t)fkp � Cjtj� 1

3
(1� 1

p
)kfk1; p > 4:

参考文献 [9] において我々は上の結果を次のように改良した。

Th 1.5. � > 3, Y = H1;1 とする。このとき (1.1) と次の時間減衰が成立する。

ku(t)kp � jtj� 1

3
(1� 1

p
); p > 4; kuux(t)k1 � 1

jtj 23 (1 + jtj) 13 ;

Th 1.5 の証明方法. New function space was introduced

X = ff 2 C(R+;L2); jjjf jjjX = sup
t2[0;1)

kf(t)kX <1g;

where

kf(t)kX = ku(t)k1;0 + k@xJ u(t)k+ kD 1

2
��J u(t)k; D

1

2
�� = (�@2x)

1

2
( 1
2
��)

このように � > 3の場合は命題を成立させる Banach空間 Y が存在する。ところ
で � = 3 の時は (1.1)が成立するような Y が存在しないことが [10]によってわかっ
ている。

参考文献 [11] で我々は次の結果を得た。

Theorem 1.1. u0 2 H1;1 are real,
R
u0(x) = 0 and the norm ku0k1;1 = � is

su�ciently small. Then there exists a unique global solution u 2 C
�
R;H1;1

�
of the

Cauchy problem for the modi�ed KdV equation (MKdV) such that

3
p
t2 3

p
1 + jtjku(t)ux(t)k1 � C� and (1 + jtj) 12 (1� 2

�
)ku(t)k� � C� (4 < � <1)

for all t 2 R.

Theorem 1.2. Let u be the solution of the Cauchy problem (MKdV) obtained in
Theorem 1.1. Then there exist a unique function W 2 L1 such that

F (U(�t)u) (t)�W exp

��3i�jW j2 log t�


1
� C�t��;

where 0 < � < 1
21 � C�
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