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1 導入: 代数体の復習と数論的現象の例

1.1 p = x2 + y2 (x, y ∈ Z) と表せる素数 p

“数の概念の拡張” は, 代数方程式の解を求める際に有効である. 記号の準備をして, その
具体例を見る.

定義 1. 空でない集合 R に, 以下を満たす二つの二項演算: 加法 +, 乗法 · が定義されて
いるとき, R は 単位元を持つ可換環 である, という. なお乗法の記号はしばしば省略され
る. すなわち『ab := a · b』.

1. (R,+) は可換群である. なお, 加法に関する単位元を 0 = 0R で表し R の 零元 と呼
ぶ. また元 a の加法に関する逆元を −a で表す.

2. 乗法は結合法則を満たす. すなわち『∀a, b, c ∈ R, a(bc) = (ab)c』.

3. 次の分配法則を満たす:『∀a, b, c ∈ R, a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc』.

4. 乗法は交換法則を満たす. すなわち『∀a, b ∈ R, ab = ba』.

5. 乗法に関する単位元が存在する. すなわち『∃1 = 1R ∈ R s.t. ∀a ∈ R, a1R = 1Ra =
a』.

6. 零元と単位元は異なる. すなわち『0R ̸= 1R』.

定義 2. R を単位元をもつ可換環とする. a ∈ R が乗法に関する 逆元 をもつとき, すなわ
ち『∃a−1 ∈ R s.t. aa−1 = a−1a = 1』のとき, a を R の 単元, または 可逆元 と呼ぶ. R
の単元全体のなす集合を R× で表す. すなわち R× := {a ∈ R | ∃b ∈ R s.t. ab = ba = 1}.
R× は乗法に関して群となり, 環 R の 単数群, または 乗法群 と呼ばれる.

定義 3. R を単位元を持つ可換環とする. R の零元以外が単元になるとき, すなわち
『R× = R− {0}』のとき, R は 体 である, という.

定義 4. 1. 単位元を持つ可換環 R, S が『R ⊂ S, 1R = 1S で S の演算の制限が R の
演算と一致する』とき, R は S の 部分環, S は R の 拡大環 という.

2. 二つの体 K,F が『F ⊂ K で K の演算の制限が F の演算と一致する』とき, F は
K の 部分体, K は F の 拡大体 という. 一般に体 F の拡大体 K は F -ベクトル空
間となる. このとき [K : F ] := dimF K を K/F の 拡大次数 と呼ぶ.

定義 5. 単位元を持つ可換環の拡大 R ⊂ S と元 α ∈ S を考える. このとき

R[α] := {f(α) ∈ S | f(X) ∈ R[X]}

は単位元を持つ可換環となる. これを R 上 α で 生成 された環, などと呼ぶ.

定義 6. 体の拡大 F ⊂ K と元 α ∈ K を考える.

1. α が F 上 代数的 であるとは F 係数多項式の解となること, すなわち 『∃f(X) ∈
F [X] s.t. f(X) ̸= 0,f(α) = 0』である.
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2. F (α) := {f(α)/g(α) ∈ K | f(X), g(X) ∈ F [X], g(α) ̸= 0} を F 上 α で 生成 され
た体, などと呼ぶ. なお α が F が上代数的なら F (α) = F [α] となる.

例 7. 1. 有理数体 Q, 実数体 R, 複素数体 C はそれぞれ体である.

2. Q := {α ∈ C | ∃f(x) ∈ Q[X] s.t. f(X) ̸= 0, f(α) = 0} も体になる. Q の元のことを
代数的数 と呼ぶ.

3. Q 上有限次拡大となる体を 代数体 と呼ぶ. これは自動的に Q の部分体とみなせる.
たとえば二次体 Q(

√
d) = {x+y

√
d | x, y ∈ Q} (d ∈ Z−Z2),円分体 Q(exp(2π

√
−1

n
))

(3 ≤ n ∈ N) はそれぞれ代数体である.

定義 8. R,R′ を可換環とする. 写像 f : R → R′ が 準同型写像 であるとは f(ab) =
f(a)f(b), f(a + b) = f(a) + f(b) を満たすことである. さらに全単射であれば 同型写像
と呼ぶ. 体の場合も同様である.

定義 9. 1. 体の拡大 F ⊂ K を考える. K の F 上の自己同型写像 とは同型写像
σ : K → K で σ|F = idF を満たすもののことである. このとき K の F 上の自
己同型写像全体のなす集合 AutF (K) は写像の合成を演算として群となる. 一般に
|AutF (K)| ≤ [K : F ] が成り立つ.

2. 有限次拡大 F ⊂ K が |AutF (K)| = [K : F ] を満たすとき K/F は (有限次) ガロ
ア拡大 である, といい, Gal(K/F ) := AutF (K) をその ガロア群 と呼ぶ. さらに
Gal(K/F ) がアーベル群であれば K/F は (有限次) アーベル拡大 である, という.

例 10. 1. Q(
√
−1)/Q はアーベル拡大である. 実際 AutQ(Q(

√
−1)) = {id, ρ} ∼= Z/2Z

が分かる. ここで ρ は複素共役写像: ρ(x + y
√
−1) := x+ y

√
−1 := x − y

√
−1

(x, y ∈ R) とする.

2. Q(ζn)/Q (ζn := exp(2π
√
−1

n
), 3 ≤ n ∈ N)はアーベル拡大である. 実際AutQ(Q(ζn)) =

{σ : Q(ζn) → Q(ζn), σ(ζn) := ζan | 1 ≤ n, (a, n) = 1} ∼= (Z/nZ)× が分かる.

ここで次の問題を考えてみる: 下は x2 + y2 の形で書ける整数の表である. 素数のマス
は色付けされている. p = x2 + y2 (x, y ∈ Z) と表せる素数 p の法則を考察せよ.

@
@
@y
x

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

1 2 5 10 17 26 37 50 65 82 101 . . .
2 5 8 13 20 29 40 53 68 85 104 . . .
3 10 13 18 25 34 45 58 73 90 109 . . .
4 17 20 25 32 41 52 65 80 97 116 . . .
5 26 29 34 41 50 61 74 89 106 125 . . .
6 37 40 45 52 61 72 85 100 117 136 . . .
7 50 53 58 65 74 85 98 113 130 149 . . .
8 65 68 73 80 89 100 113 128 145 164 . . .
9 82 85 90 97 106 117 130 145 162 181 . . .
10 101 104 109 116 125 136 149 164 181 200 . . .
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...
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以下の定理が答えである.

定理 11. 素数 p に関して以下の 1,2 は同値.

1. p = x2 + y2 (x, y ∈ Z) と表せる.

2. p = 2 または p ≡ 1 mod 4.

証明の概略. p = 2 の場合は自明. 以下 p > 2 とする. ∃x, y ∈ Z s.t. p = x2 + y2
α=x+y

√
−1⇔

∃α ∈ Z[
√
−1] s.t. αα = p. よって示すべきは

Z の素数 p > 2 が Z[
√
−1] で “分解” する ⇔ p ≡ 1 mod 4

という “素数の分解法則” である. 実際以下が成り立つ.

• 各素数は p = π1π2 . . . πr (πi は Z[
√
−1] の素元) と書ける. ∵ Z[

√
−1] はUFD.

• r = 1 または 2. ∵ 両辺の | |2 をとると p2 = |π1|2|π2|2 . . . |πr|2. |x + y
√
−1|2 =

x2+y2 ∈ N (x, y ∈ Z)で, πi は素元, とくに可逆元でないので |πi|2 = πiπi ̸= 1. よっ
て右辺は r 個の 2 以上の整数 |πi|2 の積. 一方で左辺は素数 2 個の積.

• 以下の分解法則は “類体論” から導くことができる (例 124).

– r = 1 ⇔ p ≡ 3 mod 4.

– r = 2 かつ (π1) ̸= (π2) ⇔ p ≡ 1 mod 4.

– r = 2 かつ (π1) = (π2) ⇔ p = 2.

ただし (α) := αZ[
√
−1] は単項イデアルとする.

1.2 類体構成

代数体 F を考える. F の有限次アーベル拡大の (生成)元を, (解析的な)関数の特殊値で
書き表すことを F の 類体構成 と言う. 一般の F に関してこれは未解決問題であるが,
F = Q の時には, 以下のように指数関数が使える.

定理 12. K ⊂ C が Q の有限次アーベル拡大であれば ∃n ∈ N s.t. K ⊂ Q(exp(2π
√
−1

n
)).

すなわち, 代数的数のうち, Q のアーベル拡大に含まれるものは, 1 の原始 n 乗根
exp(2π

√
−1

n
) の有理数係数多項式として表せる.

例 13. Gal(Q(
√
2)/Q) ∼= {±1} はアーベル群であり, Q(

√
2) ⊂ Q(exp(2π

√
−1

8
)). 実際√

2 = − exp(2π
√
−1

8
)3 + exp(2π

√
−1

8
).

PARI/GP で検算:

gp > Pi

%1 = 3.141592653589793238462643383

gp > I^2

%2 = -1

gp > z=exp(2*Pi*I/8)
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%3 = 0.7071067811865475244008443621 + 0.7071067811865475244008443621*I

gp > a=-z^3+z

%4 = 1.414213562373095048801688724 + 2.524354897 E-29*I

gp > algdep(a,2)

%5 = x^2 - 2

1.3 p 進数

Q において “1/10 は小さい” という距離を定義し, 完備化したものが R: 実数体である.
とくに級数

∑∞
n=0 an(

1
10
)n (an ∈ {0, , , . . . , 9}) は収束し, R の元: 実数となる. これとパ

ラレルな世界として p 進数が定義される (p は素数). すなわち, Q において “p は小さ
い” という距離を定義し, 完備化したものが Qp: p 進数体 である. とくに級数

∑∞
n=0 anp

n

(an ∈ {0, , , . . . , p− 1}) は収束し, Qp の元: p 進数 となる.

例 14. Q5 において limn→∞ 5n = 0. よって limn→∞ 1 + 5n = 1. たとえば 1 と 1 + 58 は
大変 “近い” 数だと言える. また 1/4 ∈ Q ⊂ Q5 であり, この数を “5 進展開” すると

1

4
= 4 + 3 ∗ 5 + 3 ∗ 52 + 3 ∗ 53 + 3 ∗ 54 + 3 ∗ 55 + 3 ∗ 56 + 3 ∗ 57 + 3 ∗ 58 + 3 ∗ 59 · · ·

となる. これは簡単な “筆算” でも確かめられる. Qp 上で定義される p-進ガンマ関数 Γp

を用いても “類体構成”ができる. たとえば Γ5(1/4)は既約多項式 x4+4∗x2+5の根の一
つであることが知られている. すなわち Γ5(1/4) = ±

√
−2±

√
−1. よって Γ5(1/4)

2+2 =

±
√
−1 で Q(

√
−1) の生成元が構成出来ている. なお Q(Γ5(1/4)) ∼= Q(

√
−2 +

√
−1) は

Q 上ガロア拡大ではなく, したがって類体でもない.

PARI/GP で検算:

gp > z=1/4+O(5^8)

%1 = 4 + 3*5 + 3*5^2 + 3*5^3 + 3*5^4 + 3*5^5 + 3*5^6 + 3*5^7 + O(5^8)

gp > z+1

%2 = 4*5 + 3*5^2 + 3*5^3 + 3*5^4 + 3*5^5 + 3*5^6 + 3*5^7 + O(5^8)

gp > z+2

%3 = 1 + 4*5 + 3*5^2 + 3*5^3 + 3*5^4 + 3*5^5 + 3*5^6 + 3*5^7 + O(5^8)

gp > z*2

%4 = 3 + 2*5 + 2*5^2 + 2*5^3 + 2*5^4 + 2*5^5 + 2*5^6 + 2*5^7 + O(5^8)

gp > z*4

%5 = 1 + O(5^8)

gp > a=gamma(z)

%6 = 1 + 4*5 + 3*5^4 + 5^6 + 5^7 + O(5^8)

gp > (a^2+2)^2

%7 = 4 + 4*5 + 4*5^2 + 4*5^3 + 4*5^4 + 4*5^5 + 4*5^6 + 4*5^7 + O(5^8)

gp > f=algdep(a,4)

%8 = x^4 + 4*x^2 + 5

gp > factor(f)

%9 = [x^4 + 4*x^2 + 5 1]

gp > G=galoisinit(f)

%10 = 0
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2 代数体

2.1 代数的準備

定義 15. R を単位元を持つ可換環とする. 条件 “a, b ∈ R, ab = 0 ⇒ a = 0 または b = 0.”
を満たすとき R は 整域 である, という. 特に体とその部分環は整域である.

定義 16. 整域 R に対し, 以下の “R を含む最小の体” が存在し 商体 と呼ばれる.

1. R が体 K の部分環だとする. このとき R の商体 := {a
b
∈ K | a, b ∈ R, b ̸= 0}.

2. 一般には R の商体 := {(a, b) ∈ R × R | b ̸= 0}/ ∼, (a, b) ∼ (c, d) ⇔ ad = bc.
(a, b) + (c, d) := (ad+ bc, bd), (a, b) · (c, d) := (ac, bd).

例 17. 1. (Z ⊂ C と考えれば) Z の商体は Q. 同様に Z[
√
−1] の商体は Q(

√
−1).

2. 多項式環 R[X] の商体は有理関数体 R(X) := {f(X)
g(X)

| f(X), g(X) ∈ R[X], g(X) ̸=
0}. ただし f(X)

g(X)
= p(X)

q(X)
⇔ f(X)q(X) = g(X)p(X).

定義 18. 整域 R を体 L の部分環とする.

1. n 次多項式 f(X) = anX
n + an−1X

n−1 + · · ·+ a0 (an ̸= 0) が モニック であるとは,
最大次係数 an = 1 であること.

2. α ∈ L が R 上 整 であるとは, R 係数モニック多項式 f(X) ∈ R[X] が存在して
f(α) = 0 となること.

3. S := {α ∈ L | α は R 上整 } は環になり, L における R の 整閉包 と呼ばれる.

4. 整域 R が商体 K における R の整閉包と一致するとき, R は 整閉 である, という.

例 19. 1. R := Z ⊂ L := Q を考える. 3 ∈ Q はモニック多項式 X − 3 ∈ Z[X] の根な
ので Z 上整である. 一方で 1

5
∈ Q は Z 上整でない. また Q における Z の整閉包

は Z となり, Z は整閉である.

2. R := Z ⊂ L := Q(
√
−1)を考える.

√
−1 ∈ Q(

√
−1)はモニック多項式X2+1 ∈ Z[X]

の根なので Z上整である. 一方で 1+
√
−1

2
∈ Q(

√
−1)の最小多項式は 2X2−2X+1 = 0

であり, Z 上整でない. なお Q(
√
−1) における Z の整閉包は Z[

√
−1] となる.

定義 20. 体の n 次拡大 K/F を考える. 以下を仮定する:

K/F は 分離拡大, すなわち K の拡大体 L が存在して |HomF (K,L)| = n.

ただし HomF (K,L) は F 上の準同型写像 K → L 全体のなす集合とする. (L は K の代
数閉包 K とするのが一般的である. また, この授業で扱う体の拡大は, 特に断らない限り
すべて分離拡大になる.) HomF (K,L) = {σ1, σ2, . . . , σn} とおき, α ∈ K とする.

1. σi を K の F 共役写像, σi(K) を K の F 共役体, σi(α) を α の F 共役元と呼ぶ.

2. TrK/F (α) :=
∑n

i=1 σi(α), NK/F (α) :=
∏n

i=1 σi(α) を α の トレース, ノルム と呼ぶ.
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命題 21. 1. TrK/F : K → F , NK/F : K
× → F× であり, それぞれ群準同型.

2. 体の拡大の列 L/K/F に対し TrK/F ◦ TrL/K = TrL/F , NK/F ◦NL/K = NL/F .

例 22. 1. Q(
√
−1)/Q は 2 次分離拡大である. 実際 HomQ(Q(

√
−1),Q) = {σ+, σ−},

σ±(x+ y
√
−1) := x± y

√
−1. このとき TrQ(

√
−1)/Q(x+ y

√
−1) = x+ y

√
−1 + x−

y
√
−1 = 2x, NQ(

√
−1)/Q(x+ y

√
−1) = (x+ y

√
−1)(x− y

√
−1) = x2 + y2.

2. Q( 3
√
2)/Q は 3 次分離拡大である. 実際 HomQ(Q( 3

√
2),Q) = {σ0, σ1, σ2}, σi( 3

√
2) :=

(−1+
√
−3

2
)i 3
√
2. このとき TrQ( 3√2)/Q(

3
√
2) = 3

√
2 + −1+

√
−3

2
3
√
2 + −1−

√
−3

2
3
√
2 = 0,

NQ( 3√2)/Q(
3
√
2) = 3

√
2 · −1+

√
−3

2
3
√
2 · −1−

√
−3

2
3
√
2 = 2.

2.2 代数的整数

定義 23. 1. Q の部分体 K で Q 上有限次拡大となるものを 代数体 と呼ぶ. とくに
[K : Q] = n のとき n 次代数体と呼ぶ.

2. Z上整となる代数的数を代数的整数と呼び,代数的整数全体のなす集合を Zで表す.

3. K を代数体とする. このとき OK := K ∩ Z を K の 整数環 と呼ぶ.

定理 24. n 次代数体 K の整数環 OK は環になる. また階数 n の自由 Z 加群である.

例 25. 1. Q(
√
2) の整数環は Z[

√
2] = Z⊕

√
2Z.

2. Q(
√
5)の整数環は Z[1+

√
5

2
] = Z⊕ 1+

√
5

2
Z. 例えば 1+

√
5

2
はモニック多項式X2−X−1 ∈

Z[X] の根である.

定義 26. n 次代数体 K の整数環 OK の Z 加群としての基底を 整数基 と呼ぶ. K の整
数基 ω1, . . . , ωn と共役写像 σ1, . . . , σn を用いて, K の 判別式 が

DK := det


σ1(ω1) σ1(ω2) . . . σ1(ωn)
σ2(ω1) σ2(ω2) . . . σ2(ωn)

...
...

. . .
...

σn(ω1) σn(ω2) . . . σn(ωn)


2

と定義される.

例 27. 1. Q(
√
2) の整数基として 1,

√
2, 共役写像として σ+, σ− (σ±(x+ y

√
2) := x±

y
√
2) が取れる. よって判別式 DQ(

√
2) = det[ 1

√
2

1 −
√
2
]2 = 8.

2. Q(
√
5) の整数基として 1, 1+

√
5

2
, 共役写像として σ+, σ− (σ±(x+ y

√
5) := x± y

√
5)

が取れる. よって判別式 DQ(
√
5) = det[

1 1+
√
5

2

1 1−
√

5
2

]2 = 5.

定理 28 (ディリクレの単数定理). 代数体 K の整数環 OK の単数 ∈ EK := O×K のことを,
単に K の単数と呼ぶ. このとき以下の同型がある.

EK
∼= (Z/mZ)⊕ Zr.

ただし整数 m, r は以下のように定まる.
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• K に含まれる 1 の冪根全体のなす集合 µK := {x ∈ K | ∃n ∈ N s.t. xn = 1} は EK

の巡回部分群となる. この位数を m := |µK | とおく.

• |HomQ(K,C)| = [K : Q] である. このうち σ(K) ⊂ R となる σ ∈ HomQ(K,C) (実
埋め込み と呼ばれる) の個数を r1, σ(K) ̸⊂ R となる σ ∈ HomQ(K,C) (複素埋め
込み と呼ばれる) の個数を 2r2 とおく. このとき r := r1 + r2 − 1.

とくに
EK = µKϵ

Z
1 ϵ

Z
2 . . . ϵ

Z
r

を満たす K の単数 ϵ1, . . . , ϵr が存在し, K の 基本単数系 と呼ばれる.

証明の概略. 代数体 K の実埋め込み全体, 複素埋め込み全体はそれぞれ {σ1, . . . , σr1},
{σr1+1, σr1+1, . . . , σr1+r2 , σr1+r2} ([K : Q] = r1 + 2r2, σ は σ と複素共役写像の合成) の形
になる. これらを使って以下の準同型写像を定める.

Φ: EK → Rr1+r2 , x 7→ (log |σ1(x)|, . . . , log |σr1(x)|, log |σr1+1(x)|2, . . . , log |σr1+r2(x)|2).

x ∈ EK ⇒
∏

σ∈{σ1,...,σr1 ,σr1+1,σr1+1,...,σr1+r2 ,σr1+r2}
x = NK/Qx ∈ EQ = {±1} より Φ(EK) は

超平面 P := {(x1, . . . , xr1+r2) ∈ Rr1+r2 |
∑r1+r2

i=1 xi = 0} ∼= Rr1+r2−1 に含まれる. さらに
“kerΦ = µK”, “Φ(EK) ↪→ Rr1+r2−1 が離散で最大階数 (= r1 + r2 − 1 = r)” が言える.

例 29. Q(
√
2)に関して考える. µQ(

√
2) = {±1}であり,よってm = 2. HomQ(Q(

√
2),C) =

{σ+, σ−} (σ±(
√
2) := ±

√
2) であり, σ±(Q(

√
2)) = Q(

√
2) ⊂ R. よって r = r1 + r2 − 1 =

2 + 0− 1 = 1. ディリクレの単数定理は EQ(
√
2)
∼= (Z/2Z)⊕ Z を言う. 実際, 基本単数系

として 1 +
√
2 が取れて EQ(

√
2) = {±(1 +

√
2)n | n ∈ Z} となる.

2.3 代数体のイデアル

定義 30. K を代数体とする.

1. 整数環 OK のイデアルのうち, (0) 以外のものを K の 整イデアル と呼ぶ. また部
分集合 a ⊂ K で “∃α ∈ K s.t. αa は K の整イデアル” となるものを K の 分数イ
デアル と呼ぶ.

2. K の分数イデアル a, b に対し a+ b := {a+ b | a ∈ a, b ∈ b}, ab := {
∑k

i=1 ai + bi |
ai ∈ a, bi ∈ b, k ∈ N}, a−1 := {a ∈ K | aa ⊂ OK} とおく. これらは K の分数イデ
アルとなる.

定理 31. 代数体 K の整数環 OK は デデキント環 である. すなわち以下を満たす.

1. 整イデアルからなる集合は極大元を持つ.

2. OK は整閉である.

3. OK の素イデアルは極大イデアルである.

とくに任意の整イデアル (または分数イデアル) a は a =
∏k

i=1 p
ei
i の形に一意的に 素イデ

アル分解 される. ただし pi は素イデアルで, ei は 0 以上の整数 (または任意の整数). と
くに, 分数イデアル全体のなす集合 IK は, 素イデアルを生成系とする自由アーベル群で
ある.
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定義 32. 代数体 K の整イデアル a, b の素イデアル分解を a =
∏

p p
ep , b =

∏
p p

fp で表す.

1. a | b def⇔ ∀p, ep ≤ fp.

2. (a, b) :=
∏

p p
min{ep,fp}.

3. (a, b) = 1
def⇔ (a, b) = (1).

命題 33. 代数体 K の整イデアル a, b に対し

a | b ⇔ a ⊃ b.

定義 34. 代数体 K の整イデアル a を考える. このとき剰余環の位数 Na := |OK/a| を整
イデアル a の ノルム と呼ぶ.

命題 35. 代数体 K の整イデアル a, b を考える.

1. Na ∈ N.

2. Na = 1 ⇔ a = (1).

3. N(ab) = NaNb.

4. Na が素数 ⇒ a が素イデアル (逆は成り立たない).

5. 単項イデアル a = (α) (α ∈ OK) に対して Na = |NK/Qα|.

定理 36. 代数体 K の分数イデアル全体のなす群を IK , 単項分数イデアル全体のなす部
分群を PK := {(α) ∈ IK | α ∈ K×} とおく. このとき剰余群 IK/PK は イデアル類群 と
呼ばれ, 有限群となる. この位数 = |IK/PK | を 類数 と呼ぶ.

例 37. 有理数体 Q の整数環は, 有理整数環 Z である. Z は PID であるため IQ = PQ =
{(α) | α ∈ Q×}. とくに類数は 1. 整イデアルは (n) (n ∈ N) の形であり

(n) が素イデアル ⇔ (n) が極大イデアル ⇔ n が素数

となる. よって, 素因数分解 n = pe11 . . . perr と素イデアル分解 (n) = (p1)
e1 . . . (pr)

er は同
一視できる.

基本問題 38. Q(
√
−5) の整数環 Z[

√
−5] は UFD でない (∵ 6 = 2 ∗ 3 = (1+

√
−5) ∗ (1−√

−5)) 例として有名である (よって PID でもない). 単項イデアル (6) = 6Z[
√
−5] の素

イデアル分解は

(6) = (2, 1 +
√
−5)(2, 1−

√
−5)(3, 1 +

√
−5)(3, 1−

√
−5)

となることを確かめよ.

略解. 示すべきことは, 等式の成立と右辺の各項が素イデアルである事である. (2, 1 +√
−5)(2, 1 −

√
−5) = (4, 2 + 2

√
−5, 2 − 2

√
−5, 6) = (2), (3, 1 +

√
−5)(3, 1 −

√
−5) =

(9, 3 + 3
√
−5, 3− 3

√
−5, 6) = (3) より等式の成立が分かる. 例えば (2, 1 +

√
−5) が素イ

デアルである事を言うには ((2, 1 +
√
−5)(2, 1 −

√
−5) = (2) の両辺のノルムを考えるな

どして) N(2, 1 +
√
−5) = 2 言うか, 同型 Z/2Z ∼= Z[

√
−5]/(2, 1 +

√
−5) を構成すれば良

い..
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3 相対代数体

3.1 相対代数体

この小節では L/K は 相対代数体, すなわち Q ⊂ K ⊂ L ⊂ Q, [L : Q] < ∞ とする. K
のイデアルは小文字, L のイデアルは大文字で表す. K の分数イデアル a に対し

aOL := {
k∑

i=1

aioi | ai ∈ a, oi ∈ OL, k ∈ N}

は L の分数イデアルになる. これを a の L への 延長 とよび, しばしば a で略記され
る. 次に P を L の素イデアル (よって極大イデアル) とする. このとき自然な写像の合成
OK ↪→ OL ↠ OL/P は環の準同型写像なので, その核 p := P ∩ OK は K の整イデアル.
さらに準同型定理より剰余環 OK/p は体 OL/P の部分環とみなせるので p も K の素イ
デアル (よって極大イデアル) である. すなわち有限体の拡大

OK/p ⊂ OL/P

が得られる. この拡大次数 fP|p := [OL/P : OK/p] を 相対次数 と呼ぶ.

定義 39. L の分数イデアル A の素イデアル分解が A =
∏

Pni
i となるときに, 相対ノル

ム を
NL/KA :=

∏
pnifi
i

で定める. ただし pi := Pi ∩ OK , fi := fPi|pi とおいた.

命題 40. 1. L/K/F を代数体の拡大の列とするとき NK/F ◦NL/K = NL/F .

2. {σ1, . . . , σn} を L の K 共役写像全体とするときNL/KA =
∏n

i=1 σi(A). (正確には,

L の K 共役体全てを含む体 L̃ へ延長したとき, 両辺が一致する.)

K の素イデアル p を L に延長したものの素イデアル分解は p (正確には pOL) =∏g
i=1 P

ei
i の形にかける. このとき (ei > 0 となるような) Pi を p の上にある素イデアル

と呼び, 記号 Pi | p で表す. また ePi|p := ei を 分岐指数 と呼ぶ. すなわち上記の分解は

p =
∏
P|p

PeP|p

ともかける. 簡単な議論で P | p ⇔ P ∩ OK = p が言える.

定理 41. K の各素イデアル p に対し [L : K] =
∑
P|p

eP|pfP|p が成り立つ.

証明. 素イデアル p を L に延長したものの素イデアル分解の相対ノルムを考えると
NL/KpOL =

∏
P|pNL/KP

eP|p . p ⊂ K より K 上の共役写像 σ に対して σ(p) = p. よって
左辺 = p[L:K]OL̃. 右辺に相対次数の定義を代入して題意を得る.

命題 42. 相対代数体の列 L/K/F と, 各体の素イデアルで P | p | pF となるものに対し
て eP|pep|pF = eP|pF , fP|pfp|pF = fP|pF .
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例 43. 相対代数体 Q( 3
√
2)/Q を考える. Q( 3

√
2) の整数環は OQ( 3√2) = Z⊕ 3

√
2Z⊕ 3

√
2
2Z =

Z[ 3
√
2] となる. Q の素イデアル (2), (5), (7) の延長の素イデアル分解は, それぞれ

2Z[ 3
√
2] = P3

2, 5Z[ 3
√
2] = P5aP5b, 7Z[ 3

√
2] = P7

の形. ただし各素イデアルは

P2 = (2, [ 1 3√2 3√22 ]
[
0
1
0

]
) = (2,

3
√
2) = (

3
√
2),

P5a = (5, [ 1 3√2 3√22 ]
[
2
1
0

]
) = (5, 2 +

3
√
2), P5b = (5, [ 1 3√2 3√22 ]

[ −1
−2
1

]
) = (5,−1− 2

3
√
2 +

3
√
2
2
),

P7 = (7, [ 1 3√2 3√22 ]
[
7
0
0

]
) = (7, 7) = (7)

である. また, 相対次数と分岐指数は

eP2|(2) = 3, fP2|(2) = 1, eP5a|(5) = 1, fP5a|(5) = 1, eP5b|(5) = 1, fP5b|(5) = 2, eP7|(7) = 1, fP7|(7) = 3

である.

PARI/GP で検算:

gp > K=nfinit(x^3-2); K.zk

%1 = [1, x, x^2]

gp > L2=idealprimedec(K,2); #L2

%2 = 1

gp > P2=L2[1];

gp > P2.e

%3 = 3

gp > P2.f

%4 = 1

gp > P2.gen

%5 = [2, [0, 1, 0]~]

gp > L5=idealprimedec(K,5); #L5

%6 = 2

gp > P5a=L5[1]; P5b=L5[2];

gp > [P5a.e, P5a.f, P5a.gen]

%7 = [1, 1, [5, [2, 1, 0]~]]

gp > [P5b.e, P5b.f, P5b.gen]

%8 = [1, 2, [5, [-1, -2, 1]~]]

gp > L7=idealprimedec(K,7); #L7

%9 = 1

gp > P7=L7[1]; [P7.e, P7.f, P7.gen]

%10 = [1, 3, [7, [7, 0, 0]~]]

定義 44. K の素イデアル p の L での分解 p =
∏

P|p P
eP|p に関し, 以下の語句を使う.

1. P が分岐 ⇔ eP|p > 1, p が分岐 ⇔ ∃P | p s.t. eP|p > 1, P が不分岐 ⇔ eP|p = 1, p
が不分岐 ⇔ ∀P | p, eP|p > 1.
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2. p が完全分岐 ⇔ |{P | p}| = 1, eP|p = [L : K], fP|p = 1.

3. p が完全分解 ⇔ |{P | p}| = [L : K], ∀P | p, eP|p = 1, fP|p = 1.

定理 45 (デデキントの判定定理). 相対代数体 L/K の 共役差積 DL/K , 相対判別式 dL/K
を以下で定める: L の K 共役写像全体を σ1 := id, σ2, . . . , σn ∈ HomK(L,L) とおき, 写像
D をD : L→ L, α 7→

∏n
i=2(α− σi(α)) で定める. このとき

DL/K := (D(α) | α ∈ OL) (D(α) 達で生成されるイデアル), dL/K := NL/KDL/K .

以下が成り立つ.

1. P が分岐 ⇔ P | DL/K , p が分岐 ⇔ p | dL/K .

2. (P, eP|p) = 1 のとき PeP|p−1 ∥ DL/K , すなわちPeP|p−1 | DL/K かつ PeP|p ∤ DL/K .

3. (P, eP|p) ̸= 1 のとき PeP|p | DL/K .

命題 46. 相対代数体の列 L/K/F に対し DL/KDK/F = DL/F .

例 47. 相対代数体 Q( 3
√
2)/Q の共役差積 DQ( 3√2)/Q は

([ 1 3√2 3√22 ]
[
6
0
0

]
, [ 1 3√2 3√22 ]

[
0
6
0

]
, [ 1 3√2 3√22 ]

[
0
0
3

]
) = (6, 6

3
√
2, 3

3
√
2
2
) = (6, 3

3
√
2)

であり, この素イデアル分解は
DQ( 3√2)/Q = P2

2P
3
3

で与えられる. ただし P2 は先の例で与えたもので P3 は (3) の素イデアル分解に現れる
イデアル 3Z[ 3

√
2] = P3

3 であり, 具体的には

P3 = (3, [ 1 3√2 3√22 ]
[
1
1
0

]
) = (3, 1 +

3
√
2)

と書ける. よってデデキントの判別定理より P2,P3 以外の Q( 3
√
2) の素イデアルは,

Q( 3
√
2)/Q で不分岐であることが分かる.

PARI/GP で検算:

gp > K=nfinit(x^3-2); K.zk

%1 = [1, x, x^2]

gp > K.diff

%2 =

[6 0 0]

[0 6 0]

[0 0 3]

gp > idealfactor(K,K.diff)

%3 =

[ [2, [0, 1, 0]~, 3, 1, [0, 2, 0; 0, 0, 2; 1, 0, 0]] 2]

[[3, [1, 1, 0]~, 3, 1, [1, 2, -2; -1, 1, 2; 1, -1, 1]] 3]

命題 48. 2 ≤ n ∈ N を固定し, 代数体 K は 1 の n 乗根をすべて含むとする. α ∈ OK に
対して L := K( n

√
α) とおく. このとき p ∤ n, α ⇒ p は L/K で不分岐.
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3.2 ヒルベルトの理論

この小節では, 相対代数体 L/K は n 次ガロア拡大であると仮定し, G := Gal(L/K) とお
く. K の素イデアル p を固定し, その延長の素イデアル分解: pOL =

∏
P|p P

eP|p を思い出

そう. 一方で P0 | p を一つ固定すると
∏

σ∈G σ(P0) = NL/KP0
命題 40
= pfP0|pOL. これらを

見比べて P0 | p ⇒
∏

σ∈G σ(P0) =
∏

P|p P
eP|pfP0|p を得る. とくに

“p の上の素イデアル全体” = {σ(P0) | σ ∈ G}, p の上の素イデアル P に対し fP|p は一定

が分かる. さらに Pe | pOL ⇔ σ(P)e | σ(pOL) = pOL より

p の上の素イデアル P に対し eP|p は一定

も分かる. 以上より ep := eP|p, fp := fP|p はP | p の選び方によらずに定まり
p = (P1P2 . . .Pgp)

ep , n = epfpgp

となっている. さらに ep, fp, gp は, 以下のようにガロア群 G の言葉で表現できる.

定理 49. K/F を有限体の m 次拡大とする. このとき以下が成り立つ.

1. |F| = pr, |K| = pmr (p は素数, r ∈ N) の形になる.

2. K/F は巡回拡大となり, ガロア群の生成元は pr 乗フロベニウス写像 σpr : K → K,
a 7→ ap

r
で与えられる: Gal(K/F) =< σpr >= {id, σpr , σ2

pr , . . . , σ
m−1
pr }.

定理 50. 代数体の n 次ガロア拡大 L/K の素イデアル P | p をとる. G := Gal(L/K) の
部分群 DP (分解群), IP (惰性群)を以下で定める.

DP := {σ ∈ G | σ(P) = P},
IP := {σ ∈ DP | ∀α ∈ OL, σ(α) ≡ α mod P}.

また, ガロア理論により, 分解群, 惰性群に対応する中間体 K ⊂ LDP ⊂ LIP ⊂ L をそれ
ぞれ 分解体, 惰性体 とよぶ. このとき p の延長の素イデアル分解は

p = (P1P2 . . .Pgp)
ep , ep = |IP| = [L : LIP ], fp = |DP/IP| = [LIP : LDP ], n = epfpgp

の形である. とくに p が不分岐 ⇔ Ip = {id}, p が完全分解 ⇔ Dp = {id}.
証明の概略. G の “p の上の素イデアル全体” への作用は推移的であり, 固定部分群 GP

は DP と一致する. よって gp = | “p の上の素イデアル全体” | = |G/DP| = n/|DP|. また
上での議論より n = epfpgp だったので |DP| = epfp を得る. 次に写像

DP → Gal((OL/P)/(OK/p)), σ 7→ [σ : α mod P 7→ σ(α) mod P]

を考える. DP の定義より well-defined で, IP を核に持つ準同型写像である. 実は全射性
も示せ, 準同型定理により fP = |Gal((OL/P)/(OK/p))| = |DP/IP| を得る.

定義 51. 準同型写像 DP → Gal((OL/P)/(OK/p))で Gal((OL/P)/(OK/p))の生成元 (=

Np 乗フロベニウス写像) へ移る元を P のフロベニウス写像 と呼び, 記号
(

L/K
P

)
で表す.

例 52. Q(ζm)/Q (ζm := exp(2π
√
−1

m
))はアーベル拡大で, G := Gal(Q(ζm)/Q) = {σa : ζm 7→

ζam | 1 ≤ a ≤ m, (a,m) = 1} ∼= (Z/mZ)× である. 素数 p の上にある Q(ζm) の素イデ
アル P に対し, IP = {σa ∈ G | a ≡ 1 mod m0}, DP = {σa ∈ G | ∃k = 0, 1, 2, . . .
s.t. a ≡ pk mod m0} となる. ただし m0 は m = prm0, (p,m0) = 1 を満たす自然数.

a ≡ p mod m0 となる a に対し
(

Q(ζm)/Q
P

)
= σa で, p | m ならこれは複数個ある.
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4 付値体

4.1 体の付値

定義 53. K を体とする. 以下の 1,2,3 (1,2,3a) を満たす写像 v : K → R を 非アルキメデ
ス的付値 (またはアルキメデス的付値) と呼ぶ.

1. v(x) ≥ 0 (∀x ∈ K). v(x) = 0 ⇔ x = 0.

2. v(xy) = v(x)v(y) (∀x, y ∈ K).

3. v(x+ y) ≤ max{v(x), v(y)} (∀x, y ∈ K).

3a. (3 を満たさず, かつ) ∃C > 1 s.t. v(x+ y) ≤ Cmax{v(x), v(y)} (∀x, y ∈ K).

命題 54. v が非アルキメデス的付値なら v(x) < v(y) ⇒ v(x+ y) = v(y).

例 55. 1. C の部分体 K において v(x) := |x| =
√
xx とおいたものは (3a で C = 2 と

した) アルキメデス的付値である.

2. p を素数とする. Q× の元を x = pr n
d
(r, n ∈ Z, d ∈ N, (p, nd) = 1) と表す. このと

き v(x) := p−r (v(0) := 0) とおいたものは非アルキメデス的付値である. この v を
| |p で表し p 進付値 と呼ぶ.

3. 代数体 K の元 x ̸= 0で生成される単項分数イデアルの素イデアル分解 (x) =
∏

p p
ep

を考える. 素イデアル p を固定して v(x) := Np−ep (v(0) := 0) とおいたものは非ア
ルキメデス的付値である. この v を | |p で表し p 進付値 と呼ぶ.

命題 56. K を体, v を非アルキメデス的付値とする.

1. R := {x ∈ K | v(x) ≤ 1} は K の部分環となり 付値環 と呼ばれる.

2. P := {x ∈ K | v(x) < 1} は R のただ一つの極大イデアルとなり 付値イデアル と
呼ばれる. よって R は 局所環 である. とくに R× = R− P = {x ∈ K | v(x) = 1}.

3. R が DVR (離散付値環)
def⇔ P が単項イデアル ⇔ v(K×) ∼= Z. このとき P の生成

元 π (P = (π)) を 一意化元, または 素元 と呼ぶ. R が DVR であれば K× の元 x
は

x = πru r ∈ Z, u ∈ R×

の形に一意的に書ける. ordP (x) := r (ordP (0) := ∞)を P 位数と呼ぶ. ordP : K →
Z ∪ {∞} は付値の定義と対応する以下の性質を満たす: ordP (x) = ∞ ⇔ x = 0,
ordP (xy) = ordP (x) + ordP (y), ordP (x+ y) ≥ min{ordP (x), ordP (y)}.

例 57. 代数体 K とその素イデアル p を固定する. このとき p 進付値の付値環

(OK)(p) := {x ∈ K | |x|p ≤ 1}

は整数環 OK の素イデアル p による 局所化 と一致し OK より真に大きい. また DVR で
ある. 実際, 任意の元 π ∈ p− p2 をとってくると付値イデアルの生成元となる:

p(OK)(p) := π(OK)(p) = {x ∈ K | |x|p = 1}.

例えば K = Q, p = (2) とすれば Z ⊊ Z(2) = {n
d
∈ Q | n ∈ Z, d ∈ N− 2N} ∋ 1

3
.
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定理 58. 代数体 K の付値全体のなす集合には, 同値関係 v ∼ v′ ⇔ {x ∈ K | v(x) < 1} =
{x ∈ K | v′(x) < 1} が定まり, 完全代表系として以下のもの (正規付値) たちが取れる.

1. K の実埋め込み σ に対して v(x) := |σ(x)| (r1 個).

2. K の複素埋め込み σ に対して v(x) := |σ(x)|2. ただし σ と σ (複素共役写像との合
成) は同じ付値を与えるのでどちらか一つ選ぶ (r2 個).

3. K の素イデアル p に対して v(x) := |x|p (p 進付値).

付値の同値類は K の素点 と呼ばれ, R,C への埋め込み, 素イデアルのいずれかと同一視
される. それぞれ 実素点, 複素素点 (二つ合わせて 無限素点), 有限素点 と呼ぶ.

4.2 完備体, 完備化

付値体 (K, v) には以下の二つで同じ位相が定義され, 位相体 (演算が連続写像) となる.

1. {U(a, ϵ) := {x ∈ K | v(x− a) < ϵ} | a ∈ K, ϵ > 0} を開基とする位相.

2. vc(x) := v(x)c (c > 0) は v と同値な付値になる. また, ある c に対して vc は三角不
等式を満たし, 距離関数となる. この vc による距離位相.

定義 59. 付値体 K, v は上記の 2 により距離空間とみなせ, 収束 と コーシー列 が定義さ
れる. 任意のコーシー列が K の元に収束するとき, K は 完備 である, という.

命題 60. v が完備な非アルキメデス的付値なら, {an}が収束⇔ limn→∞ v(an+1−an) = 0.

証明. 非アルキメデス的付値は三角不等式を満たすので, K に入る位相は v による距
離位相である. よって距離位相の一般論より ⇒ が従う. また完備なので ⇐ を言う
には {an} がコーシー列である事を言えば良い. 実際 m > n に対して v(am − an) =
v((am−an+1)+(an+1−an)) ≤ max{v(am−an+1), v(an+1−an)} ≤ · · · ≤ max{v(ak+1−ak) |
k = n, n+ 1, . . . ,m− 1} → 0 (n→ ∞).

定理 61. (K, v) 及び (K̂, v̂) はそれぞれ付値体とする. K ⊂ K̂ が体の拡大で (または単射
準同型 K ↪→ K̂ が存在して) v̂ の制限が v と一致し,かつ K (の像) が K̂ で稠密である
とき, K̂ は K の 完備化 であるという. 任意の付値体に対し, その完備化が同型を除いて
一意に存在する. K の v による完備化を Kv で表す. (Kv の付値は同じ記号 v を使う.)

補題 62 (ヘンゼルの補題). (K, v) を完備な非アルキメデス的付値体, R,P をその付値環,
付値イデアルとする. 多項式 f(X), g(X) ∈ R[X]に対し f(X) mod P := f(X)の各係数を
modP で考えたもの ∈ (R/P )[X], f(X) ≡ g(X) mod P ⇔ f(X) mod P = g(X) mod P ,
f(X) が原始的 ⇔ f(X) ̸≡ 0 mod P と定める. f(X), g0(X), h0(X) ∈ R[X] が

f(X) ≡ g0(X)h0(X) mod P , f(X) は原始的, g0(X) mod P, h0(X) mod P は互いに素

を満たせば ∃g(X), h(X) ∈ R[X] s.t.

f(X) = g(X)h(X), g(X) ≡ g0(X), h(X) ≡ h0(X) mod P, deg g(X) = deg g0(X).

例 63. 1. 代数体の実素点, 複素素点に関する完備化は実数体, 複素数体である.
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2. Q の p 進付値に関する完備化は p 進数体 Qp := {
∑∞

n=N0
anp

n | N0 ∈ Z, an ∈
{0, 1, . . . , p−1}}で,その付値環は p進整数環 Zp := {

∑∞
n=0 anp

n | an ∈ {0, 1, . . . , p−
1}}, 付値イデアルは (p) := pZp = {

∑∞
n=1 anp

n | an ∈ {0, 1, . . . , p− 1}} となる.

3. ヘンゼルの補題より “Q7 ∋
√
2”が分かる. 実際X2−2 ≡ (X+3)(X−3) mod (7)より

∃g(X), h(X) ∈ Z7[X] s.t.X2−2 = g(X)h(X), g(X) ≡ X+1 mod (7), deg g(X) = 1.
よって g(X) = aX + b (a, b ∈ Z7, a, b ≡ mod(7)) でその根 −b/a ∈ Q7 は X2− 2 の
根 ±

√
2 のどちらか. 同様に X2 + 1 ≡ (X + 2)(X − 2) mod (5) より “Q5 ∋

√
−1”.

PARI/GP で検算:

(10:13) gp > f=x^2-2;

(10:13) gp > GH=factorpadic(f,7,6)

%2 =

[(1 + O(7^6))*x + (3 + 7 + 2*7^2 + 6*7^3 + 7^4 + 2*7^5 + O(7^6)) 1]

[ (1 + O(7^6))*x + (4 + 5*7 + 4*7^2 + 5*7^4 + 4*7^5 + O(7^6)) 1]

(10:13) gp > G=GH[1,1]

%3 = (1 + O(7^6))*x + (3 + 7 + 2*7^2 + 6*7^3 + 7^4 + 2*7^5 + O(7^6))

(10:14) gp > b=polcoeff(G,0,x)

%4 = 3 + 7 + 2*7^2 + 6*7^3 + 7^4 + 2*7^5 + O(7^6)

(10:14) gp > b^2

%5 = 2 + O(7^6)

4. 代数体K の素イデアル pに対し,剰余環OK/pの完全代表系 S ⊂ OK と元 π ∈ p−p2

を選ぶ. K の | |p に関する完備化はKp := {
∑∞

n=N0
anπ

n | N0 ∈ Z, an ∈ S}.

4.3 付値の延長

定義 64. 体の拡大 K ⊂ K ′ と, それぞれの付値 v, v′ が v′|K = v を満たすとき, 付値の延
長 と呼ぶ. (完備化は付値の延長でもある.)

例 65. 1. R ⊂ C で通常の絶対値を考えたものは付値の延長である.

2. 相対代数体 L/K の素イデアル P | p に対し | |
1

eP|pfP|p
P は | |p の延長を与える.

定理 66. 完備な非アルキメデス的付値体 (K, v) と体の有限次拡大 K ⊂ K ′ に対し, v の
K ′ への延長 v′ がただ一つ存在する. v′ も完備非アルキメデス付値となる. また v が離散
的であれば v′ も離散的である. (延長した付値も元と同じ記号で表す. すなわち v := v′.)

証明の概略. v′(ξ) := v(NK′/K(ξ))
1

[K′:K] が題意を満たす.

定理 67. アルキメデス的付値体 K, v を考える. このとき単射準同型写像 ι : K ↪→ C と定
数 c > 0 が存在し v(x) = |ι(x)|c (∀x ∈ K) を満たす. とくに, v を同値な付値 v

1
c に取り

なおせば K ↪→ C は付値の延長であり, K の完備化は R または C となる.

命題 68. 完備非アルキメデス的付値体 (K, v) とその延長 (K ′, v) ([K ′ : K] <∞) を考え,
それぞれの付値環を R,R′ とおく. このとき R′ は R の K ′ における整閉包となる. さら
に R が DVR なら R′ は階数 [K ′ : K] の自由 R 加群になる.
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命題 69. 離散付値体 K, v とその完備化 Kv を考え, それぞれの付値環, 付値イデアルを
R,Rv および P, Pv で表す.

1. Kv も離散的で, とくに Rv は DVR. さらに P の生成元 (すなわち ordP (π) = 1 と
なる元 π) は Pv の生成元にもなる.

2. 自然な単射 R ↪→ Rv より同型 R/P n ∼= Rv/P
n
v (∀n ∈ N) が導かれる.

証明の概略. 1. v(K×) ⊃ v(K×v ) を言えばよい. 完備化の定義より ∀a ∈ K×v , ∃{an}
(an ∈ K) s.t. lim an = a. とくに {an} が収束するので {v(an)} = {Ckn} も R の元に収
束する. ここで P の一意化元 π に対して C := v(π) > 0, kn := ordP (an) ∈ Z とおいた.
{Ckn} の形の数列が収束するには kn → ∞ か ∃N ∈ N s.t. n ≥ N で kn が一定, のどち
らか. 前者は a ̸= 0 に矛盾で, 後者より v(a) = lim v(an) = v(aN) ∈ v(K×) を得る.
2. P の生成元 π に対し P n = {x ∈ R | v(x) ≤ v(π)n}. Rv でも同様. よって ker[R →
Rv/P

n
v ] = R ∩ P n

v = {x ∈ R | v(x) ≤ v(π)n} = P n. 全射は R ↪→ Rv が稠密より.

定理 70. K, v を非アルキメデス的付値体, Kv を K の完備化, Kv を Kv の代数閉包,
K ⊂ L を有限次拡大とする.

1. v の Kv への拡張 v が一意に定まる. また Hom(L,Kv) に同値関係 ϕ ∼ ψ ⇔
“ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(L) → ψ(L) が同相写像” が定まる. このとき

Hom(L,Kv)/ ∼ → { v の L への延長 }, [ϕ] 7→ vϕ (vϕ(α) := v(ϕ(α))

は一対一対応を与える. L の vϕ での完備化は ϕ : L ↪→ ϕ(L)Kv (合成体) となる.

2. L/K が分離拡大とする. v の L への延長全体を w1, . . . , wg とおけば [L : K] =∑g
i=1[Lwi

: Kv], NL/K(α) =
∏g

i=1NLwi/Kv(α), TL/K(α) =
∑g

i=1 TLwi/Kv(α).

証明の概略. 1 で K の付値 v の L への任意の延長 w が vϕ の形で書けることを見る. 完
備化 Lw を考えると体の拡大の列 K ⊂ L ⊂ Lw を得る. K の Lw 内での (位相的な意味で
の)閉包 K̂ は完備になり, したがって K の完備化を与える: K̂ = Kv. とくに Kv, L ⊂ Lw

なので, 合成体 LKv ⊂ Lw が well-defined. さらに LKv = Lw が以下の議論で言える:
[LKv : Kv] ≤ [L : K] < ∞ と定理 66 より LKv は完備. 一方で K ⊂ Kv が稠密より
L ⊂ LKv も稠密であることが言える. よって LKv も L の完備化の定義を満たすので, 完
備化の一意性より従う. よって Lw = LKv は Kv の有限次拡大だから代数拡大. とくに代
数閉包 Kv への埋め込み ϕ が存在し, 定理 66 の一意性より w = vϕ となる.

例 71. 1. Q の p 進付値は離散的で, その完備化 Qp も離散的. ともに付値イデアルの
生成元は p であり, Zp/p

mZp = {
∑∞

n=0 anp
n | an ∈ {0, 1, . . . , p− 1}}/{

∑∞
n=m anp

n |
an ∈ {0, 1, . . . , p− 1}} = {[

∑m−1
n=0 anp

n] | an ∈ {0, 1, . . . , p− 1}} = Z/pmZ.

2. Q の 5 進付値 | |5 の Q( 3
√
2) への拡張を考える. Q5[X] で X3 − 2 は 1 次式

X + a と既約 2 次式 X + bX + c (a, b, c ∈ Z5) の積に分解する (∵ X3 − 2 ≡ (X +
2)(X2 + 3X + 4) mod (5)). よって Hom(Q( 3

√
2),Q5) = {ϕ1, ϕ2, ϕ3}, ϕ1(

3
√
2) = −a,

ϕ2(
3
√
2) = −b+

√
b2−4c
2

, ϕ3(
3
√
2) = −b−

√
b2−4c
2

. それぞれに対応する付値は vi(x+ y 3
√
2+

z 3
√
2
2
) := |x+ yϕi(

3
√
2) + zϕi(

3
√
2)2|5 (x, y, z ∈ Q) で与えらえて, その付値での完備

化は Q( 3
√
2)vi = ϕi(Q( 3

√
2))Q5 = Q5(ϕi(

3
√
2)) =

{
Q5 (i = 1)

Q5(
√
b2 − 4c) (i = 2, 3)

である.

なお ϕ2 ∼ ϕ3 であり, v2, v3 は同じ付値である.
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5 局所体

5.1 局所体の構造

定義 72. 完備離散付値体 (K, v) の付値環, 付値イデアルを R,P とおく. 剰余体 R/P が
有限体であるとき K は 局所体 と呼ばれる. 局所体には以下の二種類しかないことが示
せる. 剰余体 R/P の位数を pf とおく.

1. K の標数が p のとき, K ∼= R/P ((X)) (体 R/P 係数のローラン級数体).

2. K の標数が 0 のとき, K は Qp の有限次拡大 (と同型).

命題 73. K を局所体とし, その剰余体 R/P の位数を q とおく. このときK は Xq −X
の相異なる q 個の根 {0, ζ, ζ2, . . . , ζq−1 = 1} を含み, これらは R/P の完全代表系となる.

証明の概略. Xq −X mod P は R/P に q 個の解を持ち, 重根を持たない (∵ 命題 86-1).
すなわち互いに素な q 個の一次式の積になり, ヘンゼルの補題が使える.

補題 74 (クラスナーの補題). 完備非アルキメデス的付値体 (K, v) とその代数閉包 K を
とる. v を K まで延長しておく. α, β ∈ K が

α は K(β) 上分離的, かつ ∀σ ∈ Hom(K(α), K)− {id}, v(β − α) < v(σ(α)− α)

を満たすとき α ∈ K(β).

定理 75. 有限次拡大K/Qpに対し ∃E/Q, ∃P | (p) s.t [K : Qp] = [E : Q],K = EQp = EP.

証明. K = Qp(θ) とし, θ の最小多項式 f(X) を考える. θ を p 冪倍して θ ∈ OK とで
きるので f(X) ∈ Zp[X] としてよい. Z ⊂ Zp は稠密なので ∀m ∈ N, ∃g(X) ∈ Z[X]
s.t. f(X)− g(X) ≡ 0 mod (pm). f(X) のすべての根を θ1 = θ, θ2, . . . , θn とおき, |pm|p <
min{|θi−θj|p | i ̸= j}n となる mに対して g(X)をとる. このとき g(X)の根を α1, . . . , αn

とすると g(X) =
∏

i(X − αi) だから∏
i

|θ − αi|p = |g(θ)|p = |g(θ)− f(θ)|p ≤ |pm|p < min{|θi − θj|p | i ̸= j}n.

よって ∃i s.t. |θ − αi|p < min{|θi − θj|p | i ̸= j}. この i = 1 と番号を付け替える. 同様に

|θi − αi|p < min{|θi − θj|p | i ̸= j} (i = 1, 2, . . . , n).

が言える. よって i ̸= j なら |αi−αj|p = |(αi−θi)+(θi−θj)+(θj−αj)|p
命題 54
= |θi−θj|p ̸= 0.

(とくに αi ̸= αj で番号の重複もなかったことが分かる.) さらに |θ−α1|p < min{|θi−θj|p |
i ̸= j} ≤ |α1 − αi|p (i ̸= 1) によりクラスナーの補題が使え α1 ∈ Qp(θ), θ ∈ Qp(α1). よっ
て E = Q(α1) に対し EQp = Qp(α) = Qp(θ) = K.

定理 76. 局所体 K の付値環, 付値イデアルを R,P とする. このとき 逆極限

lim
←
R/P n := {(an) ∈

∏
n∈N

R/P n | an+1 mod P n = an (n ∈ N)}

に直積空間
∏

n∈NR/P
n の相対位相を入れると, 位相環として R ∼= lim↔R/P

n. とくに
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1. R,R× はコンパクト, K,K× は局所コンパクト. ともに全不連結.

2. P n は K の開かつコンパクトな部分群になり 0 ∈ K の基本近傍系を与える.

3. U := R× = R− P および U (n) := 1 + P n は K× の開かつコンパクトな部分群にな
り 1 ∈ K× の基本近傍系を与える.

例 77. Zp
∼= lim← Z/pnZ,

∑∞
k=0 akp

k 7→ (
∑n−1

k=0 akp
k mod pn)n (0 ≤ ak ≤ p − 1). 例え

ば
√
2 = 3 + 7 + 2 ∗ 72 + 6 ∗ 73 + 74 + 2 ∗ 75 + · · · ∈ Z7 は (3 mod 7, 10 mod 72, 108 mod

73, 2166 mod 74, 4567 mod 75, 38181 mod 76, . . . ) と対応する.

定理 78. 標数 0 の局所体 K の付値環, 付値イデアルを R,P とする. K/Qp は有限次拡
大と考えてよい. e := eK/Qp := ordP (p) とおく. このとき expx :=

∑∞
n=0

xn

n!
, log(1+ y) :=∑∞

n=1(−1)n−1 y
n

n
は, ordP (x) >

e
p−1 , y ∈ P で収束する. とくに e

p−1 < n ∈ N に対し

exp: P n ∼= U (n), log : U (n) ∼= P n

は, 互いに逆な位相群としての同型である.

例 79. K = Q3 なら e = 1, e
p−1 = 1

2
< 1. よって exp: 3Z3

∼= 1+3Z3, log : 1+ 3Z3
∼= 3Z3.

PARI/GP で検算:

gp > y=6+O(3^12)

%1 = 2*3 + O(3^12)

gp > x=log(1+y)

%2 = 2*3 + 2*3^3 + 2*3^4 + 3^6 + 3^8 + 3^9 + 2*3^10 + 2*3^11 + O(3^12)

gp > exp(x)

%3 = 1 + 2*3 + O(3^12)

gp > x=log(1+y)/2

%4 = 3 + 3^3 + 3^4 + 2*3^6 + 3^7 + 2*3^9 + 2*3^10 + 2*3^11 + O(3^12)

gp > z=exp(x)

%5 = 1 + 3 + 3^2 + 2*3^4 + 2*3^7 + 3^8 + 3^9 + 2*3^10 + O(3^12)

gp > z^2

%6 = 1 + 2*3 + O(3^12)

系 80. 標数 0 の局所体 K を考える. n ∈ N に対して e
p−1 + e · ordP (n) < ν ∈ N をとれ

ば U (ν) ⊂ (K×)n := {xn | x ∈ K×}.

証明の概略. α ∈ U (ν) に対し β := exp( 1
n
logα) とおけば βn = exp(logα) = α.

命題 81. 標数 0 の局所体 K に対し, F := R/P , µ∞(K
×), µp∞(U (1)) の位数をそれぞれ

q = pf ,m, pk とおく. ただし群 G に対して µn(G) := {g ∈ G | gn = 1G}, µ∞(G) :=
∪n∈Nµn(G), µp∞(G) := ∪n∈Nµpn(G) とおいた. 命題 73 により, U には位数 q − 1 の巡回
群 µq−1 := µq−1(K

×) が含まれている.

1. K× = πZ × U ∼= Z× U . ただし πZ は P の生成元 π が乗法で生成する巡回群.

2. U = µq−1 × U (1), U/U (1) ∼= µq−1 ∼= F×, P n/P n+1 ∼= F.
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3. ker[log : U (1) → K] = µp∞(U (1)).

4. [K : Qp] = n のとき U ∼= Z/mZ⊕ Zn
p , U

(1) ∼= Z/pkZ⊕ Zn
p .

5. l ∈ N に対し [U : U l] = |µl(K
×)|

|l|P
, [K× : (K×)l] = l |µl(K

×)|
|l|P

. ただし 正規付値 | |P を
|x|P := p−f ·ordP (x) で定める.

5.2 相対局所体

定理 82. K を局所体, L/K を有限次拡大とすると L も局所体となる. (このとき L/K
を 相対局所体 と呼ぶ.) それぞれの付値環, 付値イデアル, 付値イデアルの生成元, 剰余体
を RK , PK , πK ,FK := RK/PK のように表す. このとき相対次数 f := fL/K = [FL : FK ],
分岐指数 e := eL/K = ordPL

(πK) に対して [L : K] = ef .

証明の概略. RL/P
e
L = RL/πKPL

命題 68∼= (RK/πKPK)
[L:K] の両辺の位数を計算する.

以下の結果の一部は, 次節で “群コホモロジー” を導入した上で改めて補足する.

定理 83. L/K を相対局所体で巡回拡大となるものとし G := Gal(L/K) とおく.

1. [L : K] = [K× : NL/KL
×].

2. L の単数群 UL の エルブラン商 h(G,UL) = 1.

系 84. L/K を相対局所体でガロア拡大となるものとし G := Gal(L/K) とおく.

1. L/K が巡回拡大のとき |H0(G,UL)| = [UK : NL/KUL] = e.

2. L/K がアーベル拡大のとき [K× : NL/KL
×] | [L : K], [K× : NL/KL

×] ≤ [L : K].

証明. 1. 上の二つの定理と [K× : NL/KL
×] = [K× : UKNL/KL

×][UKNL/KL
× : NL/KL

×],
UKNL/KL

×/NL/KL
× ∼= UK/NL/KL

× ∩UK = UK/NL/KUL より [K× : UKNL/KL
×] = f を

言えば良い. これは命題 81-1 と NL/KπL ∈ πf
KUK より従う.

2. 上の定理より巡回拡大で成立するから “L/M , M/K で成立 ⇒ L/K 成立” を言えば
良い. 実際 [L : K] = [L : M ][M : K], [K× : NL/KL

×] = [K× : NL/MM
×][NL/MM

× :
NL/KL

×], [NL/MM
× : NL/KL

×] = [NL/MM
× : NM/KNL/ML

×] | [M× : NL/ML
×] より

[K× : NM/KM
×] | [M : K], [M× : NL/ML

×] | [L :M ] ⇒ [K× : NL/KL
×] | [L : K].

注意 85. “局所類対論” の主張は上記の結果を強めたものである. すなわち L/K が局所
体のアーベル拡大のとき, 明示的な同型 K×/NL/KL

× ∼= Gal(L/K) が与えられる.

5.3 局所体の不分岐拡大

命題 86. F を有限体とし, その位数を q := |F|, 代数閉包を F とおく.

1. F = {x ∈ F | xq − x = 0}.

2. n ∈ N に対し F の n 次拡大 Fqn (で F の部分体となるもの) がただ一つ存在する.
実際 Fqn = {x ∈ F | xqn − x = 0}.

22



3. Fqn/F は巡回拡大であり, ガロア群の生成元は q 乗フロベニウス写像 σq : x 7→ xq.

4. F = ∪n∈NFqn . よって F/F はアーベル拡大であり (位相群として) Gal(F/F) ∼= Ẑ,
σq 7→ 1. ここで Ẑ := lim← Z/nZ := {(an mod nZ)n∈N ∈

∏
n∈N Z/nZ | ∀m,n ∈ N,

amn mod nZ = an mod nZ} とする.

証明の概略. 2,3,4 は 1 より直ちに従う.
1. |F×| = q − 1 とラグランジュの定理より F× ⊂ {x ∈ F | xq−1 − 1 = 0}. よって
F ⊂ {x ∈ F | xq − x = 0}. 一方で |{x ∈ F | xq − x = 0}| ≤ deg xq − x = q = |F|.
定理 87. K を局所体, Ks をその分離閉包 (標数 0 なら Ks = K) とする. K の剰余体を
F, その位数を q とおく.

1. f ∈ N に対し K の f 次不分岐拡大 Kf (で Ks の部分体となるもの) がただ一つ存

在する. (不分岐 def⇔ eKf/K = 1.) Kf の剰余体の位数は qf なので Fqf と表記する.
このとき自然な同型

Gal(Kf/K) ∼= Gal(Fqf/F), σ 7→ σ (σ(x mod PKf
) := σ(x) mod PKf

)

が存在する. とくに, 局所体の有限次不分岐拡大は巡回拡大である.

2. K の有限次不分岐拡大全ての合成体を Kur とおく. このとき Gal(Kur/K) には以
下で特徴付けられる元 σ が含まれる.

L/K が有限次不分岐拡大なら ∀α ∈ RL, σ(α) ≡ αq mod PL.

この σ は フロベニウス写像 と呼ばれる. また自然な同型

Gal(Kur/K) ∼= Gal(F/F) ∼= Ẑ, σ 7→ σq 7→ 1

が存在する.

証明の概略. 2 は 1 より直ちに従う.
Kf の存在. 命題 86 で存在が保証されている F の f 次拡大体を F(α) とおく. α の最小
多項式 g ∈ F[X] は f 次既約. F = RK/PK より ∃g ∈ RK [X] s.t. g mod PK = g. とくに
g も f 次既約 (かつモニックとしても良い). この根の一つを β とおくとKf := K(β) が
題意を満たす. 実際, 命題 68 より β ∈ RKf

であり β := β mod PKf
は g の根. よって

f = deg g = [F(β) : F] ≤ [RKf
/PKf

: F] = fKf/K

定理 82

≤ [Kf : K] = f . (示すべきことは “

不分岐性 eKf/K = 1”
定理 82⇔ fKf/K = f であった.)

Kf の一意性. K の f 次不分岐拡大 L は K 上の Xqf − X の最小分解体 M と一致
することを言えば良い. 定理 82 より [RL/PL : F] = [L : K] = f である. とくに
|RL/PL| = qf . よって命題 73 より M ⊂ L, RL/PL = {x mod PL | x は Xqf − X の
根 }. 一方で RM ⊃ {x | x は Xqf − X の根 } だから RM/PM = RL/PL. よって

f = [L : K] ≥ [M : K]
定理 82

≥ [RM/PM : F] = [RL/PL : F]
eL/K=1, 定理 82

= f .

例 88. K = Qp のとき, Qur
p = ∪p∤m∈NQp(ζm) (ζm は 1 の原始 m 乗根). またフロベニウ

ス写像 σ ∈ Gal(∪p∤m∈NQp(ζm)/Qp) は σ(ζm) := ζpm で与えられる. なお [K : Qp] < ∞ な
ら Kur = KQur

p = ∪p∤m∈NKp(ζm).
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6 代数体・局所体の補足

6.1 代数体と局所体の対応

K を代数体とし, その整数環 O の素イデアル p (̸= (0)) を一つ固定する. このとき p 進付
値 |x|p := Np−ordp(x) が定まる. この付値に関する付値環は p による局所化 O(p) = {x/y ∈
K | x, y ∈ OK , y /∈ p} と一致し, とくに DVR である. よって付値イデアルは単項イデア
ルとなる: ordp(π) = 1 なら pO(p) = πO(p). 次に K の p 進付値による完備化 Kp を考え
る. これは局所体になり, この付値環は O, O(p) の (位相的な) 閉包 = Ô = Ô(p) となる.

また付値イデアルは p, pO(p) の閉包であり, 単項イデアル = πÔ である. まとめると

K ⊃ 整数環 O ⊃ 素イデアル p 注. p が単項イデアルとは限らない
|| ∩ ∩ 以下 π ∈ p− p2 を fix
K ⊃ 付値環 O(p) ⊃ 付値イデアル πO(p)

∩ ∩ ∩ ↑ は可算濃度, ↓ は連続濃度, 完備
Kp ⊃ 付値環 Ô ⊃ 付値イデアル πÔ

命題 89. 上の記号で πÔ ∩ O = p となる. とくに O/pn ∼= Ô/πnÔ.

命題 90. 相対代数体 L/K の各素イデアル P | p をとると, それぞれの完備化 LP/Kp は
相対局所体となり

eLP/Kp = eP|p, fLP/Kp = fP|p.

さらに L/K がガロア拡大なら LP/Kp もガロア拡大で

Gal(LP/Kp) ∼= DP (分解群) ⊂ Gal(L/K).

証明の概略. LP = LKp となるので, ガロア理論より Gal(LP/Kp) ↪→ Gal(L/K), σ 7→
σ|L. さらに σ ∈ Gal(L/K) に対し σ ∈ Gal(LP/Kp)

ガロア理論⇔ σ|Kp = id
σ|K=id⇔ σ が連続

P={x∈OL||x|P<1}
⇔ σ(P) = P.

p 進付値 |x|p := Np−ordp(x) のことを “有限素点 p の 正規付値” とも呼ぶ. 無限素点に
対しての正規付値は, 実素点 σ : K → R に対して |x|σ := |σ(x)|, 複素素点 σ : K → C に
対して |x|σ := |σ(x)|2 と定義する.

定理 91. 代数体 K の素点全体のなす集合を SK で表す. すなわち

SK = {σ : K → C} ∪ {σ : K → C, σ(K) ⊊ R}/∼ ∪{p ⊂ O : 素イデアル, ̸= (0)},

である. ただし σ ∼ σ (σ と複素共役写像の合成) とする. このとき 正規付値の積公式

∀a ∈ K×,
∏
v∈SK

|α|v = 1

が成り立つ.

例 92. K = Q のとき SQ = {v∞, 2, 3, 5, 7, . . . } である. ただし実素点 id : Q ↪→ R を, 慣
例に倣い v∞ で表した. 例えば α = 15

7
に対して

|15
7
|v∞ = 15

7
, |15

7
|2 = 1, |15

7
|3 = 1

3
, |15

7
|5 = 1

5
, |15

7
|7 = 7, |15

7
|11 = 1, . . .

となり
∏

v∈SQ
|15
7
|v = 15

7
· 1
3
· 1
5
· 7 = 1.
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6.2 有限群のコホモロジー

定義 93. G を有限群とする. 群環 Z[G] := {
∑

g∈G ngg | ng ∈ Z} 上に演算を∑
g∈G

mgg +
∑
g∈G

ngg =
∑
g∈G

(mgng)g, (
∑
g∈G

mgg) · (
∑
g∈G

ngg) =
∑
g∈G

(
∑

σ,τ∈G,στ=g

mσnτ )g

で定めると環となる. 単位元は 1G = 1 · 1G+
∑

1G ̸=g∈G 0 · g, 零元は 0 =
∑

g∈G 0 · g である.

定義 94. G を有限群とし単位元を 1 で表す. また A を Z 加群 (加法群) とする. A が G
加群 であるとは

G× A→ A, (g, a) 7→ ga

が定まり 1a = a, (gh)a = g(ha), g(a+ b) = ga+ gb (a, b ∈ A, g, h ∈ G) を満たすこと. こ
のとき A は自然に Z[G] 加群になる ((

∑
g∈G ngg)a :=

∑
g∈G ng(ga) =

∑
g∈G nga−1(g)).

例 95. 1. Z[G] は自然に G 加群となる (σ(
∑

g∈G ngg) :=
∑

g∈G ng(σg)).

2. G 加群 A に対し NGA := {NGa :=
∑

g∈G ga | a ∈ A} は A の部分 G 加群.

3. G 加群 A に対し AG := {a ∈ A | ∀g ∈ G, ga = a} は A の部分 G 加群. ただし G
は自明に作用する.

定義 96. A,B を G 加群とする.

1. Hom(A,B) := {f : A → B | ∀a, a′ ∈ A, f(a + a′) = f(a) + f(a′)} は (gf)(a) :=
g(f(g−1a)) (f ∈ Hom(A,B), a ∈ A, g ∈ G) によって G 加群となる.

2. G 準同型写像のなす加群: HomG(A,B) := (Hom(A,B))G = {f : A → B | ∀a, a′ ∈
A, ∀g ∈ G, f(a+ a′) = f(a) + f(a′), g(f(a)) = f(ga)}.

定義 97. G 加群と G 準同型写像のなす列

A1
f1→ A2

f2→ A3
f3→ · · ·

が G 完全列 であるとは Im(fi) = ker(fi+1) (i = 1, 2, . . . ) を満たすこと.

例 98. 1. 0 → A
f→ B が G 完全列 ⇔ f が単射.

2. A
f→ B → 0 が G 完全列 ⇔ f が全射.

3. 0 → A
f→ B

g→ C → 0 が G 完全列 ⇔ f が単射, g が全射, Im(f) = ker(g) ⇒
B/f(A) ∼= C.

命題 99. G 加群 Pi := Z[Gi+1] =
⊕

σ0,σ1,...,σi∈G Z(σ0, σ1, . . . , σi) を g(σ0, σ1, . . . , σi) :=
(gσ0, gσ1, . . . , gσi) によって定め, G 準同型写像 di : Pi → Pi−1 を

di((σ0, . . . , σi)) =
i∑

j=0

(−1)j(σ0, . . . , σ̂j, . . . , σi)

で定める. ただし (σ0, . . . , σ̂j, . . . , σi) ∈ Gi は σ̂j を抜いたものとする. このとき

· · · d3→ P2
d2→ P1

d1→ P0

は G 完全列となり G 自由完全複体 と呼ばれる (正確には自由完全複体の一つである).
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例 100. d1 : P1 → P0 は
∑

σ0,σ1∈G

nσ0,σ1(σ0, σ1) 7→
∑

σ0,σ1∈G

nσ0,σ1(σ1 − σ0) =
∑
σ∈G

(
∑
τ∈G

nτ,σ −

nσ,τ )σ となる.

定義 101. G 加群 A の 標準複体 とは

HomG(P0, A)
δ0→ HomG(P1, A)

δ1→ HomG(P2, A)
δ2→ · · ·

のこと. ただし f ∈ HomG(Pi, A) に対し δi(f) := f ◦ di+1 とする. 標準複体は ker(δi+1) ⊃
Im(δi) を満たすが, 一般には完全列ではない. そこで

Zi(G,A) := ker(δi), B
i(G,A) :=

{
Im(δi−1) (i > 0)

NGA (i = 0)
, H i(G,A) = Zi(G,A)/Bi(G,A)

とおき, H i(G,A)を Gの A係数 iコホモロジー群と呼ぶ. なお B0(G,A) ⊂ HomG(P0, A)
の定義には以下の同一視を用いた:

HomG(P0, A) = {f ∈ Hom(Z[G], A) | ∀g, σ ∈ G, f(gσ) = gf(σ)} ∼= A, f ↔ f(1).

例 102. HomG(P0, A) = {f ∈ Hom(Z[G], A) | ∀g, σ ∈ G, f(gσ) = gf(σ)}の元 f : Z[G] →
A は 1 = 1G の行き先 f(1) ∈ A だけで決定される. 実際 f(

∑
g∈G ngg) =

∑
g∈G gf(1).

よって HomG(P0, A) → A, f 7→ f(1)は単射. 全射準同型であることは自明で, 上記の同一
視を得る. なお, この同一視で Z0(G,A) := ker(δ0) ∼= AG である. 実際 f ∈ HomG(P0, A),
f(1) = aとおくと (δ0(f)) = f ◦d1 : (σ0, σ1) 7→ f(σ1−σ0) = σ1a−σ0aとなり, (δ0(f)) = 0
⇔ ∀σ, τ ∈ G, σa = τa ⇔ ∀σ ∈ G, σa = 1Ga = a ⇔ a ∈ AG. 特に H0(G,A) ∼= AG/NGA.

例 103 (系 84 の補足). 相対局所体 L/K がガロア拡大とし G := Gal(L/K) とおく.
L× やその部分群は (乗法に関して) G 加群となる. とくに L の単数群 UL に対して
H0(G,UL) ∼= UG

L /NGUL = UK/NL/KUL.

例 104. 自明な G 加群 Z (gn := n) を考えると H0(G,Z) ∼= ZG/NGZ = Z/|G|Z. また

H1(G,Z)
自明な G 加群∼= Hom(G,Z) G は捻れ群

= {0} が言える.

補題 105. G 加群 A,B と f ∈ HomG(A,B) に対して

♯f : H i(G,A) → H i(G,B), h mod Bi(G,A) 7→ f ◦ h mod Bi(G,B)

が well-definedである. また f ∈ HomG(A,B), g ∈ HomG(B,C)に対して ♯(g◦f) = ♯g◦♯f
を満たす.

補題 106. Pi は G 射影的 である. とくに, ホモロジー代数の一般論より以下が言える.

G 完全列 0 → A
f→ B

g→ C → 0 に対し, 以下の図式は可換かつ完全列である.

0 → HomG(Pi, A)
♯f→ HomG(Pi, B)

♯g→ HomG(Pi, C) → 0
δi ↓ δi ↓ δi ↓

0 → HomG(Pi+1, A)
♯f→ HomG(Pi+1, B)

♯g→ HomG(Pi+1, C) → 0

また以下の写像が well-defined で準同型となる.

♯δi : H i(G,C) → H i+1(G,A), c+Bi(G,C) 7→ ♯f−1 ◦ δi ◦ ♯g−1(c) + Bi+1(G,A).
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定理 107. G 完全列 0 → A
f→ B

g→ C → 0 に対し以下は (無限に続く) 完全列である.

H0(G,A)
♯f→ H0(G,B)

♯g→ H0(G,C)
♯δ0→ H1(G,A)

♯f→ H1(G,B)
♯g→ H1(G,C)

♯δ1→ · · · .

なお H0(G, ∗) を ∗G に取り換えても完全列が成立する.

定理 108. 任意の加群 X に対し Hom(Z[G], X) への G の作用を (σf)(
∑

g∈G ngg) :=

f(
∑

g∈G ngσ
−1g) で定めると, G 加群となる. G 加群 Z が G 弱射影的 def⇔ ∃ 加群 X s.t.

A ∼= Hom(Z[G], X) と定める. G 弱射影的な G 加群 A は自明なコホモロジーを持つ. す
なわち H i(G,A) = {0} (i = 0, 1, 2, . . . ).

定理 109. G が有限巡回群のとき

H2i(G,A) ∼= AG/NGA, H2i+1(G,A) ∼= NG
A/IGA.

ただし G 加群 A に対して NG
A := {a ∈ A | NGa = 0}, IGA = (σ − 1)A (σ ∈ G は生成

元) とした. よって巡回群の場合の群コホモロジーは H0, H1 のみで十分であることが分
かる. そこで A の エルブラン商 を (|H0(G,A)|, |H1(G,A)| <∞ のときに)

h(A) := |H0(G,A)|/|H1(G,A)|

で定める. 以下が成り立つ.

1. G 完全列 0 → A
f→ B

g→ C → 0 に対し h(A), h(B), h(C) のいずれか二つが
well-defined なら h(B) = h(A)h(C) を満たす.

2. |A| <∞ であれば h(A) = 1.

3. (1,2 より) 指数有限な部分 G 加群 B ⊂ A に対し h(A) = h(B).

定理 110 (ヒルベルト 90). L/K を体の有限次ガロア拡大とし, G := Gal(L/K) とおく.
L× は自然に G 加群となる. このとき

H1(G,L×) = {1}.

定理 83 の補足. 巡回相対局所体 L/K に対し G := Gal(L/K) とおくと

1. [L : K] = [K× : NL/KL
×].

2. L の単数群 UL のエルブラン商 h(G,UL) = 1.

これらの証明の概略を与える. 以下, 群は G のみしか現れないので, コホモロジー群等の
記号から G を省略する: H i(∗) := H i(G, ∗). 完全列 1 → UL → L×

ord→ Z と定理 109 より

|K× : NL/KL
×| = |(L×)G/NGL

×| = |H0(L×)| ヒルベルト 90
= |H0(L×)|/|H1(L×)| = h(L×) =

h(Z)h(UL)
例 104
= [L : K]h(UL). よって, 1,2 は同値で h(UL) = 1 を言えばよい. ここで

UL/U
(n)
L (n ∈ N) は指数有限 (∵ UL はコンパクト, U

(n)
L は開部分群) であり, n > e

p−1 な

ら U
(n)
L

∼= P n
L だから h(UL)

定理 109
= h(U

(n)
L ) = h(P n

L ). よって h(UL) = 1 を言うためには,
再び定理 109 より, P n

L の指数有限部分加群で自明なコホモロジーを持つものを構成すれ
ばよいことが分かる. このため L/K の基底で {σ(θ) | σ ∈ G} の形になるもの (正規底 と
呼ばれる) をとる. A :=

∑
σ∈GRKσ(θ) とおけば自由 G 加群なので, 弱射影 G 加群とな

る. よって定理 108 より自明なコホモロジーを持つ. さらに十分大きな λ ∈ N に対して
B := πλ

KA とおけば B ⊂ PL で指数有限となる. よって題意を満たす.
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7 レポート課題 (中間テスト)

提出先: 加塩に手渡す 又は 数学科事務室, 期限: 6 月 19 日 (金) 17時.

1. 5 進数体 Q5 := {
∑∞

n=N0
an5

n | N0 ∈ Z, an ∈ {0, 1, 2, 3, 4}} を考える. Q5 には和と
積が定義され体となり, Q ⊂ Q5 とみなせる. 例えば

(1 + 2 ∗ 5 + 4 ∗ 52 + 3 ∗ 53 + 2 ∗ 54 + 0 ∗ 55 + 2 ∗ 56 + 3 ∗ 57 + · · · )
+ (2 + 4 ∗ 5 + 3 ∗ 52 + 1 ∗ 53 + 4 ∗ 54 + 4 ∗ 55 + 4 ∗ 56 + 3 ∗ 57 + · · · )

各項毎に和をとる
= 3 + 6 ∗ 5 + 7 ∗ 52 + 4 ∗ 53 + 6 ∗ 54 + 4 ∗ 55 + 6 ∗ 56 + 6 ∗ 57 + · · ·

繰り上がりの計算
= 3 + 1 ∗ 5 + 3 ∗ 52 + 0 ∗ 53 + 2 ∗ 54 + 0 ∗ 55 + 2 ∗ 56 + 2 ∗ 57 + · · · ,

(1 + 2 ∗ 5 + 4 ∗ 52 + 3 ∗ 53 + 2 ∗ 54 + 0 ∗ 55 + 2 ∗ 56 + 3 ∗ 57 + · · · )
∗ (2 + 4 ∗ 5 + 3 ∗ 52 + 1 ∗ 53 + 4 ∗ 54 + 4 ∗ 55 + 4 ∗ 56 + 3 ∗ 57 + · · · )

形式的冪級数の積
= (1 ∗ 2) + (1 ∗ 4 + 2 ∗ 2) ∗ 5 + (1 ∗ 3 + 2 ∗ 4 + 4 ∗ 2) ∗ 52 + · · ·

各項の係数を計算
= 2 + 8 ∗ 5 + 19 ∗ 52 + 29 ∗ 53 + 34 ∗ 54 + 33 ∗ 55 + 41 ∗ 56 + 55 ∗ 57 + · · ·

繰り上がりの計算
= 2 + 3 ∗ 5 + 0 ∗ 52 + 3 ∗ 53 + 0 ∗ 54 + 1 ∗ 55 + 4 ∗ 56 + 4 ∗ 57 + · · · ,

Q ∋ 123 = 3 + 4 ∗ 5 + 4 ∗ 52

= 3 + 4 ∗ 5 + 4 ∗ 52 + 0 ∗ 53 + 0 ∗ 54 + 0 ∗ 55 + 0 ∗ 56 + 0 ∗ 57 + · · · ∈ Q5.

(a) −1
2

(2 倍して −1 になる数) ∈ Q5 である. 実際に −1
2
を
∑∞

n=0 an5
n, an ∈

{0, 1, 2, 3, 4} の形で表せ. (5 桁程度で良い.)

(b) ヘンゼルの補題を使って
√
−1 (2 乗して −1 になる数) ∈ Q5 を示せ.

(c) 実際に
√
−1 を

∑∞
n=0 an5

n, an ∈ {0, 1, 2, 3, 4} の形で表せ. (5 桁程度で良い.)

2. 相対代数体 Q(
√
−1)/Q を考える.

(a) p = 2, 3, 5, 7, 11 に対し, それぞれ pZ[
√
−1] の素イデアル分解を求めよ.

(b) p = 2, 3, 5, 7, 11 と, (p) の上にある Z[
√
−1] の素イデアル P | (p) に対し, 分岐

指数 eP|(p), 相対次数 fP|(p) をそれぞれ求めよ.

3. 以下からテーマ (複数可) を選んで, A4 で 2 枚程度にまとめよ. 内容は, 定義や主定
理の紹介, 具体例の計算など自由とするが, 参考にした文献等を明記すること.

ガロア理論, 位相群, 群コホモロジー, 局所体, 有限体, 二次体, 円分体,
その他の講義中に扱った概念

注意� �
• 他の人のレポートの「丸写し」は 0 点とする.
• どちらが写しか判断できなければ, 写させた側も 0 点とする.
• 共同でのレポート作成や, 他のレポートの一部分を参考にする程度は許可するが, そ
の場合は全員分 (共同で作成したメンバー, 参考にした相手, 参考にさせた相手) の名
前を書くこと.� �

28



8 イデアルによる類体論 (1)

8.1 イデアル類群と射類群 (ray class group)

K を代数体とし, 有限素点 (素イデアル) p をとり, p 進付値 vp := | |p を考える. vp
に関する付値環, 付値イデアル, 単数群を Rvp := (OK)(p) = {x ∈ K× | ordp(x) ≥ 0},
Pvp := p(OK)(p) = {x ∈ K× | ordp(x) ≥ 1}, Uvp := R×vp = Rvp − Pvp = {x ∈ K× |
ordp(x) = 0} とおく. K の有限素点全体, 無限素点全体, 素点全体のなす集合を, それ
ぞれ S0

K , S
∞
K , SK = S0

K ∪ S∞K で表す. 無限素点 v ∈ S∞K に対し, 対応する埋め込みを
ιv : K → R,C とおく.

定義 111. 有限個の素点の形式的な有限冪積を 整因子 と呼ぶ. すなわち m が K の整因
子であるとは

m =
∏
v∈SK

va(v) =
∏
p∈S0

K

pa(p)
∏

v∞∈S∞
K

va(v∞)
∞

の形で,高々有限個の v以外は a(v) = 0となっていることである. なお,無限素点 v∞ ∈ S∞K
に対しては a(v∞) ∈ {0, 1} の場合だけ考えても良い. 整因子 m =

∏
v∈SK

va(v) に対して以
下の記号を用いる.

1. v ∈ SK に対し v | m def⇔ a(v) > 0.

2. m の有限部分, 無限部分をそれぞれ m0 =
∏

p∈S0
K
pa(p), m∞ =

∏
v∞∈S∞

K
v
a(v∞)
∞ とお

く. 有限部分は通常のイデアルと同一視できる.

3. Um := Um0 := ∩p|m0Uvp = {x ∈ K× | ∀p | m0, ordp(x) = 0}.

4. α, β ∈ Um に対して α ≡ β mod m
def⇔ ∀v | m, α ≡ β mod va(v). ただし

α ≡ β mod va (a ∈ N) def⇔


α ≡ β mod P a

v (v ∈ S0
K)

ιv(αβ) > 0 (v は実素点)

無条件 (v は複素素点)

とする.

5. Im := Im0 := { 分数イデアル a ⊂ K | ∀p | m0, ordp(a) = 0}, Sm := { 単項分数イデ
アル (α) ⊂ K | α ∈ Um, α ≡ 1 mod m} とおき, m を 法 とする 射類群 (ray class
group) を Im/Sm で定める. m = (1) のとき, これは通常の イデアル類群 である.

定理 112. ray class group Im/Sm は有限群である.

例 113. K = Q とすると, 任意の整因子は (m)vn∞ (m ∈ N, 0 ≤ n ∈ Z) の形. n > 0 の
とき

(Z/mZ)× ∼= I(m)vn∞/S(m)vn∞ , a mod m (a > 0) 7→ (a)S(m)vn∞ .

n = 0 のとき

(Z/mZ)×/{±1 mod m} ∼= I(m)/S(m), a mod m 7→ (a)S(m).
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8.2 類体

定義 114. m を代数体 K の整因子とする. Sm ⊂ H ⊂ Im を満たす Im の部分群を m を
法とする 合同群 という. とくに有限次ガロア拡大 L/K に対し Im,L := { 分数イデアル
A ⊂ L | ∀P | p ∈ m0, ordP(A) = 0} とおき

Hm(L/K) := SmNL/KIm,L

とおけば m を法とする合同群になる.

定理 115 (基本不等式). K を代数体, L/K を有限次ガロア拡大とする. K の任意の整因
子 m に対し

[Im : Hm(L/K)] ≤ [L : K]

が成り立つ. とくに左辺は有界であり, 左辺を最大にするような整因子 m が存在する. こ
の m をとったときの Hm(L/K) をガロア拡大 L/K に対応する合同群 と呼ぶ.

定理 116. K を代数体, L/K を有限次ガロア拡大とする.

1. Hm(L/K) が L/K に対応しているとする. このときm | m′ なら Hm′(L/K) も L/K
に対応している.

2. Hm1(L/K), Hm2(L/K) が L/K に対応しているとする. このとき

Im1/Hm1(L/K) ∼= Im2/Hm2(L/K), aHm1(L/K) ↔ aHm2(L/K).

ただし a は m1,m2 と互いに素な分数イデアル (∈ Im1 ∩ Im2) とする.

証明の概略. m を法とする合同群 H による剰余群 Im/H は以下の性質を持つ:

任意の整イデアル n に対し, Im/H の完全代表系として n と互いに素なものが取れる.

このことから m | m′ のとき, 自然な準同型写像 Φm|m′ : Im′/Hm′(L/K) → Im/Hm(L/K) は
全射であることが分かる. とくに

m | m′ ⇒ [Im′ : Hm′(L/K)] ≥ [Im : Hm(L/K)].

Hm(L/K) が L/K に対応するなら右辺は最大値なので, 不等式は等式となる. これより 1
が従う. また Φm|m′ は同型写像であり, Φm2|m1m2Φ

−1
m1|m1m2

が 2 の同型を与えている.

定義 117. K を代数体, L/K を有限次ガロア拡大とする. m を法とする合同群 H が

H = Hm(L/K) かつ [Im : H] = [L : K]

をみたすとき, L/K は H = Hm(L/K) の 類体 である, という.

定理 118 (基本等式). K を代数体, L/K を有限次アーベル拡大とする. このとき

∃ m: K の整因子 s.t. [Im : Hm(L/K)] = [L : K].

すなわち

任意の有限次アーベル拡大は (ある合同群の) 類体となる.
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定理 119 (存在定理). K を代数体, m を整因子とする. 任意の合同群 Sm ⊂ H ⊂ Im に対
し, その類体 L (で K 上アーベル拡大であるもの) が存在する. すなわち

Sm ⊂ ∀H ⊂ Im, ∃L/K: アーベル拡大 s.t. H = Hm(L/K), [Im : H] = [L : K].

例 120. K = Qとし,整因子 (m)vn∞ (3 ≤ m ∈ N, 0 ≤ n ∈ Z)をとり, ζm := exp(2π
√
−1

m
) ∈

C とおく. n > 0 のとき Q(ζm) は S(m)vn∞ の類体である. また n = 0 のとき Q(ζm + ζ−1m )
は S(m) の類体である.

8.3 一般相互法則

相対代数体 L/K でガロア拡大であるものを考え, そのガロア群を G とおく. 素イデア
ル P | p に対して, 分解群 DP, 惰性群 IP と準同型写像 DP → Gal((OL/P)/(OK/p)),
σ 7→ σ で IP を核に持つものが定義された. この準同型写像で Gal((OL/P)/(OK/p)) の

生成元 (= Np 乗フロベニウス写像) へ移る元
[
L/K
P

]
を P のフロベニウス写像と呼んだ.

さらに以下が言える.

1. P | p が不分岐であれば |IP| = eP|p = 1 であり
[
L/K
P

]
はただ一つ定まる.

2. P を別の素イデアル P′ | p に取り替えると ∃σ ∈ G s.t. P′ = σ(P). 従って

DP′ = σDPσ
−1,
[
L/K
P′

]
= σ

[
L/K
P

]
σ−1 等となる. とくに L/K がアーベル拡大であ

れば
[
L/K
P

]
は p のみによる. よって

(
L/K
p

)
で表す.

定義 121. 相対代数体 L/K でアーベル拡大であるものを考え, そのガロア群を G とお
く. 相対判別式 dL/K と互いに素な K の分数イデアル a をとる. とくに素イデアル分解
a =

∏
p p

ordp(a) において “ordp(a) ̸= 0 ⇒ p は不分岐” である. このとき(
L/K

a

)
:=
∏
p

(
L/K

p

)ordpa

とおき, アルティン記号 と呼ぶ.

命題 122. L/K は相対代数体でアーベル拡大となるものとする. また a, b は dL/K と互
いに素な K の分数イデアルとする.

1. L/K で不分岐な素イデアル p に対し
(

L/K
p

)
は ∀ξ ∈ OL, ∀P | p,

(
L/K
p

)
(x) ≡

xNKp mod P を満たすただ一つの元 ∈ G である.

2. dL/K と互いに素な分数イデアル a, b に対し
(

L/K
a

)(
L/K
b

)
=
(

L/K
ab

)
.

3. L/K の中間体 M に対し
(

L/K
a

)
|M =

(
M/K

a

)
.

4. K の任意の有限次拡大 E に対して
(

LE/E
A

)
|L =

(
L/K

NE/KA

)
. ただし A は E の分数

イデアルで, その素イデアル分解に現れる各素イデアル P の下にある K の素イデ
アルが L/K で不分岐となるものとする.
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定理 123 (一般相互法則). アーベル拡大 L/K が m 法とする合同群 H の類体であると
する. このとき (m0 と互いに素な素イデアルは L/K で不分岐であり)

Im/H ∼= Gal(L/K), aH 7→
(
L/K

a

)
.

例 124. K = Q, 3 ≤ m ∈ N, ζm := exp(2π
√
−1

m
) とする. Q(ζm) は S(m)vn∞ (n > 0)の類体

であった. このとき一般相互法則の同型写像は

I(m)vn∞/S(m)vn∞
∼= Gal(Q(ζm)/Q), (a)S(m)vn∞ 7→

(
Q(ζm)/Q

(a)

)
((a,m) = 1),(

Q(ζm)/Q
(a)

)
: ζm 7→ ζ |a|m

で与えられる. とくに, 素数 p ∤ m は Q(ζm)/Q で不分岐である. Q(ζm)/Q はガロア拡大
であるから

p ∤ m⇒ pOQ(ζm) =

gp∏
i=1

P
fp
i , eP|p = ep = 1, [Q(ζm) : Q] = fpgp

の形である. さらにヒルベルトの理論より

p ∤ m が Q(ζm)/Q で完全分解
定理 50⇔ DPi

IPi
={1}
= <

(
Q(ζm)/Q

(p)

)
>= {1}

⇔ [
(

Q(ζm)/Q
(p)

)
: ζm 7→ ζpm] = id ⇔ p ≡ 1 mod m

が分かる. とくに m = 4 なら

素数 p > 2 が Q(
√
−1) で完全分解⇔ p = π1π2, πi は Z[

√
−1] の素元, (π1) ̸= (π2)

⇔ p ≡ 1 mod 4

となる (⇒ 定理 11 の証明の完成). また n = 0 のとき Q(ζm + ζ−1m ) は S(m) の類体であっ
た. この場合は

I(m)/S(m)
∼= Gal(Q(ζm + ζ−1m )/Q), (a)S(m) 7→

(
Q(ζm + ζ−1m )/Q

(a)

)
((a,m) = 1),(

Q(ζm + ζ−1m )/Q
(a)

)
: ζm + ζ−1m 7→ ζam + ζ−am .
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9 イデアルによる類体論 (2)

9.1 基本不等式と解析的手法 (L 関数)

この小節では基本不等式の “解析的な” 証明の概略を与える. ただし収束等の厳密な議論
は省略する.

定義 125. K を代数体, m をその整因子, H を m を法とする合同群とする. Im/H の指標
χ (すなわち準同型写像 χ : Im/H → C×) に付随する L 関数 を

L(s, χ) :=
∑
a⊂OK

χ(a)NKa
−s

で定める. ただし a は K の整イデアル全体を動き χ(a) =

{
0 (a,m0) ̸= 1

χ(aH) (a,m0) = 1
とおく.

この級数は {s ∈ C | ℜ(s) > 1} おいて広義一様収束し, その範囲で正則関数となる. さら
に全平面に有理型に解析接続される (すなわち s ∈ C 上, 極以外では正則となる関数 f(s)
が存在し ℜ(s) > 1 ⇒ f(s) =

∑
a⊂OK

χ(a)NKa
−s を満たす. 一致の定理によりこのような

f(s) はただ一つであり, 改めて L(s, χ) := f(s) とおく).

命題 126. 1. 素イデアル分解の一意性より L(s, χ) =
∏

p∈S0
K
(1− χ(a)NKp

−s)−1.

2. χ ̸= 1 のとき L(s, χ) は全平面で正則で L(1, χ) ̸= 0 である. χ = 1 のとき L(s, 1)
は s ̸= 1 で正則, s = 1 で 1 位の極を持つ.

命題 126-1 より

logL(s, χ) = −
∑
p∈S0

K

log(1− χ(p)NKp
−s) =

∑
p∈S0

K

χ(p)NKp
−s +

1

2

∑
p∈S0

K

(χ(p)NKp
−s)2 + · · ·

となる. 最後の式の第 2 項以降は ℜ(s) > 1/2 で収束し, よって s = 1 で正則である. また
第 1項でも,次数 f = fp|(p) > 1となる部分は NKp

−1 = p−f ≤ p−2,
∑

p p
−2 ≤

∑
n∈N n

−2 =

π2/6 <∞ より収束する. 結局

logL(s, χ) ∼
∑

p∈S0
K , fp|(p)=1

χ(p)NKp
−s

が言えた. ただし “f ∼ g ⇔ f − g が s = 1 で正則” とする. 一方で命題 126-2 より

logL(s, χ) ∼

{
0 (χ ̸= 1),

log 1
s−1 (χ = 1).

よって群 G の指標全体のなす集合を Ĝ で表すとき

∑
p∈S0

K , fp|(p)=1

 ∑
χ∈Îm/H

χ(p)

NKp
−s ∼

∑
χ∈Îm/H

logL(s, χ) ∼ log
1

s− 1
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となる. G が有限群なら
∑

χ∈Ĝ χ(g) =

{
0 (g ̸= 1G)

|G| (g = 1G)
となるので, 最左辺は [Im :

H]
∑

p∈H, fp|(p)=1NKp
−s である. さらに分岐する素イデアルは高々有限個なので, 左辺か

ら ep|(p) > 1 となる素イデアルは除いて良い. すなわち

(♠)
1

[Im : H]
= lim

s→1

∑
p∈H, ep|(p)=fp|(p)=1NKp

−s

log 1
s−1

であり, [Im : H] を求めるには “H に含まれる素イデアルで ep|(p) = fp|(p) = 1 となるもの
がどれくらいあるか” を調べればよいことが分かる.

L/K を有限次ガロア拡大とし,上と同様の議論をζL(s) :=
∑

A⊂OL
NLA

−s =
∏

P∈S0
L
(1−

NKP
−s)−1 に対して行うことで

∑
P∈S0

L, eP|(p)=fP|(p)=1NLP
−s ∼ log 1

s−1 を得る. すなわち

(♡) lim
s→1

∑
P∈S0

L, eP|(p)=fP|(p)=1NLP
−s

log 1
s−1

= 1

を得る. あとは

S1
K := {p ∈ S0

K | ep|(p) = fp|(p) = 1} と S1
L := {P ∈ S0

L | eP|(p) = fP|(p) = 1}

を見比べることで基本不等式が得られる. 実際, 命題 42 より, 写像 NL/K : S1
L → S1

K ,
P 7→ NL/K(P) = P ∩ OK が定まり, イデアルノルムを保つ: NLP = NKNL/K(P). また
P ∈ S1

L に対して NL/K(P) は L/K で完全分解している. とくに NL/K は [L : K] 対 1
写像. よって

(♢)
∑

p∈NL/K(S1
L)

NKp
−s =

1

[L : K]

∑
P∈S1

L

NLP
−s

を得る. H = Hm(L/K) := SmNL/KIm,L とすると {p ∈ SmNL/KIm,L, ep|(p) = fp|(p)} ⊃
{p ∈ NL/KIm,L, ep|(p) = fp|(p)}

高々有限個の素イデアル p | m0 の差↔ {p ∈ NL/K(S
0
L), ep|(p) = fp|(p)} ⊃

NL/K(S
1
L) であるから

(♣)
∑

p∈Hm(L/K), ep|(p)=fp|(p)=1

NKp
−s ≥

∑
p∈NL/K(S1

L)

NKp
−s

を得る. (♠), (♡), (♢), (♣) から直ちに基本不等式が導かれる.
上記の議論の中心は “ある条件を満たす素イデアルがどれくらいたくさんあるか” を

評価することであった. 関連する概念と結果を少し紹介しておく.

定義 127. K を代数体とし, 素イデアルからなる集合 M ⊂ S0
K を考える. このとき M の

密度 を

D(M) := lim
s→1+0

∑
p∈M NKp

−s

log 1
s−1

で定める. また, 素イデアルに関する命題 P が ほとんど全ての素イデアルで成り立つ こ
とをD({∈S0

K | p で P が成り立たない }) = 0 で定義する.
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命題 128. K を代数体, L/K を有限次ガロア拡大とする. 素イデアル p ∈ S0
K の 絶対次

数 を fp := fp|(p∩Z) で定める. 同様に ep := ep|(p∩Z) とおく.

1. D(S0
K) = 1, D({p ∈ S0

K | fp > 1}) = 0, D({p ∈ S0
K | ep > 1}) = 0.

2. Spl(L/K) := {p ∈ S0
K | p は L/K で完全分解 } とおくと D(Spl(L/K)) = 1

[L:K]
.

上の命題は, 先の証明中の議論でおおよそ示してある. 一方で, 以下の定理は類対論の
応用例である.

定理 129 (チェボタレフの密度定理). 相対代数体 L/K は有限次ガロア拡大であるとす
る. 元 σ ∈ Gal(L/K) とその共役類 Cσ に対し

D({p ∈ S0
K | ∃P | p s.t.

[
L/K

P

]
= σ}) = |Cσ|

[L : K]

が成り立つ.

系 130 (ディリクレの素数定理). (Z/mZ)× の各類に属する素数の濃度は等しく 1
|(Z/mZ)×|

である. とくに任意の a,m ∈ N, (a,m) = 1 に対して p ≡ a mod m を満たす素数が無限
に存在する.

例 131. 素数は p ≡ 1 mod 4 と p ≡ 3 mod 4 に “ほぼ均等に” 並んでいる.

p ≡ 0 mod 4
p ≡ 1 mod 4 5 13 17 29 37 41 53 61 73 89 97 101 109 113 137 . . .
p ≡ 2 mod 4 2
p ≡ 3 mod 4 3 7 11 19 23 31 43 47 59 67 71 79 83 87 103 . . .

密度定理を使った素数定理の証明. (Z/mZ)× ∼= Gal(Q(ζm)/Q), a mod m 7→ [σa : ζm 7→
ζam] であった. 一方で P | (p) ∤ (m) のとき

[
Q(ζm)/Q

P

]
= σp. よってD({p ≡ a mod m}) =

D({(p) ∈ S0
Q | ∃P | (p) s.t.

[
Q(ζm)/Q

P

]
= σa})

密度定理
= |{σa}|

[Q(ζm):Q]
= 1
|(Z/mZ)×| .

9.2 結合定理

定理 132. 相対代数体 L/K を有限次ガロア拡大とする. Hm(L/K) := SmNL/KIm,L に対し

L が Hm(L/K) の類体⇔ ほとんど全ての p ∈ Hm(L/K) が L/K で完全分解.

証明. {p ∈ Hm(L/K)} ⊃ {p ∈ NL/KIm,L}
有限個の差↔ {p ∈ NL/KIL} ⊃ Spl(L/K) とな

るから
∑

p∈Hm(L/K)−Spl(L/K)NKp ∼
∑

p∈Hm(L/K)NKp −
∑

p∈Spl(L/K)NKp
前 § の (♠), 命題 128∼

( 1
[Im:Hm(L/K)]

− 1
[L:K]

) log 1
s−1 .

系 133. 相対代数体 L/K を有限次ガロア拡大とする. Hm(L/K) ⊂ H ⊂ Im に対し

L が H の類体⇔ ほとんど全ての p ∈ H が L/K で完全分解.
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証明. L が H の類体 ⇒ H = Hm(L/K) だから (⇒) は上の定理より直ちに従う. (⇐) も
上と類似の議論で示せる.

定理 134 (類体の結合定理). K を代数体とする. L1, L2 が m を法とする合同群 H1, H2

の類体であれば L1L2 は H1 ∩H2 の類体となる.

証明の概略. 仮定より Hm(L1L2/K) ⊂ Hm(Li/K) = Hi (i = 1, 2). よって Hm(L1L2/K) ⊂
H1 ∩H2. よって定理 132 の系より “ほとんど全ての p ∈ H1 ∩H2 が L1L2/K で完全分

解” を言えばよい. 実際 p ∈ H1 ∩H2 ⇒ p ∈ Hi
定理 132⇒ ほとんど全ての p ∈ Hi が Li/K

で完全分解 (i = 1, 2)
補題 138⇒ ほとんど全ての p ∈ H1 ∩H2 が L1L2/K で完全分解.

系 135 (類体の順序定理). K を代数体とする. L1, L2 が m を法とする合同群 H1, H2 の
類体であれば L1 ⊂ L2 ⇔ H1 ⊃ H2.

系 136 (類体の一意性定理). 合同群 H の類体は (存在すれば) ただ一つである.

系 137. K を代数体とする. 任意の有限次巡回拡大 L/K に対して基本等式が成り立つな
ら, 任意の有限次アーベル拡大に対しても成り立つ.

証明の概略. (有限生成) アーベル群は巡回群の直積として表せるので, 有限次アーベル拡
大 L/K は, 有限次巡回拡大 Li/K 達の合成体となる.

補題 138. K を代数体, L1, L2 をその有限次拡大とする. p ∈ S0
K に対し

p が L1L2/K で完全分解 ⇔ p が L1/K, L2/K 両方で完全分解.

証明の概略. L1, L2 を含む K 上有限次ガロア拡大となる体 L をとり, ヒルベルトの理論
を使う.

9.3 推進定理

定理 139 (類体の推進定理). K を代数体とする. L が K の整因子 m を法とする合同群
H の類体で, E/K が任意の有限次拡大であるとする. このとき

HE := {A ∈ Im,E | NE/KA ∈ H},

mE := m0OE ·
∏

S∞
E ∋w∞|∃v∞|m∞

w∞

とおけば LE は E の整因子 mE を法とする合同群 HE の類体である. ただし E,K の無
限素点 w∞, v∞ に対して “w∞ が v∞ の上にある”

def⇔ w∞ | v∞
def⇔ ιw∞|K = ιv∞ と定めた.

証明の概略. Sm ⊂ H より SmE
⊂ HE が言える. また NLE/K = NE/K ◦NLE/E = NL/K ◦

NLE/L, NL/KIm,L ⊂ H より NLE/EImE ,LE ⊂ HE. よって SmE
NLE/EImE ,LE ⊂ HE. よって

定理 132の系が使える. また命題 128-1より絶対次数が 1かつ不分岐な素イデアルだけ見
ればよい. よって示すべきは “ほとんど全ての fP = eP = 1 となる素イデアル P ∈ HE が
L/E で完全分解する” である. とくに考える素イデアル P は, 命題 42 より E/K で完全

分解していると仮定してよい. この条件下で P ∈ HE ⇒ p := P∩OK
絶対 1 次
= NE/KP ∈ H

定理 132⇒ p は L/K で完全分解 補題 138⇒ p は LE/K で完全分解 命題 42⇒ P は LE/E で完全分
解.
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10 期末試験

問題 1. 1. ヘンゼルの補題を説明せよ.

2. 3 進数体 Q3 には
√
−2 (2 乗して −2 になる数) が含まれることを示せ.

3.
√
−2 ∈ Q3 を a0 + a13 + a23

2 + · · · の形 (3 進展開) に表せ. 3 桁程度でよい.

問題 2. 相対代数体 Q(
√
−1)/Q を考える.

1. p = 23, 29, 31, 37 に対し, それぞれ pZ[
√
−1] の素イデアル分解を求めよ.

2. (23) の上にある Z[
√
−1] の各素イデアル P | (23) に対し, 分岐指数 eP|(23), 相対次

数 fP|(23) を求めよ.

3. (29) の上にある Z[
√
−1] の各素イデアル P | (29) に対し, 分岐指数 eP|(29), 相対次

数 fP|(29) を求めよ.

問題 3. 1. 1+
√
5

2
が代数的整数かどうか答えよ. またそのことを示せ.

2. Q(
√
2) の単数で ±1 以外のものを一つ答えよ.

3. 代数体 K の整イデアル a のノルム Na が素数であれば a は素イデアルであること
を示せ.

4. 素元分解整域 (UFD) でない環の例を一つ挙げよ.

問題 4. 相対代数体 Q(ζ5)/Q (ζ5 := exp(2π
√
−1

5
)) を考える.

1. 素数 11 の上にある Q(ζ5) の素イデアル P を一つ固定する. 惰性群 IP, 分解群 DP,
および P のフロベニウス写像をそれぞれ求めよ.

2. Q(ζ5)/Q で完全分解する素数 p を 3 つ求めよ.

問題 5. 以下の語句を説明せよ.

整因子, 射類群 (ray class group), 合同群, 類体, アルティン記号.

問題 6. リーマンゼータ関数 ζ(s) :=
∑∞

n=1 n
−s に対して

ζ(s) =
∞∑

p: 素数

(1− p−s)−1

が成り立つことを説明せよ. 収束域等の厳密な議論はしなくてよい. また, リーマンゼー
タ関数の代わりに, 授業で扱った L 関数やデデキントゼータ関数に対して同様のことを説
明しても良い.

問題 7. 講義中に扱った, 定理または命題を一つ選び, 説明せよ.
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期末試験の裏
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11 前期の内容（概説）

11.1 動機付け

素数 p に対して, 以下の “同値” が昔から知られていた:

∃x, y ∈ N s.t. p = x2 + y2

⇔ p = 2, 5, 13, 17, . . . , つまり p = 2 or p ≡ 1 mod 4.

この “同値” は, 代数的整数論の言葉に直すと以下を意味している.

p ≡ 1 mod 4
⇔ Q(

√
−1)/Q で p が “分解”.

より一般に

相対代数体 L/K において, F の素イデアルが “どのように分解するか” が知りたい！

一般の場合には, これは難しい問題であるが, L/K がアーベル拡大のときは

類体論 (+ Hilbert の理論)

によって “分解の様子” が分かる.

11.2 類体論の概要

以下 K を代数体とする.

定義 140. K の整因子 m に対し, 無限アーベル群 Im > Sm で |Im/Sm| < ∞ となるもの
が, K のイデアル達を使って定義される. 正確に書くと, m の有限部分 m0 に対し

Im := {分数イデアル a ⊂ K | ∀p | m0, ordp(a) = 0},
Sm := {単項分数イデアル (α) ⊂ K | ∀p|m0, ordp(α) = 0, α ≡ 1 mod m}.

定理 141. 有限次アーベル拡大 L/K に対し, K の整因子 ∃m, 部分群 Im > ∃H > Sm s.t.

Im/H ∼= Gal(L/K).

この関係が成り立つとき『K の類体 L は, 合同群 H に対応する』と呼ぶことにする. さ
らに, この同型写像は “一般相互法則” (フロベニウス写像, アルティン記号) によって明
示的に与えられる.

定理 142. K の整因子 m, 部分群 Im > H > Sm に対し, 有限次アーベル拡大 ∃L/K s.t.

Im/H ∼= Gal(L/K).
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11.3 円分拡大の場合

F = Q の整因子は m = (m), または m = (m)v∞ の形 (m ∈ N). 特に m = (m)v∞ の場
合, 以下の事柄が “初等的に” 計算できる.

• I(m)v∞ = {(n
d
) | n, d ∈ Z, (nd,m) = 1}.

• S(m)v∞ = {(n
d
) | n, d ∈ N, n ≡ d ≡ 1 mod m}.

• (Z/mZ)× ∼= I(m)v∞/S(m)v∞ , a mod m 7→ (a)S(m)v∞ (a ∈ N, (a,m) = 1).

また

Q の類体 Q(ζm) (ζm := e
2πi
m ) は, 合同群 S(m)v∞ に対応する (3 ≤ m ∈ N)

ことが分かる. これは, Galois 理論において良く知られている以下の結果による.

(Z/mZ)× ∼= Gal(Q(ζm)/Q), a mod m 7→ [ζm 7→ ζam].

11.4 道具達

11.4.1 紹介済み

付値体 (局所体), 有限体の Galois 理論, Hilbert の理論, L 関数.

11.4.2 未紹介

群コホモロジー, イデール群.

11.5 後期の予定

1. 群コホモロジー, イデール群を紹介.

2. 類体論の証明に関して, 少しだけ “お話”.

3. 「類体論へ至る道 – 初等数論からの代数入門」 (足立恒雄著, 日本評論社) から面白
そうなところを拾い読み.

4. (もし時間があれば) “類体構成問題” (未解決問題) の紹介.
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12 平方剰余記号

数論的な問題: 整数係数多項式 f(X1, . . . , Xn) に対し f(X1, . . . , Xn) = 0 の整数解？

例えば, a ∈ Z, p: 素数 に対し

X2 + pY = a はいつ整数解を持つか？

12.1 平方剰余

簡単のため p は奇素数とする.

補題 143. 剰余環
Fp := Z/pZ = {0, 1, . . . , p− 1}

は有限体. よって体論の一般論より F×p = Fp − {0} は巡回群. すなわち

∃r ∈ F×p s.t. F×p = ⟨r⟩.

さらに群論の一般論より

(F×p )2 := {“平方数” ∈ F×p } = {a2 | a ∈ F×p } = ⟨r2⟩ = {(r)0, (r)2, (r)4, . . . , }.

とくに
[F×p : (F×p )2] = 2.

例えば p = 5 に対して

F×5 = {1 = (2)0, 2 = (2)1, 3 = (2)3, 4 = (2)2} = ⟨2⟩,
(F×5 )2 = {12, 22, 32, 42} = {1, 4} = {(2)0, (2)2}.

注意 144. 一般に “平方数” ∈ F×p のふるまいは複雑:

F×7 = {1, 2, 3, 4, 5, 6},
(F×7 )2 = {1, 2, 4}.
F×11 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10},
(F×11)2 = {1, 3, 4, 5, 9},
...

定義 145 (平方剰余記号). p を奇素数, a を整数とする. このとき

(
a

p

)
:=


1 (a ∈ (F×p )2, つまり ∃ ±

√
a ∈ Fp のとき)

−1 (a ∈ F×p − (F×p )2, つまり
√
a /∈ Fp のとき)

0 (a = 0, つまり
√
a = 0 のとき).

• 言い換え 1:(
∗
p

)
: Fp = {平方数 }

⨿
{非平方数 }

⨿
{0} → {1,−1, 0}.
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• 言い換え 2: (
∗
p

)
: F×p ↠ F×p /(F×p )2 ∼= {±1}.

• 言い換え 3: (
a

p

)
= |{Fp での X2 = a の解 }| − 1.

定理 146. p, q を異なる奇素数, a, b ∈ Z とする. 以下が成り立つ.

•
(

ab
p

)
=
(

a
p

)(
b
p

)
. (i.e.,

(
∗
p

)
: F×p → {±1}: 準同型)

•
(

q
p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2

(
p
q

)
. (平方剰余の相互法則)

•
(
−1
p

)
= (−1)

p−1
2 . (第一補充法則)

•
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8 . (第二補充法則)

例 147. 上記定理より, すべての平方剰余記号が計算可能である. たとえば(
10

47

)
=

(
2

47

)(
5

47

)
= (−1)

472−1
8 (−1)

5−1
2

47−1
2

(
47

5

)
=

(
47

5

)
=

(
2

5

)
= (−1)

52−1
8 = −1.

よって
(
10
47

)
= −1, i.e., X2 = 10 は F47 で解なし, i.e.,

X2 + 47Y = 10 は整数解をもたない.

例 148.
(
12
23

)
=
(

2
23

)2 ( 3
23

)
=
(

3
23

)
= −

(
23
3

)
= −

(
2
3

)
= 1, i.e., X2 = 12 は F23 で解をも

つ, i.e.,

X2 + 23Y = 12 は整数解をもつ.

例えば (X, Y ) = (9,−3) とおけば 92 + 23 ∗ (−3) = 81− 69 = 12.

定理 149 (整数論: 共立講座 21世紀の数学, 斎藤秀司著, 共立出版, 問題 7.2). A,B,C は
互いに素な 0 でない整数とする. このとき

AX2 +BY 2 + CZ2 = 0 が整数解を持つ ⇔

• A,B,C は同一符号でない.

• A の任意の素因数 p ̸= 2 に対して
(
−BC
p

)
= 1.

• B の任意の素因数 p ̸= 2 に対して
(
−CA
p

)
= 1.

• C の任意の素因数 p ̸= 2 に対して
(
−AB
p

)
= 1.

(⇒) の証明は簡単. (⇐) の証明には局所体の理論を用いる必要がある.
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12.2 証明の準備

12.2.1 Fp の性質

二項係数の性質より

(a+ b)p = ap + pap−1b+
p(p− 1)

2
ap−2b2 + · · ·+ bp ≡ ap + bp mod p.

これを繰り返し用いて

2p = (1 + 1)p ≡ 1p + 1p = 2 mod p,

3p = (1 + 2)p ≡ 1p + 2p ≡ 1 + 2 = 3 mod p,

...

np = (1 + n− 1)p ≡ 1p + (n− 1)p ≡ 1 + (n− 1) = n mod p.

すなわち以下を得た:

補題 150 (フェルマーの小定理). 1. ∀a ∈ Z, ap ≡ a mod p.

2. ∀a ∈ Fp, a
p = a.

3. ∀a ∈ F×p , ap−1 = 1.

さらに 3 より
∀a ∈ F×p , a

p−1
2 = ±1.

よって, 準同型写像
∗

p−1
2 : F×p → {±1}

を得る. これは

• 部分群 (F×p )2 の元を全て 1 に送る.

∵ (F×p )2 ∋ a2 7→ (a2)
p−1
2 = (a

p−1
2 )2 = (±1)2 = 1.

• 自明な準同型ではない (F×p の元全ては 1 に送らない).

∵ [∗ p−1
2 : F×p → {1}] ⇒ {a p−1

2 | a ∈ F×p } = {1}
⇒ X

p−1
2 = 1 が p− 1 個の解を持つ ⇒ 剰余の定理に矛盾.

を満たす. よって平方剰余記号の定義の言い換え 1 と同じ性質持たすので, これらは一致
する. すなわち以下を得た.

補題 151 (オイラーの規準). (
a

p

)
≡ a

p−1
2 mod p.

系 152 (第一補充法則).
(
−1
p

)
= (−1)

p−1
2 .
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12.2.2 ガウス和

定義 153 (ガウス和). Gp :=

p−1∑
a=1

(
a

p

)
e

2πi·a
p .

例 154.

G3 =

(
1

3

)
e

2πi·1
3 +

(
2

3

)
e

2πi·2
3 =

−1 +
√
−3

2
− −1−

√
−3

2
=

√
−3.

G5 =

(
1

5

)
e

2πi·1
5 +

(
2

5

)
e

2πi·2
5 +

(
3

5

)
e

2πi·3
5 +

(
4

5

)
e

2πi·4
5

= e
2πi·1

5 − e
2πi·2

5 − e
2πi·3

5 + e
2πi·4

5

=
−1+

√
5+
√

10+2
√
5i

4
− −1−

√
5+
√

10−2
√
5i

4
− −1−

√
5−
√

10−2
√
5i

4
+
−1+

√
5−
√

10+2
√
5i

4

=
√
5.

また

e
2πi·1

7 ≈ 0.6234898018587335305250048840 + 0.7818314824680298087084445267i,

e
2πi·2

7 ≈ −0.2225209339563144042889025645 + 0.9749279121818236070181316830i,

e
2πi·3

7 ≈ −0.9009688679024191262361023195 + 0.4338837391175581204757683329i,

e
2πi·4

7 ≈ −0.9009688679024191262361023195− 0.4338837391175581204757683329i,

e
2πi·5

7 ≈ −0.2225209339563144042889025645− 0.9749279121818236070181316830i,

e
2πi·6

7 ≈ 0.6234898018587335305250048840− 0.7818314824680298087084445267i,(
1

7

)
= 1,

(
2

7

)
= 1,

(
3

7

)
= −1,

(
4

7

)
= 1,

(
5

7

)
= −1,

(
6

7

)
= −1

より

G7 = e
2πi·1

7 + e
2πi·2

7 − e
2πi·3

7 + e
2πi·4

7 − e
2πi·5

7 − e
2πi·6

7

≈ 2.645751311064590590501615754i.

定理 155. Gp :=

p−1∑
a=1

(
a

p

)
e

2πi·a
p = ±

√
(−1)

p−1
2 p

証明. 補助的に Gp,k :=
∑p−1

a=1

(
a
p

)
e

2πi·ka
p とおく. p ∤ k なら

Gp =
∑
a∈F×

p

(
a

p

)
e

2πi·a
p

k·F×
p =F×

p
=

∑
a∈k·F×

p

(
a

p

)
e

2πi·a
p =

∑
a∈F×

p

(
ak

p

)
e

2πi·ak
p =

(
k

p

)
Gp,k.

p | k なら k = pk0 と書けば

Gp,k =
∑
a∈F×

p

(
a

p

)
e2πi·k0a =

∑
a∈F×

p

(
a

p

)
=

∑
a: は平方数

1 +
∑

a: は非平方数

−1 = 0.
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よってどちらの場合でも

Gp,k =

(
k

p

)
Gp.

さらに以下が成り立つ:

•
∑p−1

k=0Gp,kGp,−k =
∑p−1

k=0

(
k
p

)(
−k
p

)
G2

p = (p− 1)
(
−1
p

)
G2

p.

•
∑p−1

k=0Gp,kGp,−k =
∑p−1

k=0

∑p−1
a=1

∑p−1
b=1

(
ab
p

)
e

2πi·k(a−b)
p

次の補題
=

∑p−1
a=1

∑p−1
b=1

(
ab
p

)
pδa,b =∑p−1

a=1

(
a2

p

)
p = (p− 1)p.

ただし δa,b =

{
1 (a = b)

0 (a ̸= b)
とする. 合わせて

(
−1
p

)
G2

p = p, i.e., G2
p =

(
−1
p

)
p.

補題 156. n ∈ N, ζn = 1 のとき

n−1∑
k=0

ζk =

{
0 (ζ ̸= 1),

n (ζ = 1).

とくに
p−1∑
k=0

e
2πi·k(a−b)

n =

{
0 (a− b = 0)

n (a− b ̸= 0)
= nδa,b.

証明. ζ = 1なら自明. ζ ̸= 1なら (ζ−1)·
∑n−1

k=0 ζ
k =

∑n
k=1 ζ

k−
∑n−1

k=0 ζ
k = ζn−ζ0 = 0.

12.3 平方剰余の相互法則の証明

証明. 異なる奇素数 p, q に対し (
q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2

(
p

q

)
を示す. まず

Gp = ±
√
(−1)

p−1
2 p⇒ Gq−1

p = ((−1)
p−1
2 p)

q−1
2
規準≡

(
(−1)

p−1
2 p

q

)
mod q.

つまり

Gq
p ≡

(
(−1)

p−1
2 p

q

)
Gp mod q.
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一方で

Gq
p

定義と小定理≡
p−1∑
a=1

(
a

p

)q

e
2πi·aq

p
(±1)奇数=±1

=

p−1∑
a=1

(
a

p

)
e

2πi·aq
p

(±1)2=±1
=

(
q

p

) p−1∑
a=1

(
q

p

)(
a

p

)
e

2πi·aq
p =

(
q

p

) ∑
a∈F×

p

(
aq

p

)
e

2πi·aq
p

=

(
q

p

) ∑
a∈F×

p ·q=F×
p

(
a

p

)
e

2πi·a
p ≡

(
q

p

)
Gp mod q.

つまり

Gq
p ≡

(
q

p

)
Gp mod q.

これらを合わせて
(

q
p

)
Gp ≡

(
(−1)

p−1
2 p

q

)
Gp mod q, i.e.,

(
q
p

)
≡
(

(−1)
p−1
2 p

q

)
mod q, i.e.,(

q

p

)
=

(
(−1)

p−1
2 p

q

)
=

(
(−1)

p−1
2

q

)(
p

q

)
.(

(−1)
p−1
2

q

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 は, p, q を 4 で割った余りの場合分けで考えれば分かる.

12.4 補足: Fp/Fp

定理 157. Fp := {Fp 係数多項式の解全体 } とおくと
Fp = ∪n∈NFpn .

ただし Fpn は Fp の (ただ一つの) n 次拡大体で

Fpn = {Fp での Xpn −X = 0 の解全体 } = {α ∈ Fp | αpn = α}.

となる.

例 158. F3 = {0, 1, 2}, 03 = 0, 1
3
= 1, 2

3
= 2 (∵ 小定理 ) であった. よってこれらは

X3 −X = 0

の解である. F3 の 2 次拡大は

F9 = F3(
√
2) = {a+ b

√
2 | a, b ∈ F3}.

で与えられる. このとき √
2
9

= 16
√
2 =

√
2

なので

(a+ b
√

2)9 = ((a+ b
√
2)3)3 = (a3 + b

3
√
2
3

)3 = (a+ b
√

2
3

)3 = a3 + b
3
√
2
9

= a+ b
√

2.

すわなちこれらは
X9 −X = 0

の解である.
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12.5 第二補充法則の証明

e
2πi
8 =

√
2+
√
2i

2
, e

2πi·3
8 = −

√
2+
√
2i

2
, e

2πi·5
8 = −

√
2−
√
2i

2
, e

2πi·7
8 =

√
2−
√
2i

2
, である. よって

G8 := e
2πi·1

8 − e
2πi·3

8 − e
2πi·5

8 + e
2πi·7

8 = 2
√
2.

証明. (
2

p

)
= (−1)

p2−1
8

を示す. まず以下の言い換えを考える:(
2

p

)
= 1 ⇔

√
2 ∈ Fp ⇔ 2

√
2 ∈ Fp ⇔ (2

√
2)p = (2

√
2) ⇔ Gp

8 ≡ G8 mod p.

ここで

Gp
8 = (e

2πi·1
8 − e

2πi·3
8 − e

2πi·5
8 + e

2πi·7
8 )p ≡ e

2πi·p
8 − e

2πi·3p
8 − e

2πi·5p
8 + e

2πi·7p
8 mod p

=

{
e

2πi·1
8 − e

2πi·3
8 − e

2πi·5
8 + e

2πi·7
8 = G8 (p ≡ 1, 7 mod 8)

−e 2πi·1
8 + e

2πi·3
8 + e

2πi·5
8 − e

2πi·7
8 = −G8 (p ≡ 3, 5 mod 8)

一方で

p ≡ 1, 7 mod 8 ⇔ 2 | p
2 − 1

8
⇔ (−1)

p2−1
8 = 1.

よって題意を得る.

12.6 平方剰余記号と, 二次体, 円分体

例 159. K := Q(
√
d) (d ∈ Z, ̸= 平方数) を二次体と呼ぶ. このときK/Q: ガロア拡大で

Gal(K/Q) ∼= {±1}, [
√
d 7→ ±

√
d] 7→ ±1.

例 160. K := Q(e
2πi
n ) (3 ≤ n ∈ N) を円分体と呼ぶ. このときK/Q: ガロア拡大で

Gal(K/Q) ∼= (Z/nZ)×, [σa : e
2πi
n 7→ e

2πi·a
n ] 7→ a mod n.

とくに n = p: 素数のとき (Z/nZ)× = F×p = {1, . . . , p− 1} であった.

定理 155 より

Q(e
2πi·a

p ) ∋
p−1∑
a=1

(
a

p

)
e

2πi·a
p = Gp = ±

√
p∗.

すなわち

円分体 Q(e
2πi·a

p ) ⊃ 二次体 Q(
√
p∗).
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ただし p∗ = (−1)
p−1
2 p (= ±p) とおいた. よって写像の制限は以下の群準同型を導く:

Gal(Q(e
2πi
p )/Q) → Gal(Q(

√
p∗)/Q), σ 7→ σ|Q(

√
p∗).

それぞれのガロア群は F×p , {±1} と同型だから, これは群準同型写像

Resp : F×p
例 160∼= Gal(Q(e

2πi
p )/Q) → Gal(Q(

√
p∗)/Q)

例 159∼= {±1}

を導く. 実はこれが平方剰余記号(
∗
p

)
: F×p → {±1}, a 7→

(
a

p

)
と一致している. 実際

σb(Gp) =
∑
a∈F×

p

(
a

p

)
e

2πi·ab
p =

∑
a∈F×

p

(
a

p

)(
b

p

)
e

2πi·a
p =

(
b

p

)
Gp

より (
b
p

)
= 1 ⇔ σb(Gp) = Gp ⇔ σb|Q(

√
p∗) = id ⇔ Resp(b) = 1

が分かる.

注意 161. 歴史的に見れば, 平方剰余の相互法則の一般化としてアルティンの相互法則が
定式化された. 逆に言えば

アルティンの相互法則 ⇒ 平方剰余の相互法則

と導けることになる. あとで, 類体論へ至る道 – 初等数論からの代数入門 (足立恒雄著, 日
本評論社) の第 14 章を参考に解説する予定.

12.7 補足: 大域, 局所, 剰余

大域体 局所体 剰余体
Q ⊂ Qp

∪ ∪
Z ⊂ Zp ↠ Fp = Z/pZ

という構図は

ローラン展開 代入
K(X) ⊂ K((X))
∪ ∪

K[X] ⊂ K[[X]] ↠ K = K[X]/(X)

という構図の類似である (K = R,C, etc.). 例えば

• 1
1−X ∈ K(X) を X = 0 でローラン展開すると 1 +X +X2 + · · · .

• これに X = 0 を代入するというのは, ローラン展開したものを mod(X) で考える
ことと同じである: 1 +X +X2 + · · · mod (X) = 1.
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13 平方剰余の相互法則と一般相互法則

この節では [類体論へ至る道 – 初等数論からの代数入門 (足立恒雄著, 日本評論社), 第 14
章] を参考に

(円分体の場合の) 一般相互法則 ⇒ 平方剰余の相互法則

を導く.

13.1 一般相互法則: 円分体の場合

まず例 52 で紹介した事実の証明の概略を与える. 3 ≤ m ∈ N に対し Q(ζm)/Q (ζm :=

exp(2π
√
−1

m
)) はアーベル拡大で

Gal(Q(ζm)/Q) = {σa : ζm 7→ ζam | 1 ≤ a ≤ m, (a,m) = 1} ∼= (Z/mZ)×

となることの証明は, ガロア理論の標準的な教科書に乗っているので省略する. 以下の命
題が中心的である.

命題 162. p を素数とし, m = prm0, (p,m0) = 1 と書く. また p の上にある Q(ζm) の
素イデアル P を一つ固定する. このとき (a,m) = 1, a ≡ p mod m0 となる a に対し,
σa ∈ Gal(Q(ζm)/Q) がP のフロベニウス写像である. すなわち

Gal(Q(ζm)/Q) ⊃ DP ∋ σa 7→ [x 7→ xNP] ∈ Gal((Z[ζm]/P)/(Z/pZ)).

証明のために一つ準備をする.

命題 163. l を素数, r ∈ N とする. このときQ(ζlr)/Q での l の素イデアル分解は

(l) := lZ[ζlr ] = (1− ζlr)
lr−1(l−1)

で与えられる.

証明. l は高々 [Q(ζlr) : Q] = lr−1(l − 1) 個の素イデアルの積にしか分解できない (∵ 定
理 41) ので, イデアルとしての等式 (l) = (1− ζlr)

lr−1(l−1) を示しさえすればよい. 実際

• (元として)
∏lr

a=1, l∤a(1− ζalr) = l.

∵ 一般に多項式としての等式 Xn−1 =
∏n

a=1(X−ζan)が成り立つ (例えば,両辺の根
はそれぞれ {ζan | a = 1, . . . , n}となり一致することから分かる). よって Xlr−1

Xlr−1−1
を二

通りに計算することにより
∏lr

a=1, l∤a(X−ζalr) = X lr−1(l−1)+X lr−1(l−2)+· · ·+X lr−1
+1

を得る. これに X = 1 を代入すれば良い.

• l ∤ a ならイデアルとして (1− ζalr) = (1− ζlr).

∵ 1−ζalr
1−ζlr

= 1 + ζlr + ζ2lr + · · · + ζa−1lr ∈ Z[ζlr ] より (1 − ζlr) | (1 − ζalr). 一方で l ∤ a
より lr, a は互いに素なので ∃b, c ∈ N s.t. ab + lrc = 1. よって ζ := ζalr とおくと
ζb = ζablr = ζ1−l

rc
lr = ζlr

ζl
rc
lr

= ζlr となる. ゆえに 1−ζlr
1−ζalr

= 1−ζb
1−ζ = 1+ ζ+ ζ2+ · · ·+ ζb−1 ∈

Z[ζlr ], i.e., (1− ζalr) | (1− ζlr). 合わせて題意を満たす.
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が成り立つので, 題意が従う.

命題 162 の証明の概略. 素因数分解: m = lr11 l
r2
2 · · · lrkk に対応して, 体とガロア群の分解:

Q(ζm) = Q(ζlr11 )Q(ζlr22 ) · · ·Q(ζlrkk
) (合成体),

Gal(Q(ζm)/Q) = Gal(Q(ζlr11 )/Q)×Gal(Q(ζlr22 )/Q)× · · · ×Gal(Q(ζlrkk
)/Q) (直積群)

が起き, このことから m = lr の場合に命題を示せば十分であることが分かる (ガロア理
論の標準的な議論で分かる). すなわち

p, l: 素数, r ∈ N, P: p の上にある Q(ζlr) の素イデアル (の一つ) とする. このとき

σa ∈ Gal(Q(ζlr)/Q) が P のフロベニウス写像⇔

{
a ≡ p mod lr (p ̸= l)

a は任意 (p = l)

を言えばよい.
p = l の場合. 定理 41, 命題 163 より, P は p の上にあるただ一つのイデアルであり,
[Z[ζpr ]/P : Z/pZ] = fP|(p) = 1 となる. 前者より DP = Gal(Q(ζlr)/Q) が分かり, 後
者より Gal((Z[ζpr ]/P)/(Z/pZ)) は自明な群であることが分かる. よって任意の元 σa ∈
Gal(Q(ζlr)/Q) が P のフロベニウス写像となる.
p ̸= l の場合. フロベニウス写像の定義より,

σa ∈ Gal(Q(ζlr)/Q) が P のフロベニウス写像 ⇒ ζalr ≡ ζplr mod P.

さらに ζlr が整数環 Z[ζlr ] の生成元であることから, これは同値であることが言える.
ζalr − ζplr = ζalr(1− ζp−alr ) で ζalr ∈ Z[ζlr ]× だから ζalr ≡ ζplr mod P ⇔ 1− ζp−alr ∈ P. 結局

a ≡ p mod lr ⇔ 1− ζp−alr ∈ P

を言えばよい. (⇒) は自明 (∵ a ≡ p mod lr ⇒ 1 − ζp−alr = 0) なので (⇐) を示す. もし
a ̸≡ p mod lr なら p− a = lr1b, l ∤ b, r1 < r と書ける. よって ζp−alr = ζblr2 , r2 = r − r1 ∈ N
の形である. 結局

(1− ζp−alr ) = (1− ζblr2 ) =
命題 163 の証明中

= (1− ζlr2 )
命題 163

| (l).

もし 1− ζp−alr ∈ P なら, 命題 33 より P | (1− ζp−alr ) なので, 合わせて

P | (l)

であり, これは P | (p), p ̸= l と矛盾する.

命題 162 より, 円分体のガロア群の分解群, 惰性群の様子が分かる:

系 164. これまで通り m = prm0, (p,m0) = 1 とおく. 素数 p の上にある Q(ζm) の素イ
デアル P に対し, IP = {σa ∈ G | a ≡ 1 mod m0}, DP = {σa ∈ G | ∃k = 0, 1, 2, . . . s.t.
a ≡ pk mod m0}. とくに

p が Q(ζm)/Q で不分岐 ⇔ p ∤ m,
p が Q(ζm)/Q で完全分解 ⇔ p ≡ 1 mod m,

“p の Q(ζm)/Q での剰余次数” fP|(p) = “p の乗法群 (Z/m0Z)× での位数”,
“p の Q(ζm)/Q での分岐指数” eP|(p) = “乗法群 (Z/prZ)× の位数”.
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証明の概略. 前半は, 惰性群の一般元は “二つの P のフロベニウス写像の商” の形で書け,
分解群は惰性群と P のフロベニウス写像で生成されることから分かる. 後半はヒルベル
トの理論 (定理 50) より従う.

例 124 で, 円分体の一般相互法則の同型写像は

I(m)vn∞/S(m)vn∞
∼= Gal(Q(ζm)/Q), (a)S(m)vn∞ 7→

(
Q(ζm)/Q

(a)

)
: ζm 7→ ζ |a|m ((a,m) = 1),

で与えられることを紹介した. アルティン記号は
(

Q(ζm)/Q
(a)

)
は, a の素因数分解に応じた

積として定義してあるので,

•
(

Q(ζm)/Q
(p)

)
: ζm 7→ ζpm.

• 写像 I(m)vn∞/S(m)vn∞ → Gal(Q(ζm)/Q), (a)S(m)vn∞ 7→
(

Q(ζm)/Q
(a)

)
が well-defined,同型.

を確かめればよい.
(

Q(ζm)/Q
(p)

)
は, 定義よりフロベニウス写像だったので, 命題 162 より

前半が従う. 後半は, 例 113 (これは直接計算で分かる) から従う.

13.2 素数の二次体での分解法則

定理 165 (類体論へ至る道,定理 11.10の一部). d ∈ Zは平方数でないとし,二次体 Q(
√
d)

を考える. また p は奇素数で p ∤ d とする. このとき(
m
p

)
= 1 ⇔ p は Q(

√
d)/Q で分解する.

証明について. [類体論へ至る道, 定理 11.9] は綺麗で使い勝手が良い定理である. この応
用として, 上記の定理も得られる. 証明もついているので, 時間があれば見てみると良い.

ここでは片側だけ (⇒) に証明を付ける.
(

m
p

)
= 1 とする. すなわち

∃a ∈ Z s.t. d− a2 ∈ pZ.
さらに d− a2 /∈ p2Z としてよい. 実際, もし d− a2 ∈ p2Z なら a を a− p に取り換えれば
d− (a− p)2 = d− a2 − p2 + 2ap ∈ 2ap+ p2Z. よって d− (a− p)2 ∈ pZ のままであるが
p ∤ 2a (∵ p は奇素数より p ∤ 2. もし p | a なら d ∈ a2 + pZ も p の倍数になり仮定 p ∤ d
に反する) より d− (a− p)2 /∈ p2Z となる. 結局

∃a, b ∈ Z s.t. d− a2 = pb, p ∤ b
が言えた. このとき, イデアルとしての分解

(p) = (p,
√
d− a)(p,

√
d+ a)

が成り立つ. 実際 (p,
√
d−a)(p,

√
d+a) = (p2, p(

√
d−a), p(

√
d+a), d−a2) = (p2, p(

√
d−

a), p(
√
d+ a), pb) ⊂ (p) であり, 逆に p ∤ b より ∃x, y ∈ Z s.t. px+ by = 1, i.e., (p2, p(

√
d−

a), p(
√
d+ a), pb) ∋ p2x+ pby = p, i.e., (p2, p(

√
d− a), p(

√
d+ a), pb) ⊃ (p). ここで

• (p) は Q(
√
d) で高々 [Q(

√
d) : Q] = 2 個の素イデアルの積にしか分解できない (∵

定理 41) ので, 上記は素イデアル分解を与えている.

• 定理 45 より p は Q(
√
d) で不分岐.

が言えるので, p が分解: (p) = (p,
√
d− a)(p,

√
d+ a) していることが分かった.
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13.3 一般相互法則 ⇒ 平方剰余の相互法則

平方剰余の相互法則を導く. 互いに異なる奇素数 p, q に対し p∗ := (−1)
p−1
2 p = G2

p とお
く. このとき平方剰余の相互法則は (

p∗

q

)
=

(
q

p

)
と同値になることが分かる (∵ 場合分けして計算 ). ζp := e

2πi
p とおくと, 前節で可換図式

σ 7→ σ|Q(
√
p∗)∈ ∈

[σa : ζp 7→ ζap ] ∈ Gal(Q(ζp)/Q) → Gal(Q(
√
p∗)/Q),

7→

∼= ⟳ ∼=

a ∈ F×p → {±1}
∈ ∈

a 7→
(

a
p

)
.

を示した. これに円分体の一般相互法則

I(p)vn∞/S(p)vn∞
∼= Gal(Q(ζp)/Q), (a)S(p)vn∞ 7→

(
Q(ζp)/Q

(a)

)
= σa (p ∤ a > 0)

および, 命題 122-3 (
Q(ζp)/Q

(a)

)
|Q(
√
p∗) =

(
Q(

√
p∗)/Q
(a)

)
を組み合わせると (

Q(
√
p∗)/Q
(q)

)
=

(
q

p

)
を得る. 一方で q の上の Q(

√
p∗) の素イデアル Q とその分解群 DQ に対して(

p∗

q

)
= 1

定理 165⇔ q は Q(
√
p∗)/Q で分解する ヒルベルトの理論⇔ DQ = {id}

DQ=⟨
(

Q(
√

p∗)/Q
(q)

)
⟩

⇔
(

Q(
√
p∗)/Q
(q)

)
= id.

合わせて, 望み通り (
p∗

q

)
= 1 ⇔

(
q

p

)
= 1

を得る.

注意 166. 上記の議論をまとめると

• 円分体の一般相互法則と命題 122-3 より
(

Q(
√
p∗)/Q
(q)

)
=
(

q
p

)
.

• 二次体の整数論より
(

Q(
√
p∗)/Q
(q)

)
=
(

p∗

q

)
.

が言えるので, 平方剰余の相互法則
(

p∗

q

)
=
(

q
p

)
が従う.
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14 代数体のイデール群 (1)

要約. 代数体 K の乗法群 K× に付随して, イデール群と呼ばれる位相群 JK が定義され
る. 特に, JK は以下の望ましい性質をもつ.

• JK は “十分大きい”: K× ⊂ JK は離散的.

• JK は “大きすぎない”: JK は局所コンパクト.

• JK (の群コホモロジー etc.) は, “分解して” 計算可能.

• JK は他の群 (単数群, イデアル類群, etc.) と “相性が良い”.

14.1 イデール群の定義

K を代数体とする. 各素点 v ∈ SK に対し, K の完備化

Kv =


Kp (v = p ∈ S0

K)

R (v ∈ S∞K で実素点)

C (v ∈ S∞K で複素素点)

を考える. v = p が有限素点の場合, 付値環, 一意化元, 付値イデアル, 単数群をそれぞれ

Rp, πp, Pp = πpRp, Up = R×p = Rp − Pp,

(e.g., Zp, p, pZp, Z×p = Zp − pZp)

とおく. 次を K のイデール群 と呼び, イデール群の各元を イデール と呼ぶ.

JK := {α = (αv)v∈SK
∈
∏
v∈SK

K×v | ∀′p ∈ S0
K , αp ∈ Up}.

ここで記号 ∀′ は “有限個を除く全ての” の意味である.

注意 167. {(αv)v∈SK
∈
∏

v∈SK
Xv | ∀′p, αp ∈ Yp} (Yp ⊊ Xp) のように定義された集合を

制限直積 などと呼ぶ. 以下の命題 170-1 より, 制限直積は “直積の極限” ともみなせる.

例 168. 有理数体 Q のイデール群 JQ は, 無限直積
∏

v=v∞,2,3,5,... Q×v の部分群である:

JQ ⊂ R× ×Q×2 ×Q×3 ×Q×5 × · · · .

たとえば α := (15
7
, (15

7
)2, (15

7
)3, (15

7
)4, . . . ) は p ̸= 3, 5, 7 で αp =

15n

7n
∈ Z×p となるので “有

限個を除く全ての p で αp ∈ Z×p ” を満たしている. よってこの α はイデールである. 一
方で β := (1, 2, 3, 5, . . . ) (βv∞ := 1, βp := p) とおけば, 無限個の p で βp /∈ Z×p となってい
るので, イデールではない.

定義 169. S∞K ⊂ S ⊂ SK となる有限集合 S をとる. このとき

JS
K :=

∏
v∈S

K×v ×
∏

p∈SK−S

Up

とおけばイデール群 JK の部分群となる. JS
K の元を S イデールと呼ぶ.
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命題 170. 1. JK = ∪S∞
K ⊂S⊂SK , |S|<∞J

S
K .

2. イデール α = (αv) に対して ϕ(α) :=
∏

v∈SK−S∞
K
pordp(αp) とおけばK の分数イデア

ルとなる. この対応で
JK → IK , α 7→ ϕ(α)

は全射準同型になる. さらに

JK/J
S∞
K

K
∼= IK , αJ

S∞
K

K 7→ ϕ(α)

となる. とくに素イデアル p に対し α := (1, . . . , 1, πp, 1, . . . ) (αv =

{
1 (v ̸= p)

πp (v = p)
)

とおけば
αJ

S∞
K

K 7→ ϕ(α) = p

となる.

3. x ∈ K× に対して α = (x, x, x, . . . ) ∈ JK を考えることができる. とくに

K× ⊂ JK

とみなせる. K× の元をイデールとみなすとき 主イデール と呼ぶ. また

CK := JK/K
×

を K の イデール類群 と呼ぶ.

4. 2 の写像から次の同型写像が導かれる.

JK/J
S∞
K

K K× ∼= IK/PK .

基本問題 171. 上の命題の 1, 2, 4 の証明をせよ.

略解. 1. (⊂) を示す. α ∈ JK ⇒ ∀′p ∈ S0
K , αp ∈ Up, i.e., S1 := {p ∈ S0

K | αp /∈ Up} は有
限集合. よって S := S∞K ∪ S1 とおけば α ∈ JS

K . (⊃) は, より簡単.

2. ϕ(α) = (1) ⇔ ∀p ∈ S0
K , ordp(αp) = 0 ⇔ α ∈ J

S∞
K

K .
4. まず x ∈ K× ⇒ ϕ(x) = (x) (単項イデアル)となることに注意. ϕ(α) ∈ PK ⇔ ∃x ∈ K×

s.t. ϕ(α) = (x) ⇔ ∃x ∈ K× s.t. ϕ(α
x
) = (1)

2⇔ α
x
∈ J

S∞
K

K ⇔ α ∈ J
S∞
K

K K×.

基本問題 172. 有限集合 S を十分大きくとると JK = JS
KK

× となることを示せ.

略解. 最初に

有限個の素イデアル {p1, . . . , pr} で IK/PK が生成される

ことを見る. 実際, IK/PK は有限群なので, 有限個からなる完全代表系 {a1, . . . , ah} が取
れる. これらの素因子を全て並べて {p1, . . . , pr} とおけばよい. 次に

S := S∞K ∪ {p1, . . . , pr} が題意を満たす, i.e., JK = JS
KK

×

を示す. 任意の α ∈ JK に対し a := ϕ(α) ∈ IK を考える. イデアル類群の定義より ∃x ∈
K×, ∃i s.t. a = xai. さらに pi の取り方から = x

∏r
i=1 p

nj

j (nj ∈ Z) の形となる. 一方で命
題 170-2のように ϕ(αj) = pj となる元をとると αj ∈ JS

K であり, ϕ(x
∏r

j=1α
ni
j ) = aとな

る. よって ϕ(α) = ϕ(x
∏r

j=1α
mi
j ), すなわち β := α(x

∏r
j=1α

nj

j )−1 ∈ kerϕ = J
S∞
K

K ⊂ JS
K .

よって α = (β
∏r

j=1α
mi
j )x ∈ JS

KK
×.
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14.2 イデール群の位相

定義 173. イデール群 JK には, 以下の集合族 {V (S, n)}S∞
K ⊂S⊂SK ,|S|<∞,n∈N が単位元 1 =

(1, 1, . . . ) の基本近傍系となるような位相が定まる. まず n ∈ N に対して

V (n)
v :=

{
U

(n)
p = 1 + P n

p (v = p ∈ S0
K)

{x ∈ K×v | |1− x|v < 1
n
} (v ∈ S∞K )

とおく. {V (n)
v }n∈N は K×v における単位元 1 ∈ K×v の基本近傍系となっていることに注

意. このとき
V (S, n) :=

∏
v∈S

V (n)
v ×

∏
p∈SK−S

Up.

この位相で, イデール群は局所コンパクトになる (∵ チコノフの定理 ).

基本問題 174. K× ⊂ JK は離散部分群となることを示せ.

略解. ∃n, S s.t. K× ∩ V (S, n) = {1} を言えば良い. 実際 α = (α, α, . . . ) ∈ K× ∩ V (S, n)

⇒ |α− 1|v

{
< 1 (v ∈ S)

≤ max{|α|v, |1|v} ≤ 1 (v /∈ S)
, とくに

∏
v |α− 1|v < 1. よって α ̸= 1 なら

正規付値の積公式に矛盾する.

系 175. K× ⊂ JK は閉部分群. とくにイデール類群 CK = JK/K
× はハウスドルフ空間

である.

証明. 一般に, 位相群 G がハウスドルフ空間で, その正規部分群 N が閉集合であるとき,
剰余群 G/N に商位相を入れると, ハウスドルフ空間となる.

例 176. K = Q の場合を考える. 素点を一つだけ考えても Q× ↪→ R×,Q×p は離散的にな
らない. 例えば

Q× ∋ 1 +
1

n
→ 1 (∈ R×, n→ ∞), Q× ∋ 1 + pn → 1 (∈ Q×p , n→ ∞).

同様に, 有限個の素点でも集積点を持ってしまう. 例えば

Q× ↪→ R× ×Q×2 ×Q×3 ,

1 +
6n

7n
→ 1 (n→ ∞).

さらに JQ から一つの素点 p = 2 を抜いただけで

Q× ↪→ {α = (αv)v∈SQ−{2} ∈
∏

v∈SQ−{2}

Q×v | ∀′p ∈ {3, 5, 7, . . . }, αp ∈ Z×p },

1 +

∏
p=3,5,7,···<n p

n

((2n)n)n
→ 1 (n→ ∞)

となり, やはり集積点を持つ.

実際は, 上の例より強く, 以下の定理が成り立つ.

定理 177 (近似定理). K を代数体, v1, v2, . . . , vn ∈ SK を互いに異なる素点とする. 任意
の a1, a2, . . . , an ∈ K, ϵ > 0 に対して

∃a ∈ K s.t. vi(a− ai) < ϵ (i = 1, 2, . . . , n)

が成り立つ.
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14.3 位相の応用例: C0
K のコンパクト性 ⇒ イデアル類群の有限性, ディ

リクレの単数定理

定義 178. 1. イデール α = (αv) ∈ JK の 体積 を V (α) :=
∏

v |αv|v で定める. 正規付
値の積公式より α = (α, α, . . . ) ∈ K× に対し V (α) = 1 だから, イデール類群の元
α∗ := αK× ∈ CK = JK/K

× に対しても V (α∗) := V (α) と定義できる. とくに

V : JK , CK → R>0 := (0,∞)

は連続全射準同型写像である.

2. C0
K := ker[V : CK → R>0] = {α∗ ∈ CK | V (α∗) = 1} とおく. 1 よりこれはイデー
ル類群の閉部分群である.

補題 179. G を位相群, H をそのコンパクトな部分群, π : G → G/H を自然な射影とす
る. このとき F ⊂ G/H がコンパクトであれば π−1(F ) ⊂ G もコンパクトである. とくに
G/H がコンパクトであれば G もコンパクト.

定理 180. C0
K ⊂ CK はコンパクトな部分群である. さらに位相群としての直積分解

CK
∼= C0

K × R>0

が成り立つ.

証明の概略. 代数体K を固定し,添え字のK を省略する (J := JK ,等). J0 := ker[V : J →
R>0] = {α ∈ J | V (α) = 1}, U0 :=

∏
p∈S0 Up, Γ :=

∏
v∈S∞ K×v , Γ

0 := Γ∩ J0 とおく. ただ

し U0 ↪→ J , (αp)p∈S0 7→ (βv)v∈S, βv =

{
αv (v ∈ S0)

1 (v ∈ S∞)
と考える. Γ ↪→ J も同様. 定義よ

り JS∞
= U0 × Γ = U0Γ. さらに V (JS∞

) = V (Γ) = R>0 より J = J0JS∞
= J0Γ. よって

J0∩JS∞
K× = (J0∩JS∞

)K× = U0Γ0K×に注意してJ/JS∞
K× = J0JS∞

/JS∞
K×

準同型定理∼=
J0/(J0 ∩ JS∞

K×) = J0/U0Γ0K× を得る. 従って次は完全列となる.

1 → U0Γ0K×/K× → C0 → J/JS∞
K× → 1.

J/JS∞
K× ∼= I/P (イデアル類群) は有限群であったから, とくにコンパクトである. よっ

て上の補題より C0 のコンパクト性は U0Γ0K×/K× のコンパクト性に帰着される. 同様
に, 同型と完全列

U0Γ0K×/K× ∼= U0Γ0E, 1 → U0 → U0Γ0/E → Γ0/E → 1

が成り立ち (E := O×K), チコノフの定理より U0 はコンパクトであるので Γ0/E のコンパ
クト性を示せば良いことが分かる. そこで準同型写像

Φ: Γ0 → R|S∞|, (αv)v∈S∞ 7→ (log |αv|v)v∈S∞

を考える. ただし |αv|v :=

{
|αv| (v は実素点)

|αv|2 (v は複素素点)
とおいた. この Φ を E に制限す

れば, ディリクレの単数定理の証明で用いたものと一致し, その像 Φ(Γ0) は超平面 P :=
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{(x1, . . . , xr1+r2) ∈ Rr1+r2 |
∑r1+r2

i=1 xi = 0} ∼= Rr 全体と一致する (r = r1 + r2 − 1 =
|S∞| − 1). よって

Γ0/E kerΦ ∼= Φ(Γ0)Φ(E) ∼= (R/Z)r

であり, Γ0/E kerΦ はコンパクトである. また

1 → E kerΦ/E → Γ0/E → Γ0/E kerΦ → 1

が完全列なので Γ0/E のコンパクト性は, さらに E kerΦ/E のコンパクト性に帰着され
た. ker Φ はユークリッド空間の有界閉集合なのでコンパクト. さらに自然な射影 kerΦ →
E kerΦ/E は連続な全射であるから, その像 E kerΦ/E も, 望み通りコンパクトとなる.
最後に以下の完全列が分裂することを見る.

1 → C0 → C
V→ R>0 → 1.

実際, 無限素点 v ∈ S∞ を一つ固定すると, Kv = R または C なので, 自然な写像 R>0 ↪→
K×v → J → C が定まる. この写像が (位相群としての) 分裂を与える.

系 181. S∞K ⊂ S ⊂ SK , |S| <∞ とする.

1. JK/J
S
KK

×は有限群. とくに S = S∞K ならこれはイデアル類群 IK/PK
∼= JK/J

S∞
K

K K×

の有限性を言っている.

2. KS := JS
K ∩ K× = {x ∈ K× | ∀s ∈ SK − S, |x|v = 1} の元を K の S 単数 と呼

ぶ. このとき KS ∼= µK ⊕ Z|S|−1. とくに S = S∞K ならこれはディリクレの単数定理
KS∞

K = EK
∼= µK ⊕ Zr を言っている.

証明の概略. 合成写像 C0
K ↪→ CK = J/K× ↠ JK/J

S
KK

× は全射 (∵ V (JS
K) = R>0 より

J = J0
KJ

S
K , J

0
K := ker[V : JK → R>0]). とくに JK/J

S
KK

× はコンパクト (∵ C0
K はコンパ

クト) かつ離散 (∵ JS
KK

× ⊂ JK は開部分群). よって有限集合となり 1 が従う. 2 に関し
て, 以下は先の証明と同様の手法で示せる:

(a). US :=
∏

p∈SK−S Up, Γ
S :=

∏
v∈S K

×
v , Γ

S,0 := ΓS
K ∩ J0

K とおく.

(b). USΓS,0K×/K× ⊂ C0
K は開部分群. 一般に, 位相群の開部分群は閉部分群でもある

(∵ 位相群 G の開部分群 H による剰余類分解 G =
⨿

λ∈Λ gλH を考えるとG−H =⨿
λ∈Λ,gλH ̸=H gλH = “開集合 gλH の和集合”) ので USΓS,0K× はコンパクト.

(c). (b) より USΓS,0K×/K× ∼= USΓS,0/(K× ∩USΓS,0)
USΓS,0=JS

K= USΓS,0/KS ↠ ΓS,0/KS

の像 ΓS,0/KS もコンパクト.

(d). 連続準同型写像 ΦS : ΓS,0 → R|S|, (αv)v∈S 7→ (log |αv|v)v∈S を考える. このとき (c)よ
り合成写像 ΓS,0/KS ↠ ΓS,0/KS kerΦS ∼= ΦS(ΓS,0)/ΦS(KS) の像 ΦS(ΓS,0)/ΦS(KS)
もコンパクト.

(e). 超平面 P ⊂ {(x1, . . . , x|S|) ∈ R|S| |
∑|S|

i=1 xi = 0} ∼= R|S|−1 を考える. P/ΦS(ΓS,0) ∼=
(R/Z)s (s ≤ |S| − 1) となり, とくにコンパクト.
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(f). (d),(e)より P/ΦS(KS)もコンパクト. よって ΦS(KS)が離散であることが言えれば,
ΦS(KS) ⊂ P ∼= R|S|−1 は最大階数 (= |S| − 1) の格子であることが言える. すなわ
ち ΦS(KS) ∼= Z|S|−1. これと ker[ΦS : KS → P ] = {x ∈ K | ∀v ∈ S, |x|v = 1} = µK

より題意が従う.

よって示すべきは “ΦS(KS) ⊂ R|S| が離散”, すなわち Uϵ(1) := {(xv)v∈S ∈ R|S| | ∀v ∈
S, |xv − 1| < ϵ} とおいて ∃ϵ > 0 s.t. |ΦS(KS) ∩ Uϵ(1)| < ∞ である. ΦS(KS) ∩ Uϵ(1) =

ΦS(x) | x ∈ K×, p ∈ SK − S ⇒ |x|p = 1, v ∈ S ⇒ |x − 1|v < ϵ}
ϵ < 1

n
となる ϵ > 0, n ∈ N

⊂
ΦS(K×∩V (S, n)). ここで K× ⊂ JK は離散だったので,十分大きい nに対し K×∩V (S, n)
は有限集合. よって十分小さい ϵ に対し ΦS(KS) ∩ Uϵ(1) も有限集合.

例 182. K = Q の場合を考える. S = S∞Q = {v∞} とすると Q{v∞} = {x ∈ Q× |
∀p ∈ S0

Q, |x|p = 1} = {±1} となり階数 = 0 = |{v∞}| − 1. つぎに S = {v∞, 2} とす
ると Q{v∞,2} = {x ∈ Q× | ∀p ∈ S0

Q − {2}, |x|p = 1} = {±2n | n ∈ Z} となり階数
= 1 = |{v∞, 2}| − 1.

14.4 位相の応用例: イデール類群の連結成分 ⇒ 無限次アーベル拡大

補題 183. G を局所コンパクト位相群, D をその単位元 e = eG を含む連結成分とする.
このとき D = ∩開部分群 U⊂GU .

定理 184. K を代数体とする.

Γ>0 := {(xv)v∈S∞
K

∈
∏

v∈S∞
K

K×v |実素点 v に対して xv > 0}

とおく. このとき CK の単位元の連結成分は

DK := Γ>0K×/K×(= Γ>0K×/K
×)

である. ただし A は A ⊂ CK (または A ⊂ JK) の閉包を表す.

証明. JK の開基 V (S, n) を含む最小の開部分群は

U(S, n)× Γ>0, U(S, n) :=
∏

p∈SK−S

Up ×
∏

p∈S−S∞
K

U
(n)
p

となる. よって CK の任意の開部分群は U(S, n)Γ>0K
×/K× の形の開部分群を含む. よっ

て上の補題より

DK = ∩S,n(U(S, n)Γ>0K
×)/K× = ∩S,n(V (S, n)Γ>0K

×)/K×.

あとは ∩S,nV (S, n)Γ>0K
× = Γ>0K× を言えばよい. 実際:

(⊂). x ∈ ∩S,nV (S, n)Γ>0K
×をとる. 定義より x = vS,ngS,n (vS,n ∈ V (S, n), gS,n ∈ Γ>0K

×)

の形に書ける. {V (S, n)}S,n は単位元の基本近傍系であったから {gS,n}S,n ⊂ Γ>0K
× は x

を集積点にもつ.
(⊃). 各 V (S, n)Γ>0K

× は開部分群なので, 閉部分群でもある. よって左辺は Γ>0K
× を含

む閉集合.
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系 185. DK ⊂ CK を連結成分とする. このとき CK/DK はコンパクトかつ全不連結.

証明. 全不連結は自明 (∵ 連結成分 DK を 1 点に潰している). 直積分解 CK
∼= C0

K ×R>0

を DK に制限すると DK
∼= D0

K × R>0, D
0
K ⊂ C0

K は単位元の連結成分, の形 (∵ 直積空
間の連結成分は, 連結成分の直積と一致). とくに C0

K ↠ C0
K/D

0
K
∼= CK/DK の像 CK/DK

はコンパクト.

定理 186. K を代数体, Kab を K の (無限次) 最大アーベル拡大とする. このとき類体論
により, 位相群としての同型

CK/DK
∼= Gal(Kab/K)

が構成される. 特に次の一対一対応を得る.

{H ⊂ CK | 閉部分群, DK を含む } ↔ {L/K | (有限次とは限らない) アーベル拡大 }.

また H ↔ L のとき Gal(L/K) ∼= CK/H.

証明について. 類体論を認めると, 無限次ガロア理論より直ちに従う. 詳しくは教科書
p136, 定理 5.5.3 等.

14.5 相対代数体のイデール

L/K を相対代数体, v を K の素点とする. 自然な単射

Kv ↪→
∏
w|v

Lw, x 7→ (x, x, . . . , x)

を使って, 写像 JK → JL を

JK → JL, (xv)v∈SK
7→ (yw)w∈SL

, yw := xv with w | v

で定めると, 明らかに単射準同型である. すなわち

JK ⊂ JL

とみなせる. さらに JK の位相は JL からの相対位相と一致する. また JK ∩ L× = K× と
なるので

CK ⊂ CL

ともみなせる.

定義 187. L/K を相対代数体とし, K 共役写像 σ : L → σ(L) (i.e., σ は体の準同型で
σ|K = id) を考える.

1. 写像 σ : SL → Sσ(L) を, 有限素点 ∈ S0
L, 無限素点 ∈ S∞L に場合分けして以下で定

める:

有限素点 w = P に対して σ(w) := σ(P) (写像としての像),

無限素点 w = [ι : L→ Lw] に対して σ(w) := ι ◦ σ−1 : σ(L) → Lw (合成写像).

この σ : SL → Sσ(L) は全単射になる.
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2. w ∈ SL を固定して考える. σ : L → σ(L) は L の付値 w, σ(L) の付値 σ(w) に対し
て連続写像になる. よって σ の延長 Lw → σ(L)σ(w) が存在し, 同じ記号 σ で表す.

3. L のイデール群から, σ(L) のイデール群への写像を

σ : JL → Jσ(L), (yw)w∈SL
7→ (zw′)w′∈Sσ(L)

, zw′ := σ(yw) with w
′ = σ(w)

と定める. とくに L/K がガロア拡大なら σ(L) = L なので, Gal(L/K) が JL に作
用している.

2 の連続性の証明. w = P ∈ S0
L のとき. Lの P進位相は {Pn(OL)(P)}n∈N を 0 ∈ Lの基

本近傍系として定義されていた. 同様に 0 ∈ σ(L)の基本近傍系は {σ(P)n(Oσ(L))(σ(P))}n∈N
となり, σ は基本近傍系を基本近傍系へと移す. よって連続写像.
w = [ι : L ↪→ Lv] ∈ S∞L のとき. Lの v による位相は ι : L ∼= ι(L) ⊂ Lv (= Rまたは C)に
よる相対位相である. 同様に σ(L) の σ(v) による位相は ι ◦ σ−1 : σ(L) ∼= ι ◦ σ−1(σ(L)) =
ι(L) ⊂ Lv による相対位相なので σ : L→ σ(L) を連続にする位相である.

補題 188. 相対代数体 L/K をガロア拡大とし G := Gal(L/K)とおく. このとき JG
L = JK .

証明の概略. ヒルベルトの理論のところで, 各有限素点 p ∈ S0
K に対し G は {P | p} に作

用することを見た. 同じことが無限素点 v ∈ S∞K でも成立する. よって, 分解群 Dw を無
限素点に対しても同様に定義 (Dw := {σ ∈ G | σ(w) = w}) すれば

(yw)w∈SL
∈ JG

L ⇔ ∀w ∈ SL, ∀σ ∈ G, yσ(w) = σ(yw)

⇒ ∀w ∈ SL, ∀σ ∈ Dw = Gal(Lw/Kv) ⊂ G, σ(yw) = yw

⇒ ∀w ∈ SL, yw ∈ LDw
w = Kw

が言える. さらに G の {w | v} への作用は推移的だったから w,w′ | v ⇒ yw = yw′ も言
える. よって (⊂) が言えた. (⊃) はより簡単である.

系 189. 相対代数体 L/K をガロア拡大とし G := Gal(L/K)とおく. このとき CG
L = CK .

証明. G 完全列 1 → L× → JL → CL → 1 に定理 107 を適用して, 完全列

(L×)G → JG
L → CG

L → H1(G,L×) → · · ·
を得る. これにヒルベルト 90: H1(G,L×) = {1}, および上の定理と (L×)G = K× (∵ ガ
ロア理論) を代入して題意を得る.

定義 190. 相対代数体 L/K に対し, イデールのノルム写像

NL/K : JL → JK , (yw)w∈SL
7→ (xv)v∈SK

, xv :=
∏
w|v

NLw/Kvyw

を定義する. NL/K の L× への制限は通常のノルム写像 NL/K : L× → K× と一致する. と
くにイデール類群のノルム写像

NL/K : CL → CK , (yw)w∈SL
L× 7→ NL/K(yw)w∈SL

K×

が誘導される.

基本問題 191. 相対代数体 L/K に対し JK/K
×NL/KJL ∼= CK/NL/KCL を示せ.

略解. 合成写像 JK ↠ CK ↠ CK/NL/KCL は全射なので, 核が K×NL/KJL となるこ
とを言えばよい. 実際, 核 = {(xv)v∈SK

∈ JK | ∃(yw)w∈SL
∈ JL s.t. (xv)v∈SK

K× =
NL/K(yw)w∈SL

K×} = {(xv)v∈SK
∈ JK | (xv)v∈SK

∈ K×NL/KJL} = K×NL/KJL.
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15 イデールを用いた類体論の定式化

本節では, 前節の定義から変更して U(S, n) :=
∏

p∈SK−S Up ×
∏

v∈S U
(n)
v とおく (n ∈ N,

S∞K ⊂ S ⊂ SK , |S| <∞). ただし v ∈ S∞K , n ∈ N に対して U
(n)
v =

{
R>0 (v : 実素点)

C× (v : 複素素点)

とする. (すなわち, 本節の U(S, n) = 前節の U(S, n)× Γ>0.) さらに v ∈ S∞K , x, y ∈ K×v

に対して x ≡ y mod v
def⇔ xy−1 ∈ U (n) ⇔

{
xy > 0 (v : 実素点)

無条件 (v : 複素素点)
.

15.1 イデール類群とイデアル類群の関係

定理 192. 上記の S, n に対し, 対応する整因子を m := (
∏

v∈S v)
n と定める. このとき

Im/Sm
∼= JK/U(S, n)K

×.

証明の概略. 各 p ∈ SK − S に対し, 一意化元 πp ∈ Rp ⊂ Kp を固定し, 写像

Ψ: Im → JK/U(S, n)K
×,

a =
∏

p∈SK−S

pmp 7→ (αv)v∈SK
U(S, n)K×, αv :=

{
π
mp
p (v = p ∈ SK − S)

1 (v ∈ S)

を考える. (πp の取り換えによる違い ∈ Up は modU(S, n)K× に吸収される.) kerΨ = Sm

と Ψ が全射を示せばよい. a =
∏

p∈SK−S p
mp ∈ kerΨ ⇔ (αv)v∈SK

∈ U(S, n)K× ⇔

∃x ∈ K× s.t. ∀v ∈ SK , x
−1αv =

{
x−1π

mp
p ∈ Up (v = p ∈ SK − S)

x−1 ∈ U
(n)
v (v ∈ S)

. このとき ordp(x) ={
ordp(xπ

−mp
p )ordp(π

mp
p ) = 0 +mp (v = p ∈ SK − S)

0 (v = p ∈ S − S∞K )
より (x) = a. 一方で (x) ∈ Sm =

{(α) ⊂ K | α ∈ Um, α ≡ 1 mod m}. よって kerΨ ⊂ Sm. (⊃) も逆にたどれば示せる. 次
に (αv)v∈SK

∈ JK をとり, mp := ordp(αp) (p ∈ S − S∞K ) とおく. 近似定理により

∃x ∈ K× s.t.

{
ordp(x− αp) ≥ n+mp (p ∈ S − S∞K ),

x ≡ αv (v ∈ S∞K ).

とくに αvx
−1 ∈ U

(n)
v (v ∈ S). よって βv :=

{
πlp (v = p ∈ SK − S, lp := ordp(αpx

−1))

1 (v ∈ S)

とおけば (αv)v∈SK
≡ (αvx

−1)v∈SK
U(S, n)K× ≡ (βv)v∈SK

mod U(S, n)K× である. また明
らかに (βv)v∈SK

U(S, n)K× = Ψ(
∏

p∈SK−S p
lp).

系 193. JK の閉部分群 H ⊃ K× を考える. このとき H が開部分群 ⇔ [JK : H] <∞.

証明. (⇐) は以下の一般論より: 位相群 G の閉部分群 H が [G : H] <∞ を満たせば, 剰
余類分解 G =

⨿[G:H]
i=1 giH (gi ∈ G, g1 = 1G)よりHc = G−H =

⨿[G:H]
i=2 giH となり, Hc は

閉集合 giH の有限個の和集合なので閉集合. とくに H は開集合. (⇒) K× を含む部分群
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H が開集合 ⇔ ∃S, n s.t. U(S, n)K× ⊂ H (∵ 単位元の近傍 V (S, n) を含む最小の部分群
が U(S, n)). このとき上の定理より,合同群 Sm ⊂ ∃Hm ⊂ Im s.t. Im/Hm

∼= JK/U(S, n)K
×.

定理 112 より Im/Hm は有限群なので, JK/U(S, n)K
× も有限群となる.

系 194. 相対代数体 L/K を考える. L/K がガロア拡大であれば, ∃ 整因子 m s.t.

Im/SmNL/KIm,L
∼= CK/NL/KCL.

さらにこのような整因子として以下の形のものが取れる.

m =
∏

p∈S0
K ,L/K で分岐

pn ×
∏

v∈S∞
K

v (∃n ∈ N).

証明. S := {p ∈ S0
K | L/K で分岐 } ∪ S∞K とおく. 上の定理より Im/SmNL/KIm,L

∼=
JK/K

×U(S, n)NL/KJL. よって示すべきは ∃?n ∈ N s.t. U(S, n) ⊂ NL/KJL. すなわち

∃?n ∈ N s.t.


Uv (v ∈ SK − S)

U
(n)
v (v ∈ S − S∞K )

R>0 (v : 実素点)

C× (v : 複素素点)

⊂
∏
w|v

NLw/KvL
×
w .

v ∈ SK − S. Uv
系 84-1
= NLw/KvUw ⊂ NLw/KvL

×
w (v: 不分岐より Lw/Kv は巡回拡大).

v ∈ S − S∞K . n > e
p−1 + e · ordP ([Lw : Kv]) なら U (n)

系 80
⊂ (K×v )

[Lw:Kv] ⊂ NLw/KvL
×
w .

v: 実素点. w が実素点であれば NLw/KvL
×
w = NR/RR× = R×. w が複素素点であれば

NLw/KvL
×
w = NC/RC× = R>0. どちらでも ⊃ R>0.

v: 複素素点. Lw/Kv だから w も複素素点. よって NLw/KvL
×
w = NC/CC× = C×.

15.2 イデールでの定式化

前小節の結果より, 類対論の基本等式と存在定理は以下のように言い換えられる.

定義 195. K を代数体, H ⊂ CK を開部分群とする. K のガロア拡大 L で

H = K×NL/KJL/K
×, [CK : NL/KCL] = [L : K]

を満たすものを H の類体と呼ぶ.

定理 196 (基本等式の言い換え). 相対代数体 L/K がアーベル拡大のとき

[CK : NL/KCL] = [L : K].

すなわち, 有限次アーベル拡大 L/K は (開部分群 NL/KCL の) 類体である.

定理 197 (存在定理の言い換え). K を代数体とする. 任意の開部分群 H ⊂ CK に対して
その類体が存在する.
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15.3 ノルム剰余記号

本小節と次の小節では類対論を仮定する. 相対代数体 L/K がアーベル拡大なら基本等式
より ∃ 整因子 m s.t. L は合同群 SmNL/KIm,L の類体. さらに一般相互法則 より

Im/SmNL/KIm,L
∼= Gal(L/K), aH 7→

(
L/K
a

)
.

以下,この写像をイデールの言葉で書き直す. 自然な射影 π : JK ↠ JK/K
×NL/KJL,系 194

の同型 JK/K
×NL/KJL ∼= Im/SmNL/KIm,L, および一般相互法則の合成を (∗, L/K) : JK →

Gal(L/K) で表し, ノルム剰余写像 と呼ぶ. すなわち

(∗, L/K) : JK ↠ JK/K
×NL/KJL ∼= Im/SmNL/KIm,L

∼= Gal(L/K)

と定義する. これは連続写像である (一般に, 有限群には離散位相を入れて考えるので,
ker(∗, L/K) = K×NL/KJL が開部分群より従う). 以下は命題 122 の言い換えである.

命題 198 (ノルム剰余写像の基本性質). 相対代数体 L/K をアーベル拡大とする.

1. α,β ∈ JK に対し (αβ, L/K) = (α, L/K)(β, L/K).

2. 中間体 K ⊂M ⊂ L, α ∈ JK に対し (α, L/K)|M = (α,M/K).

3. 拡大体 K ⊂ E, A ∈ JE に対して (A, LE/E)|L = (NE/KA, L/K).

定理 199 (一般相互法則の言い換え). 相対代数体 L/K をアーベル拡大とする. このとき
ノルム剰余写像 (∗, L/K) : JK → Gal(L/K) は以下を満たす.

1. (∗, L/K) は全射である.

2. ker(∗, L/K) = K×NL/KJL. とくに ∀α = (α, α, . . . ) ∈ K×, (α,L/K) = 1.

15.4 局所ノルム剰余記号

イデールを用いた定式化の最大の利点は “局所と大域” の関係が見やすい点であろう.

定義 200. K を代数体, L/K を有限次アーベル拡大とする.

1. 各素点 v′ ∈ SK に対し, K×v′ ↪→ JK , x 7→ (αv), αv =

{
x (v = v′)

1 (v ̸= v′)
とみなす.

2. L,K の素点で w | v となるもの (とくに Lw/Kv は有限次アーベル拡大) に対し
(∗, Lw/Kv) := (∗, L/K)|K×

v
: K×v → Gal(L/K) を 局所ノルム剰余記号 と呼ぶ.

命題 201. (K×v , Lw/Kv) ⊂ Gal(Lw/Kv). すなわち (∗, Lw/Kv) : K
×
v → Gal(Lw/Kv).

証明. 分解群 Dw ⊂ Gal(L/K) と分解体 M := LDw を考える. w の下にある M の素点を
wM とおけば, L/M/K, w | wM | v は

Gal(Lw/MwM
)
自然な射影↠ Gal(Lw/Kv)

命題 90∼= Dw
ガロア対応

= Gal(L/M)
命題 90
⊃ Gal(Lw/MwM

)

の関係になる. とくにこれらは全て同型で Gal(Lw/MwM
) = Gal(Lw/Kv), すなわち

MwM
= Kv (v は M/K で完全分解). よって K×v = NMwM

/KvM
×
wM

⊂ NM/KJM ⊂
ker(∗,M/K) = ker[(∗, L/K)|M : JK → Gal(L/M) = Gal(L/K)/Gal(L/M)], すなわち
(K×v , L/K) ⊂ Gal(L/M) ∼= Gal(Lw/Kv).
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以下の命題は定義より自明であろう.

命題 202. K を代数体とし, L を法を m =
∏

v∈SK
vnv とする類体とする. v ∈ SK を固

定し, w | v, αv ∈ K×v , mv :=

{
ordv(αv) (v ∈ S0

K)

0 (v ∈ S∞K )
とする. 近似定理により ∃α ∈ K×

s.t. α/αv ≡ 1 mod vnv , α ≡ 1 mod m/vnv . また ∃ 分数イデアル a ⊂ K s.t. vnv = (α)a,

(a,m) = 1. このとき (αv, Lw/Kv) =
(

L/K
a

)
. とくに

v ∈ S0
K , ew|v = 1 ⇒ (αv, Lw/Kv) =

(
L/K

vordv(αv)

)
.

命題 203 (局所ノルム剰余写像の基本性質). 相対代数体 L/K をアーベル拡大とし, それ
ぞれの素点 w | v をとる.

1. α, β ∈ K×v に対し (αβ, Lw/Kv) = (α,Lw/Kv)(β, Lw/Kv).

2. 中間体 Kv ⊂M ⊂ Lw, α ∈ K×v に対し (α,Lw/Kv)|M = (α,M/Kv).

3. 拡大体 Kv ⊂ E (⊂ Lw), A ∈ E× に対して (A,LwE/E)|Lw = (NE/KvA,Lw/Kv).

定理 204. 相対代数体 L/K をアーベル拡大とする. このとき α = (αv)v∈SK
∈ JK に対し

(α, L/K) =
∏
v∈SK

(αv, Lw/Kv).

ただし v ∈ SK に対し, 一つ w ∈ SL s.t. w | v を選ぶ.

証明. S1 := S∞K ∪ {v ∈ S0
K | ∃w | v s.t. ew|v > 1} ∪ {v ∈ S0

K | αv /∈ Uv} は有限
集合である. また命題 202 より v ∈ SK − S1 ⇒ (αv, Lw/Kv) = 1. とくに定理中
の右辺は有限積 =

∏
v∈S1

(αv, Lw/Kv) になり well-defined. さらに有限集合 S2 ⊃ S1

を
∏

v∈SK−S2
Uv ⊂ ker(∗, L/K) となるようにとる (∵ ker(∗, L/K) ⊂ JK は開集合).

βv :=

{
αv (v ∈ SK − S2)

1 (v ∈ S2)
, γv :=

{
1 (v ∈ SK − S2)

αv (v ∈ S2)
とおけばα = (βv)v∈SK

(γv)v∈SK
,

(βv)v∈SK
∈
∏

v∈SK−S2
Uv ⊂ ker(∗, L/K), (γv)v∈SK

=
∏

v∈S2
αv なので, 定理中の左辺

= ((βv)v∈SK
, L/K)

∏
v∈S2

(αv, Lw/Kv) =
∏

v∈S2
(αv, Lw/Kv) =

∏
v∈S1

(αv, Lw/Kv).

系 205 (局所ノルム剰余記号の積公式). 相対代数体 L/K をアーベル拡大とする. このと
き α = (α, α, . . . )v∈SK

∈ K× に対し∏
v∈SK

(α,Lw/Kv) = 1.

命題 206. 相対代数体 L/K, L′/K ′ はそれぞれアーベル拡大とする. v ∈ SK , v
′ ∈ SK′ ,

w ∈ SL, w
′ ∈ SL′ が w | v, w′ | v′, Kv = K ′v′ , Lw = L′w′ を満たすとき,

∀α ∈ K×v = (K ′v′)
×, (α,Lw/Kv) = (α,L′w′/Kv′) ∈ Gal(Lw/Kv) = Gal(L′w′/K ′v′).
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16 類体論の証明の概略

16.1 基本等式に関して

基本等式 (定理 118, 196). K を代数体, L/K を有限次アーベル拡大とする. このとき

∃ m: K の整因子 s.t. [Im : Hm(L/K)] = [L : K].

すなわち, 任意の有限次アーベル拡大は (ある合同群の) 類体となる. イデールで書くと

[CK : NL/KCL] = [L : K].

なお, 基本不等式 (解析的手法) により “≤” は常に成り立っている. 以下, 証明の概略:

• 巡回拡大の場合に示せば十分 (∵ 結合定理の系 137 (解析的手法)).

• h(CL) := |H0(G,CL)|/|H1(G,CL)| = [CK : NL/KCL]/|H1(G,CL)| の計算に帰着で
きる. 基本不等式より h(CL) = [L : K] を示せば十分 (結果的に H1(G,CL) = {1}).

• (準同型定理より得られる) 以下の完全列を考える:

1 → JS∞

L L×/L× → JL/L
× → JL/J

S∞

L L× → 1,

1 → JS∞

L ∩ L× → JS∞

L → JS∞

L /JS∞

L ∩ L× → 1.

ただし S∞ := S∞L のように, 添え字の L を省略した (以下同様). CL := JL/L
×,

JS∞
L ∩ L× = {x ∈ L× | ∀P ∈ S0, x ∈ UP} = EL, J

S∞
L /JS∞

L ∩ L× ∼= JS∞
L L×/L× (∵

準同型定理), JL/J
S∞
L L× ∼= IL/PL (イデアル類群) を代入すると

1 → JS∞

L L×/L× → CL → IL/PL → 1,

1 → EL → JS∞

L → JS∞

L L×/L× → 1.

よって, イデアル類群は有限群であったことと, 定理 109 より

h(CL) = h(JS∞

L L×/L×) =
h(JS∞

L )

h(EL)

を得る. この分子・分母をそれぞれ計算すればよい.

• 分子 h(JS∞
L ) について: JS∞

L は直積群であった:

JS∞

L :=
∏

w∈S∞

L×w ×
∏
P∈S0

UP.

ただし UP := O×LP
. この分解に沿って, エルブラン商も分解して計算できる (∵ “誘

導表現” に関する半局所理論, 教科書 p190, 定理 A.1.11). 実際

h(JS∞

L ) =
∏

v∈S∞
K

h(Gw, L
×
w)×

∏
p∈S0

K

h(GP, UP)
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が示せる (Gw, GP は分解群. また K の各素点 v, p の上にある L の素点を一つ選び
w,P とおいた). 定理 83 より h(GP, UP) = 1 (P ∈ S0) なので, 結局

h(JS∞

L ) =
∏

v∈S∞
K

h(Gw, L
×
w).

v ∈ S∞ の場合

h(Gw, L
×
w) =

{
h(Gal(C/C),C×) または h(Gal(R/R),R×) = 1 (v が不分岐)

h(Gal(C/R),C×) = 2 (v が分岐)

となる (∵ 以下の問題 207). ただし K の無限素点 v が分岐 def⇔ “v は実素点で, v
の上にある L の素点 w | v は複素素点”. よって答えは

h(JS∞
L ) = 2ρ, ρ := “分岐する K の無限素点の個数”.

• 分母 h(EL) に関して: 一般に, 代数体の単数群 EL の構造は複雑だが, EL の指数
有限の部分群で, 構造が簡単なものが知られている. 具体的には, 教科書定理 5.2.1
(P113) の形 (∵ ミンコフスキー単数の存在を使う ). 定理 109-3 より, この部分群に
対してエルブラン商の計算を行えばよい. 最終的に以下の式を得る (∵ ガロアコホ
モロジーの初歩的な計算, 省略) ことができ, 証明が完成する.

h(EL) =
2ρ

[L : K]

基本問題 207. 定理 109 の前半を使って H0(Gal(C/R),C×), H1(Gal(C/R),C×) を計算
せよ.

定理 109 の前半� �
G は σ ∈ G を生成元とする有限巡回群, A を G 加群とする. AG := {a ∈ A | ∀g ∈
G, ga = a}, NG :=

∑
g∈G g, NG

A := {a ∈ A | NGa = 0}, IGA = (σ − 1)A とおくとき

H2i(G,A) ∼= AG/NGA, H2i+1(G,A) ∼= NG
A/IGA.� �

略解. G = Gal(C/R) ∋ σ = “複素共役写像”, A = C× に対してAG, NGA,NG
A, IGA を計

算すればよい. 例えば

(C×)G = {x+ y
√
−1 ∈ C× | x, y ∈ R, σ(x+ y

√
−1) = x+ y

√
−1} = R×,

NGC× = {(x+ y
√
−1)σ(x+ y

√
−1) = x2 + y2 | x+ y

√
−1 ∈ C×} = R×>0.

よって H0(Gal(C/R),C×) ∼= R×/R×>0
∼= {±1}.

注意 208. イデールによる定式化の利点をまとめると

• 定理 192 (≒ “イデールはイデアル類群全体の親玉的存在”) より, 法 m を変えなが
ら, 合同群 Hm(L/K) を一つずつ扱う必要がない.

• イデール類群のガロアコホモロジーの計算 ⇐ 局所体のガロアコホモロジーの計算
+ 単数群のガロアコホモロジーの計算.

• イデールには “良い位相” が入っている (存在定理の証明で活躍).
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16.2 一般相互法則に関して

一般相互法則 (定理 123, 199). アーベル拡大 L/K が m 法とする合同群 H の類体である
とする. このとき, アルティン記号が定める準同型写像(

L/K
∗

)
: Im → Gal(L/K), a 7→

(
L/K
a

)
は, 全射かつ ker

(
L/K
∗

)
= Hm(L/K). すなわち同型

Im/Hm(L/K) ∼= Gal(L/K)

を与える. イデールで書くと, アーベル拡大 L/K に対し, ノルム剰余記号が定める準同型
写像

(∗, L/K) : JK → Gal(L/K), α 7→ (α, L/K)

は全射かつ ker (∗, L/K) = K×NL/KJL. すなわち同型

JK/K
×NL/KJL ∼= Gal(L/K)

を与える. なお JK/K
×NL/KJL ∼= CK/NL/KCL である. 以下に証明の概略を与える.

注意 209. 基本等式 (JK/K
×NL/KJL と Gal(L/K) の位数が一致) と一般相互法則 (これ

らの明示的な同型写像) の “中間” として,

同型定理: JK/K
×NL/KJL ∼= Gal(L/K)

(明示的な同型写像は与えないが, これらの群は同型であるということ)

が先に証明される. 証明 (教科書 p116–118) は, 用いる道具 (群コホモロジーの “inflation-
restriction 完全列” と, 円分巡回拡大の場合の相互法則が必要) の準備が足りなていない
ので, 不本意ながら省略する. ただし, 以下の証明ではこの同型定理を使う.

• 巡回拡大の場合に示せばよい (∵ 結合定理 (解析的手法) を使う).

• 全射性: L/K が n 次巡回拡大とする. 同型定理 (JK/K
×NL/KJL ∼= Gal(L/K)) よ

り Im/Hm(L/K) も n 次巡回群, i.e., ∃C ∈ Im/Hm(L/K): 位数 n. このとき上手く

素イデアル p ∈ C を選んで
(

L/K
p

)
の位数も n にできる (∵ フロベニウス写像の性

質と分解定理 (教科書, 補題 5.3.7) より). よって
(

L/K
p

)
は Gal(L/K) を生成する

ので全射.

• [Im : Hm(L/K)]
基本等式
= [L : K]

ガロア理論
= |Gal(L/K)| 全射性, 準同型定理

= [Im : ker
(

L/K
∗

)
] が

言えているので, 示すべきは, 巡回拡大 L/K に対し ker
(

L/K
∗

)
⊃ Hm(L/K), i.e.,

(♯) a ∈ Hm(L/K) ⇒
(

L/K
a

)
= id.

この (♯) の証明 (教科書 p125–134) が本質的な部分.
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• 推進定理 (解析的手法) と円分体の場合の類体論により “
(

L′/K′

A

)
= id を示しやすい

L′/K ′,A” にすり替えて (♯) を示す. 具体的には以下の補題 210 の体 M を使って(
LM/M
∗

)
の計算に帰着させる. 補題 210 の証明はやや技巧的であるが, 最終的には

やはり円分体の場合の類体論に帰着される.

補題 210 (教科書 p127, 補題 5.4.2). アーベル拡大 L/K が m 法とする合同群 H の類体
とする. K の素イデアル pi は異なる素数の上にあり, p1, . . . , pt ∤ m とする. このとき次
を満たす拡大 M/K が存在する.

1. 各 pi は M/K で完全分解.

2. 各 pi と互いに素な h ∈ N が存在して LM ⊂M(ζh) (ζh = e
2πi
h ).

16.3 存在定理に関して

存在定理 (定理 119, 197). K を代数体, m を整因子とする. 任意の合同群 Sm ⊂ H ⊂ Im
に対し, その類体 L が存在する. すなわち

Sm ⊂ ∀H ⊂ Im, ∃L/K: アーベル拡大 s.t. H = Hm(L/K).

イデールで書くと, 任意の開部分群 H ⊂ CK に対してその類体が存在する. すなわち

∀H ⊂ CK : 開部分群, ∃L/K: アーベル拡大 s.t. H = NL/KCL.

ただし,一般相互法則は示してあるので,指数と拡大次数の一致 ([Im : Hm(L/K)] = [L : K],
[CK : NL/KCL] = [L : K]) はすでに成立していることに注意. 以下証明の概略:

(a) (先にアーベル拡大 L/K が存在して) H = NL/KCL と書ける場合には, 当然, 存在
定理が成り立っている. さらに NL/KCL ⊂ H の場合でも存在定理が成り立つ (∵
ガロア理論, 同型定理). 詳しくは教科書 p120, 補題 5.3.5.

(b) F/K を巡回拡大, H ⊂ CK を開部分群とする. このとき HF := N−1F/K(H) ⊂ CF の
類体が存在すれば H の類体が存在する. 実際 L/F を HF の類体とすれば L/K が
アーベル拡大であることが示せて

NL/KCL = NF/KNL/FCL = NF/KHF ⊂ H

が言える (∵ ノルム剰余記号を使った計算 ). よって (a) より H は類体をもつ. 詳
しくは教科書 p137, 補題 5.5.4.

(c) (b) を繰り返し使うことにより, 体 K は 1 の冪根を必要なだけ含んでいると仮定
してよい. 特に, 存在定理は以下の定理 211 の場合に帰着できる. 詳しくは教科書
p137–138.

定理 211 (存在定理の特別な場合). 1 の n 乗根のなす群 µn ⊂ K とし, K の素点の有限
集合 S が

1. S ⊃ S∞.
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2. J = JSK×.

3. p | n⇒ p ∈ S.

を満たすとする. このとき JS,nK× (JS,n :=
∏

v∈S(K
×
v )

n×
∏

p/∈S Up)は類体 L := K(
n
√
KS)

(KS := JS ∩K×) をもつ. すなわち

K×JS,n = K×NL/KJL (これは H := K×JS,n/K× ⊂ CK に対して H = NL/KCL と同値).

証明の概略. L/K はアーベル拡大で S の外不分岐 (∵ 命題 48) であることが分かる.
よって K ⊂ M ⊂ L s.t. [M : K] = n に対し K×JS,n ⊂ K×NM/KJM が分かる (∵
系 84 等). さらに結合定理を使うと K×JS,n ⊂ K×NL/KJL を得る. 基本等式により
[J : K×NL/KJL] = [L : K] なので

(⋆) [J : K×JS,n] = [L : K]

を言えば, 望み通り K×JS,n = K×NL/KJL を得る. s := |S| とおく. 証明に必要な式は

(♠) K× ∩ JS,n = (KS)n,

(♡) [JS : JS,n] = n2s,

(♢) [KS : (KS)n] = ns,

(♣) Gal(L/K) ∼= KS(K×)n/(K×)n

の 4 つである. 実際

[J : K×JS,n]
定理の仮定 2

= [K×JS : K×JS,n]
準同型定理

=
[JS : JS,n]

[KS : K× ∩ JS,n]

(♠),(♡),(♢)
=

n2s

ns
= ns

及び

[L : K]
(♣)
= [KS(K×)n : (K×)n]

準同型定理
= [KS : KS ∩ (K×)n] = [KS : ∩(KS)n]

(♢)
= ns

から (⋆)が従う. (♠)の証明には類体論の基本等式が使える. (⊃)は自明なので (⊂)を言う.
これには『α ∈ K×∩JS,n ⇒ n

√
α ∈ K』を言えばよい. クンマー理論より F := K( n

√
α)/K

はアーベル拡大なので, 基本等式により [F : K] = [J : K×NF/KJF ] である. よって, もし

(†) JS ⊂ NF/KJF

なら J = K×JS ⊂ K×NF/KJF (⊂ J), i.e., [F : K] = [J : K×NF/KJF ] = 1, i.e., K = F ∋
n
√
α. (†) は v-成分毎に示せば良い (v ∈ SK). v の上にある F の素点を w で表す.

v ∈ S. α ∈ (K×v )
n より Fw = Kv だから K×v = NFw/KvF

×
w ⊂ NF/KJF .

v /∈ S. w | v は不分岐 (∵ 命題 48) より Uv = NFw/KvUw ⊂ NF/KJF (∵ 系 84-1).
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以上により (♠) を得た. (♡),(♢) の証明は, 以下に練習問題として残す. (♣) はクンマー
理論 (定理 214 で H := KS(K×)n とおけばよい) より従う.

基本問題 212. “ディリクレの単数定理” と “系 181-2: ” を使って (♢) を示せ.

ディリクレの単数定理 (の一部)� �
K に含まれる 1 の冪根全体のなす集合 µK は巡回群となる.� �
系 181-2� �
KS ∼= µK ⊕ Z|S|−1.� �
略解. µnは µK の部分群なので n = |µn| | |µK |, i.e., µK は位数が nの倍数の巡回群. よって
µK

∼= Z/ntZ (t ∈ N)とかける. よってKS/(KS)n ∼= (Z/ntZ⊕Z|S|−1)/n(Z/ntZ⊕Z|S|−1) ∼=
(Z/ntZ)/(n(Z/ntZ)) ⊕ (Z/nZ)|S|−1. さらに準同型定理より (Z/ntZ)/n(Z/ntZ) ∼= Z/nZ
が言えてKS/(KS)n ∼= (Z/nZ)s となり, (♢) が従う.

基本問題 213. “命題 81-5 +α” 及び “正規付値の積公式” を使って (♡) を示せ.

命題 81-5 +α� �
標数 0の局所体 K と l ∈ Nに対し [K× : (K×)l] = l |µl∩µK |

|l|P
. ただし |x|P := p−f ·ordP (x)

を K の正規付値とする.
“+α”: またこの式は K = R,C でも成立する.� �
正規付値の積公式� �
代数体 K に対し

∏
v∈SK

|α|v = 1 (a ∈ K×).� �
略解. JS/JS,n =

∏
v∈S K

×
v ×

∏
p/∈S Up/

∏
v∈S(K

×
v )

n×
∏

p/∈S Up
∼=
∏

v∈S K
×
v /(K

×
v )

n である.

また µn ⊂ µK なので,命題 81-5 +αより [K×v : (K×v )
n] = n |µn|

|n|v = n2

|n|v である. よって [JS :

JS,n] =
∏

v∈S[K
×
v : (K×v )

n] =
∏

v∈S
n2

|n|v = n2s∏
v∈S |n|v

. 一方で |n|v ̸= 1 ⇒ v ∤ n⇒ v ∈ S に注

意すれば, 正規付値の積公式より 1 =
∏

v∈SK
|n|v =

∏
v∈SK−S |n|v ×

∏
v∈S |n|v =

∏
v∈S |n|v

となり, 合わせて (♡) を得る.

定理 214 (クンマー理論の一部, 教科書 p195, 定理 A.2.3 等). K を標数 0 の体で µn ⊂ K
となるものとする. (K×)n を含む K× の部分群 H (i.e., (K×)n ⊂ H ⊂ K×) に対し
L := K( n

√
H) (h ∈ H の n 乗根をすべて K に添加した体) とおく. このとき

Gal(L/K) ∼= H/(K×)n

となる.

証明の概略. Gal(L/K) も H/(K×)n も指数 n のアーベル群となるので, 非退化なペアリ
ング

Gal(L/K)×H/(K×)n → µn
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を与えれば, 自動的に

H/(K×)n ∼= Hom(Gal(L/K), µn) ∼= Gal(L/K)

を得ることができる. 実際

⟨∗, ∗⟩ : Gal(L/K)×H/(K×)n → µn, (σ, h(K×)n) 7→ σ(
n
√
h)/

n
√
h

が非退化なペアリングである, i.e., 以下を満たす (1, 2, 3 より well-defined, 4, 5 よりペア
リング, 6, 7 より非退化).

1. σ( n
√
h)/ n

√
h ∈ µn.

2. σ( n
√
h)/ n

√
h は h の n 乗根 n

√
h の取り方によらない.

3. k(K×)n = h(K×)n ⇒ σ( n
√
k)/ n

√
k = σ( n

√
h)/ n

√
h.

4. (στ, h(K×)n) = (σ, h(K×)n)(τ, h(K×)n).

5. (σ, kh(K×)n) = (σ, k(K×)n)(σ, h(K×)n).

6. (σ, h(K×)n) = 1 (∀σ ∈ Gal(L/K)) ⇒ h ∈ (K×)n.

7. (σ, h(K×)n) = 1 (∀h(K×)n ∈ H/(K×)n) ⇒ σ = id.

これらの証明は練習問題とする.

基本問題 215. 上の証明中の 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 を証明せよ.

略解. 1. (σ( n
√
h)/ n

√
h)n = σ( n

√
h
n
)/ n
√
h
n
= σ(h)/h

σ∈Gal(L/K),h∈K
= h/h = 1.

2. h の n 乗根を二つ α, β とる, i.e., αn = βn = h とする. このとき (α/β)n = 1 な

ので α/β ∈ µn, i.e., ∃ϵ ∈ µn s.t. α = βϵ. よって σ(α)/α = σ(βϵ)/βϵ
σ∈Gal(L/K),ϵ∈µn⊂K

=
σ(β)ϵ/βϵ = σ(β)/β.
3. k(K×)n = h(K×)n ⇒ ∃x ∈ K× s.t. k = hxn ⇒ ∃ϵ ∈ µn s.t. n

√
hxn = n

√
hxϵ. よって

σ( n
√
k)/ n

√
k = σ( n

√
hxϵ)/ n

√
hxϵ

σ∈Gal(L/K),x∈K,ϵ∈µn⊂K
= σ( n

√
h)xϵ/ n

√
hxϵ = σ( n

√
h)/ n

√
h.

4. 定義より τ( n
√
h) = (τ, h(K×)n) n

√
h · · · (a). よって (στ, h(K×)n) = (στ)(

n√
h)

n√
h

=

σ(τ(
n√
h))

n√
h

(a)
= σ((τ,h(K×)n)

n√
h)

n√
h

= σ((τ,h(K×)n))σ(
n√
h)

n√
h

σ∈Gal(L/K),(τ,h(K×)n)∈µn⊂K
= (τ,h(K×)n)σ(

n√
h)

n√
h

= (τ, h(K×)n)(σ, h(K×)n).
5. 2と同様の議論で ∃ϵ ∈ µn s.t. n

√
kh = n

√
k n
√
hϵ. よって (σ, kh(K×)n) = σ( n

√
kh)/ n

√
kh =

σ( n
√
k n
√
hϵ)/ n

√
k n
√
hϵ

σ∈Gal(L/K),ϵ∈µn⊂K
= σ( n

√
k)σ( n

√
h)ϵ/ n

√
k n
√
hϵ = σ( n

√
k)σ( n

√
h)/ n

√
k n
√
h =

(σ, k(K×)n)(σ, h(K×)n).
6. h ∈ H を固定する. L の定義より n

√
h ∈ L. よって M := K( n

√
h) は L/K の中間体.

よって (σ, h(K×)n) = 1 (∀σ ∈ Gal(L/K)) ⇒ σ( n
√
h) = n

√
h (∀σ ∈ Gal(L/K)) ⇒ M は

Gal(L/K) の固定体. よってガロア理論より M = K, i.e., n
√
h ∈ K, i.e., h ∈ (K×)n.

7. σ ∈ Gal(L/K) を固定し, σ で生成される Gal(L/K) の部分群 ⟨σ⟩ を考える. 6 と同様
の議論で ⟨σ⟩ は L の固定部分群であることが言える. よってガロア理論より ⟨σ⟩ = {id},
i.e, σ = id.
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17 レポート課題 (後期分)

後期は中間・期末テストを行わずに, 主にこのレポート課題で成績を評価する予定です.

提出先: 加塩に手渡す 又は 数学科事務室, 期限: 1 月 29 日 (金) 17時.

1. 後期の問題から三問以上選んで解く.

• ただし, 後期は問題数が少ないので “例” として紹介した内容でも良いことと
する.

例: 例 147 を『X2 + 47Y = 10 は整数解をもたないことを証明せよ』という
問題の解答例とみなして, 自分で解き直す.

• プリントに書いてある略解の丸写しにならないように. 例えば, 数値を変える
などして, 違う問題にすると更に良い.

例: 例 147 の数字を変更して, 自分の好きな素数 p, 好きな整数 n に対して
『X2 + pY = n は整数解をもつか？』を解く.

2. 後期の定理 (命題 etc. でも可) から一つ選んで解説する.

3. 後期に扱った内容で, もっと詳しく知りたかったものがあれば, その箇所と理由.

4. 講義中に扱った概念からテーマ (複数可) を選んで, A4 で 2 枚程度にまとめよ. 内
容は, 定義や主定理の紹介, 具体例の計算など自由とするが, 参考にした文献等を明
記すること.
(前期のレポートを出した人へ: 同じテーマでも構いませんが, 同じ内容は禁止しま
す.)

注意� �
• 他の人のレポートの「丸写し」は 0 点とする.
• どちらが写しか判断できなければ, 写させた側も 0 点とする.
• 共同でのレポート作成や, 他のレポートの一部分を参考にする程度は許可するが, そ
の場合は全員分 (共同で作成したメンバー, 参考にした相手, 参考にさせた相手) の名
前を書くこと.� �
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