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この講義では, (SL2(Z) の) 保型形式 の基本を理解することを目標とする. また, いく
つかの応用を紹介する. ただし, 解析的な議論は少し控え, 議論に必要な定理等を述べる
にとどめる. その分, 代数的な議論や応用を紹介したい.
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1 導入

1.1 L-関数と数論

数論とは “数” の性質や法則を探る学問である. しかし多くの数論的な現象が L-関数
(または ζ-関数) の解析的な性質に, なぜか結びついてしまう. 具体例を紹介する.

リーマンゼータ関数. 以下で定義される リーマンゼータ関数 のいくつかの性質は, 有理
数体 Q や, 有理整数環 Z の性質と結びつくことが知られている.

ζ(s) :=
∞∑
n=1

n−s.

たとえば 素因数分解の一意性 より, 次の オイラー積 表示を得る.

∞∑
n=1

n−s =
∏
p

(
∞∑
k=0

p−ks

)
=
∏
p

1

1− p−s
.

ここで p は全ての素数を動き, 最後の等号は等比級数の和の公式より従う. 最初の等号は(
1 + 2−s + (22)−s + · · ·

) (
1 + 3−s + (32)−s + · · ·

) (
1 + 5−s + (52)−s + · · ·

)
· · ·

= 1 + 2−s + 3−s + (22)−s + 5−s + 2−s3−s + · · ·

のように無限積を展開して得られる無限和が∑
l≥0,p1,...,pl:素数,k1,...,kl∈N

(pk11 . . . pkll )
−s 素因数分解の一意性=

∑
n∈N

n−s

となることによる. このオイラー積表示を使って, 以下ような議論ができる.

lim
s 7→1

ζ(s) =∞⇒素数が無限個存在する.

証明. 背理法を用いる. 素数が l 個しか存在しなかったとし, 素数全体を p1, p2, . . . , pl と
おく. このときオイラー積表示より

ζ(s) =
l∏

i=1

1

1− p−s
i

→
l∏

i=1

1

1− p−1
i

(s→ 1)

である. pi > 1 であるから 1
1−p−1

i

= pi
pi−1

はそれぞれ有限な値になり, lims 7→1 ζ(s) =∞ に
矛盾する. なお lims 7→1 ζ(s) =∞ の証明は有名であるが, 注意 42 でも証明を与える.

リーマンゼータ関数の解析的な性質をさらに詳しく調べることによって, 次の 素数定理
や, その精密化が得られることが知られている.
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定理 1. 関数 f(x), g(x) に対し

f(x) ∼ g(x)⇔ lim
x→∞

f(x)

g(x)
= 1

と定義する. また

π(x) := “x 以下の素数の個数”

と定義する. このとき

π(x) ∼ x

log x
.

ディリクレの L-関数. リーマンゼータ関数の一般化として,以下のディリクレの L-関数
を考える.

• m ∈ N に対し 既約剰余類群 (Z/mZ)× を

(Z/mZ)× := {a | 1 ≤ a ≤ m, gcd(a,m) = 1}, ab := ab を m で割った余り

で定義する. 足し算ではなく “掛け算” に関して群となることに注意.

• 任意の群準同型写像 χ : (Z/mZ)× → C× を ディリクレ指標 と呼ぶ.

• ディリクレ指標 χ : (Z/mZ)× → C× に対し

χ̃ : Z→ C, a 7→

{
χ(a を m で割った余り) (gcd(a,m) = 1)

0 (gcd(a,m) > 1)

と定める.

• ディリクレ指標 χ に付随する ディリクレの L-関数 を

L(s, χ) :=
∞∑
n=1

χ̃(n)n−s

で定義する.

• 素因数分解の一意性と χ の準同型性より, ディリクレの L-関数は次のオイラー積表
示をもつ.

L(s, χ) =
∏
p

1

1− χ̃(p)p−s
.

例えば

• (Z/4Z)× = {1, 3}, 1 · 1 = 3 · 3 = 1, 1 · 3 = 3 · 1 = 3.

4



• χ−4(a) :=

{
1 (a = 1)

−1 (a = 3)
とおけば, χ−4 : (Z/4Z)× → C× は群準同型 (すなわちディ

リクレ指標).

• この χ−4 に付随するディリクレの L-関数は

L(s, χ−4) = 1− 3−s + 5−s − 7−s + 9−s − 11−s + 13−s − 15−s + 17−s − 19−s + · · ·

=
1

1 + 3−s
· 1

1− 5−s
· 1

1 + 7−s
· 1

1 + 11−s
· 1

1− 13−s
· 1

1− 17−s
· · ·

(沢山の)ディリクレの L-関数の解析的な性質から, 次の算術級数の素数定理を導ける.

定理 2. a,m を互いに素な自然数とし

πa,m(x) := “p ≡ a mod m を満たす x 以下の素数 p の個数”

と定義する. このとき

πa,m(x) ∼
1

|(Z/mZ)×|
x

log x
.

さらに, 個別のディリクレの L-関数にも, 数論的な情報が含まれている. たとえば上記
の L(s, χ−4) の無限和表示において

p−s の係数についている符号が

{
+ のとき, p は ガウスの整数環 Z[i] で可約元
− のとき, p は Z[i] でも素元

が分かる. 例えば

L(s, χ−4) = 1− 3−s + 5−s − 7−s + 9−s − 11−s + 13−s − 15−s + 17−s − 19−s + · · · ,
5 = (2 + i)(2− i), 13 = (3 + 2i)(3− 2i), 17 = (4 + i)(4− i), . . .

実は (良く知られていることだが) これは指標 χ−4(p) の性質であり, 平方剰余記号の理論
から導かれる. しかし, それが L-関数の性質に言い換えることができる のは, やはり興味
深い現象といえよう.

この講義で扱う保型形式を用いることによって (リーマンゼータ関数やディリクレの L-

関数以外の) 非常に多くの L-関数を作ることができる.

1.2 “保型形式と楕円曲線の対応” とフェルマーの最終定理

いわゆる “谷山志村予想” は, (SL2(Z) の合同部分群に関する) 尖点形式と (Q 上の) 楕
円曲線の明示的な対応を与える. 例として

g1(q) := q
∞∏

m=1

(1− q4m)2(1− q8m)2,

h1(x, y) := y2 − x3 + x

を考える. これらは以下の意味で “対応” している.
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方程式 h1(x, y) = 0 の Fp での解の個数. 素数 p に対して

Fp := {a | 0 ≤ a ≤ p− 1},
a+ b := “a+ b を p で割った余り”, ab := “ab を p で割った余り”

と定義すると 体 (有限体) となる. (本当は a などと書くべきであるが省略する.)

• p = 2 のとき. h1(x, y) に F2
2 = F2 × F2 の元を代入すると

h1(0, 0) = 0, h1(0, 1) = 1,

h1(1, 0) = 0, h1(1, 1) = 1

となり, h1(x, y) = 0 の F2 での解は (0, 0), (1, 0) の 2 個.

• p = 3 のとき. h1(x, y) に F2
3 の元を代入すると

h1(0, 0) = 0, h1(0, 1) = 1, h1(0, 2) = 1,

h1(1, 0) = 0, h1(1, 1) = 1, h1(1, 2) = 1,

h1(2, 0) = 0, h1(2, 1) = 1, h1(2, 2) = 1

となり, h1(x, y) = 0 の F3 での解は (0, 0), (1, 0), (2, 0) の 3 個.

• p = 5 のとき. h1(x, y) に F2
5 の元を代入すると

h1(0, 0) = 0, h1(0, 1) = 1, h1(0, 2) = 4, h1(0, 3) = 4, h1(0, 4) = 1,

h1(1, 0) = 0, h1(1, 1) = 1, h1(1, 2) = 4, h1(1, 3) = 4, h1(1, 4) = 1,

h1(2, 0) = 4, h1(2, 1) = 0, h1(2, 2) = 3, h1(2, 3) = 3, h1(2, 4) = 0,

h1(3, 0) = 1, h1(3, 1) = 2, h1(3, 2) = 0, h1(3, 3) = 0, h1(3, 4) = 2,

h1(4, 0) = 0, h1(4, 1) = 1, h1(4, 2) = 4, h1(4, 3) = 4, h1(4, 4) = 1

となり, h1(x, y) = 0 の F5 での解は 7 個.

• p = 7 のとき. h1(x, y) に F2
7 の元を代入すると

h1(0, 0) = 0, h1(0, 1) = 1, h1(0, 2) = 4, h1(0, 3) = 2, h1(0, 4) = 2, h1(0, 5) = 4, h1(0, 6) = 1,

h1(1, 0) = 0, h1(1, 1) = 1, h1(1, 2) = 4, h1(1, 3) = 2, h1(1, 4) = 2, h1(1, 5) = 4, h1(1, 6) = 1,

h1(2, 0) = 1, h1(2, 1) = 2, h1(2, 2) = 5, h1(2, 3) = 3, h1(2, 4) = 3, h1(2, 5) = 5, h1(2, 6) = 2,

h1(3, 0) = 4, h1(3, 1) = 5, h1(3, 2) = 1, h1(3, 3) = 6, h1(3, 4) = 6, h1(3, 5) = 1, h1(3, 6) = 5,

h1(4, 0) = 3, h1(4, 1) = 4, h1(4, 2) = 0, h1(4, 3) = 5, h1(4, 4) = 5, h1(4, 5) = 0, h1(4, 6) = 4,

h1(5, 0) = 6, h1(5, 1) = 0, h1(5, 2) = 3, h1(5, 3) = 1, h1(5, 4) = 1, h1(5, 5) = 3, h1(5, 6) = 0,

h1(6, 0) = 0, h1(6, 1) = 1, h1(6, 2) = 4, h1(6, 3) = 2, h1(6, 4) = 2, h1(6, 5) = 4, h1(6, 6) = 1

となり, h1(x, y) = 0 の F7 での解は 7 個.

同様に数えていくと
p = 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47

|{(x, y) ∈ F2
p | h1(x, y) = 0}| = 2 3 7 7 11 7 15 19 23 39 31 39 31 43 47
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ベキ級数 g1(q) の qp の係数.

• 順次展開していくと

g1(q) = q ∗ (1− q4)2 ∗ (1− q8)2 ∗ (1− q8)2 ∗ (1− q16)2 ∗ (1− q12)2 ∗ · · ·
= (q − 2q5 + q9) ∗ (1− q8)2 ∗ (1− q8)2 ∗ (1− q16)2 ∗ (1− q12)2 ∗ · · ·
= (q − 2q5 − q9 + 4q13 − q17 − 2q21 + q25) ∗ (1− q8)2 ∗ (1− q16)2 ∗ (1− q12)2 ∗ · · ·
= (q − 2q5 − 3q9 + 8q13 + 2q17 − 12q21 + 2q25 + 8q29 − 3q33 − 2q37 + q41)

∗ (1− q16)2 ∗ (1− q12)2 ∗ (1− q24)2 ∗ (1− q16)2 ∗ (1− q32)2 ∗ · · ·

ここで最後の式の (1− q16)2 ∗ (1− q12)2 ∗ · · · の部分は 1+ “12 次以上” となるから,

g1(q) の展開は q − 2q5 − 3q9 の部分まで確定する.

• 同様に q
∏12

m=1(1− q4m)2(1− q8m)2 まで展開していくと

g1(q) = q − 2q5 − 3q9 + 6q13 + 2q17 − q25 − 10q29 − 2q37 + 10q41 + 6q45 − 7q49 + · · ·

よって

p = 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47

g1(q) の qp の係数 = 0 0 -2 0 0 6 2 0 0 -10 0 -2 10 0 0

以上より “ベキ級数” g1(q) = q
∏∞

m=1(1−q4m)2(1−q8m)2と “多項式” h1(x, y) := y2−x3+x
は, 47 以下の素数 p に対し

“g1(q) の qp の係数” +|{(x, y) ∈ F2
p | h1(x, y) = 0}| = p — (♠)

の関係を満たしていることがわかる. 実は, 任意の素数 p に対して関係 (♠) を満たしてい
ることが示せる.

同様の “対応” が無数に知られている. たとえば

g2(q) := q
∞∏

m=1

(1− qm)2(1− q11m)2,

h2(x, y) := y2 − 4x3 + 4x2 + 40x+ 79

に対して同様の計算を行えば

p = 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47

|{(x, y) ∈ F2
p | h2(x, y) = 0}| = 2 4 4 9 10 9 19 19 24 29 24 34 49 49 39

g2(q) の qp の係数 = -2 -1 1 -2 1 4 -2 0 -1 0 7 3 -8 -6 8

となり, p ̸= 2 で関係 (♠) を満たしている. また

g3(q) := q
∞∏

m=1

(1− q2m)2(1− q10m)2,

h3(x, y) := y2 − x3 − x2 − 4x− 4
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に関しては
p = 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47

|{(x, y) ∈ F2
p | h3(x, y) = 0}| = 2 5 6 5 11 11 23 23 17 23 35 35 35 53 53

g3(q) の qp の係数 = 0 -2 -1 2 0 2 -6 -4 6 6 -4 2 6 -10 -6

が分かり, 全ての p で関係 (♠) を満たしている.

実は, g1, g2, g3 などの “ベキ級数” の正体は, この講義で扱う 保型形式 の特別な場合で
あり, h1, h2, h3 などの “多項式” の正体は 楕円曲線 の特別な場合である. これらの間に
は “谷山志村予想” と呼ばれる対応が存在する. 定式化にはいくつものバージョンがある.

その一つは以下のようになる. 保型形式側の用語は, 本講義においておおよそ説明される.

定理 3. 一般に

• y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x + a6 (a1, a2, a3, a4, a6 ∈ Q) で表される非退化な

代数曲線を 有理数体上の楕円曲線 と呼ぶ.

• 有理数体上の楕円曲線 E の Fp (p = 2, 3, 5, 7, . . . ) での振る舞い (または, E の
ガロア表現) に付随して, その 導手 (∈ N) と L-関数 L(s, E) が定義される.

導手 N の有理数体上の楕円曲線 E を考える. このとき, レベル Γ0(N), 重さ 2 の
Hecke 固有尖点形式 f(z) ∈ S2(Γ0(N))が存在して, E の L関数と f(z)のHecke L-関数
が一致する. すなわち

L(s, E) = L(s, f)

を満たす.

この定理は, 以下で説明するフェルマーの最終定理の解決において, 非常に重要な役割
を果たした.

定理 4 (フェルマーの最終定理). n を 3 以上の整数とする. このとき

xn + yn = zn

は自然数解 (x, y, z) を持たない.

証明の概略. この定理は多くの数学者による理論構築の上に, 最終的には Wiles, Taylor-

Wiles により証明された. 以下概略を述べる.

• 簡単な議論により n が 5 以上の素数で, x が奇数, y が偶数, x, y, z は互いに素, の
場合に示せば十分であることがわかる. 以下 p を 5 以上の素数とし ap + bp = cp

(a, b, c ∈ N), a が奇数, b が偶数, a, b, c は互いに素, として矛盾を導く.

• Frey 曲線 E(a,b,c) を多項式{
y2 − x(x− bp)(x− cp) (a ≡ 3 mod 4 のとき),

y2 − x(x− bp)(x+ ap) (a ≡ 1 mod 4 のとき)

によって定義する. これは楕円曲線となる.
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• 定理 3 により, 楕円曲線 E(a,b,c) に対応する尖点形式 f(a,b,c)(z) が存在する.

• Ribet の定理より, この尖点形式 f(z)(a,b,c) のレベル (= 楕円曲線 E(a,b,c) の導手) が
2 であることがわかる.

• しかし, 保型形式の空間の具体的な計算により, レベルが 2 の尖点形式 (で ̸= 0 と
なるもの) は存在しないことが分かる. よって矛盾.

[II] にもう少し詳しい解説があるが, 本格的に勉強したい場合には, 論文や専門書にあたる
必要があるだろう.

注意 5. Wiles, Taylor-Wiles は楕円曲線に “ある条件” を付けた上で, 定理 3 の主張を証
明した. この “ある条件” は, フェルマーの最終定理の証明の為には問題なかった. 定理 3

は, 現時点においては完全に証明されている.
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2 複素関数論から準備
定義 6. (1) 点 a ∈ C の近傍 N 上で定義された関数 f(z) : N → C を考える. f(z) が点

a で 複素微分可能 であるとは

lim
z→a

f(z)− f(a)
z − a

が (z → a の近づけ方によらず) 定まることである.

(2) ある領域 Ω ⊂ C 上で定義された関数 f(z) : Ω→ C が, 各点 a ∈ Ω で複素微分可能
であるとき, f(z) は Ω 上で 正則 (holomorphic) であるという. これは 2 変数実
関数 u(x, y), v(x, y) を用いて

f(x+ iy) =: u(x, y) + iv(x, y)

と表したとき

u(x, y), v(x, y) は全微分可能で

{
∂u
∂x

= ∂v
∂y

∂u
∂y

= − ∂v
∂x

(コーシー・リーマンの方程式)

を満たすことと同値である.

命題 7. (1) D := {z ∈ C | |z − a| < ϵ} 上で正則な関数 f(z) は

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n (z ∈ D)

の形 (テーラー展開) で表される. またこのとき

f(z) が z = a で N ∈ N 位の零を持つ 定義⇔ c0 = c1 = · · · = cN = 0, cN+1 ̸= 0.

(2) D := {z ∈ C | 0 < |z − a| < ϵ} 上で正則な関数 f(z) は

f(z) =
∞∑

n=−∞

cn(z − a)n (z ∈ D)

の形 (ローラン展開) で表される. z = a は f(z) の 孤立特異点 と呼ばれ, 以下に分
類される.

• z = a が 除去可能特異点 定義⇔ ∀n < 0, cn = 0
同値⇔ limz→a f(z) ∈ C であり, f(a) := limz→a f(z) と定義し直すことによって
f(z) は {z ∈ C | |z − a| < ϵ} 上の正則関数とみなせる.
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• z = a が N ∈ N 位の極 定義⇔ c−N ̸= 0, ∀n < −N , cn = 0
同値⇔ limz→a(z − a)Nf(z) ∈ C×.

• 孤立特異点 z = a が 真正特異点 定義⇔ ∀N ∈ N, ∃n < −N s.t. cn ̸= 0.

(3) ある領域 Ω 上の各点で, 正則, 除去可能特異点, 極のいずれかである複素関数を Ω

上の 有理型関数 (meromorphic function) と呼ぶ.

課題 1. (1) f(z) = z2 は z = 0 で正則であることを示せ. (実際は C 全体で正則.)

(2) f(z) = |z|2 は z = 0 で正則でないことを示せ

(3) f(z) = z
z−1
の z = 1 でのローラン展開を求めよ.

(4) f(z) = z
z−1
の孤立特異点 z = 1 は, 除去可能特異点, 極, 真正特異点のどれになるか

調べよ.

定義 8. 連結な一次元複素多様体を リーマン面 と呼ぶ. すなわち X がリーマン面である
とは

• X は連結なハウスドルフ空間.

• X の開被覆

X =
∪
λ∈Λ

Uλ (Uλ ⊂ X は開集合)

と, 同相写像

ϕλ : Uλ → Oλ (Oλ ⊂ C は開集合, λ ∈ Λ)

が存在して

ϕλ′ ◦ ϕ−1
λ : ϕλ(Uλ ∩ Uλ′)→ ϕλ′(Uλ ∩ Uλ′)

が正則 (∀λ, λ′ ∈ Λ s.t. Uλ∩Uλ′ ̸= ∅). このような (Uλ, ϕλ)λ∈Λ を X の座標近傍 (系)

と呼ぶ.

大まかに言うと, リーマン面は, 複素平面 C を “切り貼り” して得られる:

• 複素平面から開集合 Oλ ⊂ C を切り取って,

• 正則写像 ϕλ′ ◦ ϕ−1
λ を使って, ϕλ(Uλ ∩ Uλ′) ⊂ Oλ と ϕλ′(Uλ ∩ Uλ′) ⊂ Oλ′ を張りつ

ける

よって, リーマン面の各点の近傍は, 複素平面のある点の近傍と同一視できる. とくに
リーマン面上には複素構造 (正則, 特異点などの概念) が定まる. 例えば, リーマン面 X

の点 a を含む座標近傍 Uλ ∋ a をとってくるとき
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a ∈ X で f(z) : X → C が正則 ⇔ f ◦ ϕ−1
λ : Oλ → C が ϕλ(z) で正則.

定義 9. リーマン面 X 上の有理型関数全体のなす集合を

C(X)

で表し, X の 有理型関数体 などと呼ぶ (実際に体になる).

命題 10. 複素射影直線 P1(C) を

P1(C) := (C2 − {(0, 0)})/∼, (x, y) ∼ (x′, y′)
定義⇔ ∃λ ∈ C× s.t. (x′, y′) = λ(x, y)

で定める. また

ϕ1 : U1 := {[x, y] ∈ P1(C) | y ̸= 0} → C, [x, y] 7→ x/y,

ϕ2 : U2 := {[x, y] ∈ P1(C) | x ̸= 0} → C, [x, y] 7→ y/z

とおく.

(1) P1(C) は (Ui, ϕi)i=1,2 を座標近傍系とするコンパクトリーマン面になる.

(2) P1(C) = U1

⨿
{[1, 0]}. すなわち, 複素射影直線 P1(C) は, 複素平面 U1

ϕ1で同一視
= C に

1 点 [1, 0] (無限遠点) を付け加えたものである.

注意 11. 言葉遣いとして “線” と “面” の用語が混在していて紛らわしいかもしれない.

複素体上で考えると 1 次元なので, 直線や曲線と呼ばれるが, 実数体上考えると 2 次元な
ので, 平面や曲面と名付けられている.

以下では C = C または任意のリーマン面とし, Ω ⊂ C をその領域とする.

命題 12. Ω 上の正則関数 fn(z) : Ω→ C が f(z) : Ω→ C に 広義一様収束 するとき, f(z)

も Ω 上正則で f ′(z) = limn→∞ f ′(z).

命題 13 (一致の定理). Ω 上の正則関数 f(z), g(z) : Ω→ C と, 部分集合 S ⊂ Ω が

• S は Ω に集積点をもつ.

• f(z) = g(z) (∀z ∈ S).

を満たすとき f(z) = g(z).

命題 14 (開写像定理). 定数関数でない正則関数 f(z) : Ω→ C は開写像である. すなわち

O ⊂ Ω が開集合⇒ f(O) ⊂ C が開集合.

なお, 正則関数は連続関数でもあるので

O ⊂ C が開集合⇒ f−1(O) ⊂ Ω が開集合

も成り立つ.
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定理 15 (最大値の原理). 定数関数でない正則関数 f(z) : Ω→ C に対し

|f(z)| : Ω→ R, z 7→ |f(z)|

は最大値をとらない.

証明. z0 ∈ Ω で |f(z0)| が最大値 (> 0) をとると仮定して矛盾を導く. Ω 自身も開集合な
ので, 開写像定理より f(Ω) ⊂ C は開集合. f(z0) ∈ f(Ω) だから ∃ϵ > 0 s.t. U(f(z0), ϵ) :=

“f(z0) を中心とする半径 ϵ の開球” ⊂ f(Ω). とくに f(z0) ∗ (1 + ϵ
2|f(z0)|) ∈ f(Ω), すなわ

ち, ∃z1 ∈ Ω s.t. f(z1) = f(z0) ∗ (1 + ϵ
2|f(z0)|). |f(z1)| = |f(z0)| ∗ (1 +

ϵ
2|f(z0)|) > |f(z0)| よ

りこれは仮定に矛盾する.

定理 16. コンパクトリーマン面上の正則関数は定数関数のみである.

証明. X をコンパクトリーマン面とし, 正則関数 f(z) : X → C を考える. X はコンパク
トなので, 連続関数 |f(z)| : X → R, z 7→ |f(z)| は最大値をとる. もし f(z) が定数関数で
なければ, 最大値の原理と矛盾する.

系 17. 複素射影直線の有理関数体は

C(P1(C)) = C(z) :=
{
P (z)

Q(z)
| P (z), Q(z) ∈ C[z], Q(z) ̸= 0

}
で与えられる.

証明. 有理式 P (z)
Q(z)
∈ C(z) に対し,

P ( 1
z
)

Q( 1
z
)
を整理した有理式を R(z)

S(z)
とおく. このとき

P (z)
Q(z)

: P1(C)→ C ∪ {∞},[x, y] 7→ P (x
y
)

Q(x
y
)

([x, y] ∈ U1)

[x, y] 7→ R( y
z
)

S( y
z
)

([x, y] ∈ U2)

は矛盾なく定まり, P1(C) 上の有理型関数となる. とくに C(P1(C)) ⊃ C(z). 以下, 逆の包
含関係を示す. P1(C) 上の有理型関数 f(z) : P1(C)→ C∪ {∞} を考える. (もし z = [1, 0]

で極をもつなら 1
f(z)
に取り換えて) f(z) は z = [1, 0] で正則であると仮定してよい. この

とき

P1(C) がコンパクト ⇒ f(z) の極は高々有限個 z = a1, a2, . . . , ak ∈ U1

であることが示せる. U1
ϕ1,∼=→ C を同一視し, 各点 ai ∈ U1 = C でのローラン展開を

f(z) = f ◦ ϕ1(z) =
∞∑

n=−N

ci,n(z − ai)n

と表し, その “発散部分”

fi(z) :=
−1∑

n=−N

ci,n(z − ai)n
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を考える. このとき

f(z)−
k∑

i=1

fi(z)

は P1(C) 上の正則関数となるので, 上の定理より定数 = c ∈ C となる. よって

f(z) = c+
k∑

i=1

fi(z) ∈ C(z)

であり, 題意が従う.

課題 2. この節で紹介した命題からひとつ選び, 証明を付けよ.
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3 参考: 楕円関数論
定義 18. R 上一次独立な 2 元 ω1, ω2 ∈ C で生成される部分群

Zω1 ⊕ Zω2 := {n1ω1 + n2ω2 ∈ C | n1, n2 ∈ Z}

を 格子 (lattice) と呼ぶ. 生成系が異なっても, 集合として等しければ同じ格子と考える.

命題 19. L ⊂ C を任意の格子とする. このとき剰余群

C/L = C/∼ z ∼ z′
定義⇔ z − z′ ∈ L

に商位相を入れ, 自然な射影

π : C→ C/L, z 7→ [z] := π(z)

を考える. 十分小さな ϵ > 0 に対し, 各点 a ∈ C を中心とする開球 Ua,ϵ := {z ∈ C |
|z − a| < ϵ} をとると

π|Ua,ϵ : Ua,ϵ → π(Ua,ϵ)

は同相写像になる. π|Ua,ϵ の逆写像を局所座標系として C/L はコンパクトリーマン面と
なり C 上の楕円曲線 と呼ばれる.

注意 20. C/Lの概形は以下のようになる. 複素平面において, 4点 A := ω2, B := ω1+ω2,

C = ω2, D := 0 を考える.

• 平行四辺形 ABCD を考える (ベクトルとして A⃗B = D⃗C, B⃗C = A⃗D). 辺 AB, DC

を張りつけると, 円柱の側面が出来上がる. 更に, 辺 BC, AD を貼りつけたものが,

穴が一つの浮輪の形をしており, C/L と同一視できる.

• 貼りつける際に, 点 A,B,C,D は, まず A ↔ D, B ↔ C が重なり, 更に, B ↔ A,

C ↔ D も重なっている. すなわち, A,B,C,D は一点になっている.
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定理 21. L := Zω1 ⊕ Zω2 を任意の格子とする.

(1) L に付随するWeierstrass の ℘-関数 を

℘L(z) :=
1

z2
+

∑
l∈L−{0}

(
1

(z − l)2
− 1

l2

)
で定める. この級数は C− L 上で広義一様絶対収束し C 上の有理型関数となる.

(2) ℘L は 二重周期

℘L(z + ω1) = ℘L(z + ω2) = ℘L(z) (i.e., ∀l ∈ L, ℘L(z + l) = ℘L(z))

を持ち, とくに C/L 上の有理型関数とみなせる.

(3) C/L の有理型関数体は, ℘L(z) とその微分 ℘′
L(z) で生成される. すなわち

C(C/L) = C(℘L(z), ℘
′
L(z)).

(4) ℘L(z), ℘
′
L(z) は次の関係式を満たす:

℘′
L(z)

2 = 4℘L(z)
3 − gL,2℘L(z)− gL,3.

ここで gL,2, gL,3 は格子 L にのみ依存する定数 ∈ C であり

gL,2 := 60
∑

l∈L−{0}

1

l4
, gL,3 := 140

∑
l∈L−{0}

1

l6

で求まる.

(5) 以下は体としての同型写像を与える:

C(C/L) = C(℘L(z), ℘
′
L(z))→整域 C[X,Y ]/(Y 2 − 4X3 + gL,2X + gL,3) の商体,

℘L(z), ℘
′
L(z) 7→ X,Y.

(6) 代数曲線 E : y2 = 4x3−gL,2x−gL,3 の C-有理点を {(x, y) ∈ C2 | y2 = 4x3−gL,2x−
gL,3} の一点コンパクト化, すなわち

E(C) := {(x, y) ∈ C2 | y2 = 4x3 − gL,2x− gL,3} ∪ {∞}

で定める. このとき

C/L→ E(C),

[z] 7→

{
(℘L(z), ℘

′
L(z)) ([z] ̸= [0])

∞ ([z] = [0])

は複素多様体としての同型を与える. この同型により, C 上の楕円曲線 C/L は,

Q(gL,2, gL,3) 上の代数曲線 E : y2 = 4x3 − gL,2x− gL,3 と同一視される.
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例えば L = Zi⊕ Z とおくとき

gL,2 = 4ϖ4 = 189.0727201 . . . , gL,3 = 0

となる (ϖ はレムニスケート周率 := 2
∫ 1

0
dx√
1−x4 = 2.62205 . . . ). よって

C/Zi⊕ Z, E : y2 = 4x3 − 4ϖ4x

は “同じもの”だと思うことができる. なお, L→ λLによって gL,2 → λ−4gL,2 となるから

C/Zϖi⊕ Zϖ, E : y2 = 4x3 − 4x

も “同じもの” である.

課題 3. 格子 L に付随して定まる値 gL,2, gL,3 は, 後に扱う Eisenstein 級数と関係がある.

解説してみよ.
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4 SL2(Z) の保型形式

4.1 定義

定義 22. (1) 複素数 z = x+ yi (x, y ∈ R) に対し, 複素共役 z := x− yi, 実部 Re(z) :=
z+z
2

= x, 虚部 Im(z) := z−z
2i

= y, 絶対値 |z| =
√
zz =

√
x2 + y2.

(2) 上半平面 H := {z ∈ C | Im(z) > 0}.

(3) Z 係数特殊線形群 SL2(Z) := {g = [ a b
c d ] ∈M2(Z) | det g = 1}.

(4) g = [ a b
c d ] ∈ SL2(Z) の z ∈ H への 作用 gz := az+b

cz+d
.

命題 23. 上記 (4) の SL2(Z)× H 7→ H, (g, z) 7→ gz は, 群の左作用. すなわち

(1) g ∈ SL2(Z), z ∈ H ⇒ gz ∈ H

(2) e := [ 1 0
0 1 ], z ∈ H ⇒ ez = z.

(3) g, h ∈ SL2(Z), z ∈ H ⇒ g(hz) = (gh)z.

証明. (1) 2iIm([ a b
c d ] z) =

az+b
cz+d
− az+b

cz+d
= (az+b)(cz+d)−(az+b)(cz+d)

|cz+d|2 = 2i Im((az+b)(cz+d))
|cz+d|2 . さらに

(az + b)(cz + d) = ac|z|2 + bd︸ ︷︷ ︸
実数

+adz + bcz だから Im((az + b)(cz + d)) = (ad− bc)Im(z).

結局

Im([ a b
c d ] z) =

ad− bc
|cz + d|2

Im(z)
det g=1
=

Im(z)

|cz + d|2
.

よって Im(z) > 0⇒ Im(gz) > 0.

(2), (3) 計算すればよい. 演習問題とする.

課題 4. 上記の (2), (3) を証明せよ.

定義 24. f(z) : H→ Cが以下を満たすとき (レベル 1,) 重さ k の保型形式であると言う.

(1) f は H 上の正則関数.

(2) ∀ [ a b
c d ] ∈ SL2(Z), f([ a b

c d ] z) = (cz + d)kf(z).

(3) f は “z = i∞ で正則”. すなわち, q := exp(2πiz) とおいたとき

f(z) =
∞∑
n=0

anq
n (an ∈ C)

の形に表せる.

重さ k の保型形式全体のなす集合を Mk(SL2(Z)) で表す.
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以下, (3) の条件を解説する.

定理 25. SL2(Z) = ⟨[ 1 1
0 1 ] , [

0 −1
1 0 ]⟩ (SL2(Z) は, 2 元 [ 1 1

0 1 ] , [
0 −1
1 0 ] で生成される).

課題 5. この定理を証明せよ. [II, 定理 9.18, p447] など参照.

系 26. 定義 24-(2) ⇔ f(z + 1) = f(z), f(−1
z
) = zkf(z).

証明. ∀ [ a b
c d ] ∈ SL2(Z), f([ a b

c d ] z) = (cz + d)kf(z) ⇔ [ a b
c d ] = [ 1 1

0 1 ] , [
0 −1
1 0 ], f([ a b

c d ] z) =

(cz + d)kf(z) ⇔ f(z + 1) = f(z), f(−1
z
) = zkf(z).

命題 27. 指数関数 exp(z) :=
∑∞

n=0
zn

n!
に関して以下が成り立つ.

(1) 全複素平面 z ∈ C で広義一様絶対収束し, とくに正則関数となる.

(2) z = x+ iy (x, y ∈ R) に対して

exp(z) = exp(x)(cos(y) + i sin(y))

が成り立つ. また | cos(y) + i sin(y)| =
√

cos(y)2 + sin(y)2 = 1 であるから

| exp(z)| = exp(x)

である. とくに

• | exp(2πiz)| = exp(−2πImz) (z ∈ C).

• n > 0, s ∈ C に対し ns := exp(s log n) と定めるとき |ns| = nRe(s).

(3) exp(z) : C→ C× は群準同型であり, その核は 2πiZ である. すなわち

exp(z + z′) = exp(z) exp(z′), exp(z) = exp(z′)⇔ z − z′ ∈ 2πiZ.

系 26 と命題 27-(3) より, 定義 24-(2) を満たす関数 f(z) は q = exp(2πiz) の関数とし
て表せる. さらに 命題 27-(2) より

z ∈ H↔ 0 < |q| < 1

なので, 結局

f̃(q) := f(z) (0 < |q| < 1)

とおける. f(z) は z ∈ H で正則なので, f̃(q) も 0 < |q| < 1 で正則であり

q = 0 は f̃(q) の孤立特異点

になっている. 定義 24-(3) は以下のように言いかえることができる.

命題 28. 定義 24-(1), (2) を満たす f(z) に関し, 以下は同値.
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• f は “z = i∞ で正則” (定義 24-(3) の条件を満たす).

• q = 0 は f̃(q) の除去可能特異点.

• limq→0 f̃(q) = limImz→∞ f(z) ∈ C.

• f̃(0) := limq→0 f̃(q) = limImz→∞ f(z) とおけば f̃(q) は q = 0 で正則.

同様の考え方で以下を定義する.

定義 29. f(z) : H→ Cが以下を満たすとき (レベル 1, 重さ 0の)保型関数であると言う.

(1) f は H 上の有理型関数.

(2) ∀ [ a b
c d ] ∈ SL2(Z), f([ a b

c d ] z) = f(z).

(3) f は “z = i∞ で有理型”. すなわち, q := exp(2πiz) とおいたとき

f(z) =
∞∑

n=n0

anq
n (Im(z) > 0, n0 ∈ Z, an ∈ C)

の形に表せる.

保型関数全体のなす集合を A0(SL2(Z)) で表す.

4.2 モジュラー曲線

z = i∞ の幾何的な意味合いを紹介する.

命題 30. 作用 SL2(Z)× H 7→ H, (g, z) 7→ gz に関する同値関係による商空間

SL2(Z)\H := H/∼, z ∼ z′
定義⇔ ∃g ∈ SL2(Z) s.t. z′ = gz

を考える.

(1) SL2(Z)\H は, 非コンパクト なリーマン面 (1 次元の複素多様体) である. これは
Y (SL2(Z)), Y0(1), Y (1) などで表され, (レベル 1 の) モジュラー曲線 と呼ばれる.

(2) SL2(Z)\H の 基本領域 として, 以下が取れる.

D :={z ∈ H | −1
2
< Re(z) < 1

2
, |z| > 1}⨿

{z ∈ H | 0 ≤ Re(z) ≤ 1
2
, |z| = 1}⨿

{z ∈ H | Re(z) = 1
2
, Im(z) >

√
3
2
}.

すなわち, 自然な射影 H→ SL2(Z)\H の制限が

D
全単射→ SL2(Z)\H

となっている.
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(3) 集合 H∗ := H
⨿
{i∞} 上に

{Hの開集合 }
⨿
{{i∞} ∪ {z ∈ H | Im(z) > L}}L>0

を開基とする位相を入れる. また H 上の同値関係 ∼ を

i∞ ∼ i∞, i∞ ̸∼ z (z ∈ H)

で H∗ 上の同値関係へと拡張する. このとき商空間

SL2(Z)\H∗ := H∗/∼ = (SL2(Z)\H)
⨿
{[i∞]}

は コンパクト なリーマン面であり, SL2(Z)\H の 1 点コンパクト化になっている.

SL2(Z)\H∗ は (レベル 1 の) コンパクト化されたモジュラー曲線 と呼ばれる. 記号
X(SL2(Z)), X0(1), X(1) などで表される.

モジュラー曲線 SL2(Z)\H は, 基本領域 D (次の図の左の灰色 + 濃い線) を

• SL2(Z) ∋ [ 1 −1
0 1 ] : z 7→ z − 1 で, 直線 {z ∈ H | Re(z) = 1

2
, Im(z) >

√
3
2
} と直線

{z ∈ H | Re(z) = −1
2
, Im(z) >

√
3
2
} を貼り合わせる.

• SL2(Z) ∋ [ 0 −1
1 0 ] : z 7→ −1

z
で, 円弧 {z ∈ H | 0 ≤ Re(z) ≤ 1

2
, |z| = 1} と円弧

{z ∈ H | −1
2
≤ Re(z) ≤ 0, |z| = 1} を, 左右反転させて, 貼り合わせる.

ことによって得られる. SL2(Z)\H は無限に長い円柱の側面のような形 (次の図の右) をし
ているが, 下部は閉じているのに対し, 上部は開いている (よって非コンパクトである).

z = i∞ を上部に付け加えて貼り合わせることにより, 閉じた (コンパクトな) リーマン面
SL2(Z)\H∗ が完成する. z = i∞ は SL2(Z)\H∗ の 尖点 (cusp) と呼ばれる.
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定理 31. 保型関数は, 尖点 i∞ も含めた SL2(Z)\H∗ 上の有理関数と同一視できる. とく
に A0(SL2(Z)) はコンパクトリーマン面 SL2(Z)\H∗ の有理型関数体 C(SL2(Z)\H∗) と同
一視できる.

系 32. M0(SL2(Z)) = C.

証明. M0(SL2(Z)) ⊂ A0(SL2(Z)) であり, M0(SL2(Z)) の元 SL2(Z)\H∗ 上の正則関数とみ
なせる. 定理 16 より, コンパクトリーマン面 SL2(Z)\H∗ 上の正則関数は定数のみ.

一方で以下の命題より, 保型形式の “重さ 2k の保型性” は, このモジュラー曲線上の k

次の微分形式を考えることに対応する.

命題 33. 有理型関数 f(z) : H→ C に対し, 形式的な積

f(z)(dz)k

を考え, H 上の k 次微分形式 と呼ぶ. また有理型関数 ϕ(z) : H→ H に対し

ϕ∗f(z)(dz)k := f(z)(dz)k ◦ ϕ := f(ϕ(z))(dϕ(z))k := f(ϕ(z))ϕ′(z)k(dz)k

と定める. このとき, [ a b
c d ] ∈ SL2(Z) に対して以下は同値.

f([ a b
c d ] z) = (cz + d)2kf(z)⇔ [ a b

c d ]
∗
f(z)(dz)k = f(z)(dz)k.

証明. d([ a b
c d ] z) = daz+b

cz+d
= (cz+d){d(az+b)}−(az+b){d(cz+d)}

(cz+d)2
= (cz+d)adz−(az+b)cdz

(cz+d)2
= (ad−bd)dz

(cz+d)2
=

dz
(cz+d)2

. よって [ a b
c d ]

∗
f(z)(dz)k =

f([ a b
c d ]z)

(cz+d)2k
(dz)k となり, 題意が従う.
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5 SL2(Z) の保型形式の具体例
定義 34. (1) 正則関数 f(z) : H→ C が

f([ a b
c d ] z) = (cz + d)kf(z) (∀ [ a b

c d ] ∈ SL2(Z)),

f(z) =
∞∑
n=0

an(f)q
n (q = exp(2πiz), ∃an(f) ∈ C)

を満たすとき (レベル 1,) 重さ k の保型形式 (modular form) と呼ぶ. 保型形式
を f(z) =

∑∞
n=0 an(f)q

n の形に表すことを f の (尖点 z = i∞ での) フーリエ展開,

an(f) を フーリエ係数 と呼ぶ. とくに

f(i∞) := a0(f)

を, フーリエ展開の 定数項 と呼ぶ. レベル 1, 重さ k の保型形式全体のなす集合を

Mk(SL2(Z))

で表す.

(2) フーリエ展開の定数項が 0 となる保型形式を 尖点形式 (cusp form) と呼ぶ. レベ
ル 1, 重さ k の尖点形式全体のなす集合を

Sk(SL2(Z))

で表す.

(3) 有理型関数 f(z) : H→ C が

f([ a b
c d ] z) = f(z) (∀ [ a b

c d ] ∈ SL2(Z)),

f(z) =
∞∑

n=n0

an(f)q
n (q = exp(2πiz), ∃n0 ∈ Z, ∃an(f) ∈ C)

を満たすとき (レベル 1, 重さ 0 の) 保型関数 (modular function) と呼ぶ. レベ
ル 1, 重さ 0 の保型関数全体のなす集合を

A0(SL2(Z))

で表す.

命題 35. (1) f ∈Mk(SL2(Z)), g ∈Ml(SL2(Z)) ⇒ fg ∈Mk+l(SL2(Z)).

(2) f ∈ Sk(SL2(Z)), g ∈Ml(SL2(Z)) ⇒ fg ∈ Sk+l(SL2(Z)).

(3) f ∈Mk(SL2(Z)), g ∈Mk(SL2(Z)), g ̸= 0 ⇒ fg−1 ∈ A0(SL2(Z)).

課題 6. この命題を証明せよ.
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5.1 格子のなす集合上の関数

保型形式や保型関数の自然な構成法を紹介する.

定義 36. R 上一次独立な 2 元 ω1, ω2 ∈ C で生成される部分群

Zω1 ⊕ Zω2 := {n1ω1 + n2ω2 ∈ C | n1, n2 ∈ Z}

を 格子 (lattice) と呼ぶ. 生成系が異なっても, 集合として等しければ同じ格子と考える.

格子全体のなす集合を L で表す.

命題 37.

Ω := {(ω1, ω2) | ω1, ω2 ∈ C×, ω1/ω2 ∈ H}

とおく.

(1) ω1, ω2 ∈ C とする. このとき

ω1, ω2 が R 上一次独立⇔ ω1, ω2 ∈ C×, ω1/ω2 /∈ R.

(2) 任意の格子は (ω1, ω2) ∈ Ω を用いて Zω1 ⊕ Zω2 の形で書ける. すなわち

L = {Zω1 ⊕ Zω2 | (ω1, ω2) ∈ Ω}.

(3) (ω1, ω2), (ω
′
1, ω

′
2) ∈ Ω とする. このとき

Zω1 ⊕ Zω2 = Zω′
1 ⊕ Zω′

2 ⇔ ∃ [ a b
c d ] ∈ SL2(Z) s.t. [ a b

c d ] [
ω1
ω2 ] =

[
ω′
1

ω′
2

]
.

(4) L,L′ ∈ L に対し

L ∼ L′ ⇔ ∃λ ∈ C× s.t. L′ = λL := {λz | z ∈ L}

と定めると L 上の同値関係となる. この同値関係に関する商集合を

C×\L

とおく. このとき写像

C×\L ↔ SL2(Z)\H

[Zω1 ⊕ Zω2] 7→

{
[ω1/ω2] (ω1/ω2 ∈ H)

[ω2/ω1] (ω1/ω2 /∈ H)

[Zz ⊕ Z] ←[ [z]

は well-defined かつ互いに逆写像となる. とくに一対一対応を与える.
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(5) 以下の写像は well-defined かつ互いに逆写像となる. とくに一対一対応を与える.

{F : L → C | ∀λ ∈ C×, F (λL) = λ−2kF (L)}
↔ {f : H→ C | ∀ [ a b

c d ] ∈ SL2(Z), f([ a b
c d ] z) = (cz + d)2kf(z)},

F (L) 7→ f(z) := F (Zz ⊕ Z) (z ∈ H),

F (Zω1 ⊕ Zω2) := ω−2k
2 f(ω1/ω2) ((ω1, ω2) ∈ Ω) ←[ f(z).

証明. (1) は明らか.

(2) 格子 L = ω1 ⊕ Zω2 を考える. 必要なら L の生成系を取り換えて (ω1, ω2) ∈ Ω とで
きることを言えばよい. (1) より Im(ω1/ω2) ̸= 0. Im(ω1/ω2) > 0 ならそのままで良い.

Im(ω1/ω2) < 0 なら Im(ω2/ω1) > 0 (∵ (x+ yi)−1 = x
x2+y2

+ −y
x2+y2

) なので ω1, ω2 を逆に
とればよい.

(3) まず g ∈ SL2(Z) ⇔ det g > 0, g, g−1 ∈ M2(Z) を示す. (⇒) は明らか. g ∈ M2(Z),
det g > 0 なら ∃g−1 ∈ M2(Q). このとき 1 = det [ 1 0

0 1 ] = det g det g−1. さらに仮定より
g, g−1 ∈ M2(Z) だから det g, det g−1 ∈ Z. 整数 ∗ 整数 = 1 となる整数は ±1 のみで
det g > 0 だから g ∈ SL2(Z) が言えた.

さらに Zω1 ⊕ Zω2 = {[m n ] [ ω1
ω2 ] | m,n ∈ Z} に注意.

(⇐) Zω′
1 ⊕ Zω′

2 =
{
[m n ]

[
ω′
1

ω′
2

]
| m,n ∈ Z

}
= {[m n ] [ a b

c d ] [
ω1
ω2 ] | m,n ∈ Z}

= {[ am+cn bm+dn ] [ ω1
ω2 ] | m,n ∈ Z} ⊂ {[m n ] [ ω1

ω2 ] | m,n ∈ Z} = Zω1 ⊕ Zω2. [ a b
c d ] [

ω1
ω2 ] =[

ω′
1

ω′
2

]
を [ a b

c d ]
−1
[
ω′
1

ω′
2

]
= [ ω1

ω2 ] に取り換えて逆の包含関係を得る.

(⇒) Zω1⊕Zω2 = Zω′
1⊕Zω′

2 ∋ ω′
1, ω

′
2より∃a, b, c, d ∈ Z s.t. ω′

1 = aω1+bω2, ω
′
2 = cω1+dω2.

すなわち ∃g = [ a b
c d ] ∈M2(Z) s.t. g [ ω1

ω2 ] =
[
ω′
1

ω′
2

]
. 同様に ω1, ω2 ∈ Zω1 ⊕ Zω2 = Zω′

1 ⊕ Zω′
2

より ∃g′ ∈M2(Z) s.t. g′
[
ω′
1

ω′
2

]
= [ ω1

ω2 ] が言える. 合わせて g′g [ ω1
ω2 ] = [ ω1

ω2 ]. 両辺の複素共役

を考えて g′g
[
ω1
ω2

]
=
[
ω1
ω2

]
. さらに合わせて

g′g
[
ω1 ω1
ω2 ω2

]
=
[
ω1 ω1
ω2 ω2

]
を得る. ここで

det
[
ω1 ω1
ω2 ω2

]
= ω1ω2 − ω1ω2 = ω2ω2(

ω1

ω2
− ω1

ω2
) = 2i|ω2|2Im(ω1/ω2) ̸= 0

より
[
ω1 ω1
ω2 ω2

]
は正則行列なので g′g = [ 1 0

0 1 ], i.e., M2(Z) ∋ g′ = g−1 が言えた. 命題 23-(1)

の証明と同様に

[ a b
c d ] [

ω1
ω2 ] =

[
ω′
1

ω′
2

]
⇒ Im(ω′

1/ω
′
2) =

det [ a b
c d ]

|cω1/ω2 + d|2
Im(ω1/ω2)

が言えるので (ω1, ω2), (ω
′
1, ω

′
2) ∈ Ω より det g > 0 も言える.

(4) 各写像が well-defined を言うには, それぞれ同値類の代表元の取り方によらないこと
を言えばよい.
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(→) [Zω1 ⊕ Zω2] = [Zω′
1 ⊕ Zω′

2] ∈ C×\L と仮定する. 必要なら ∗1, ∗2 を取り換えて
ω1/ω2, ω

′
1/ω

′
2 ∈ H と仮定してよい. このとき (3) と C×\L の定義より

∃ [ a b
c d ] ∈ SL2(Z), ∃λ ∈ C× s.t.

[
ω′
1

ω′
2

]
= λ [ a b

c d ] [
ω1
ω2 ] .

よって

ω′
1/ω

′
2 =

λ(aω1 + bω2)

λ(cω1 + dω2)
=
aω1/ω2 + b

bω1/ω2 + d
= [ a b

c d ] (ω1/ω2).

よって [ω1/ω2] = [ω′
1/ω

′
2].

(←) [z] = [z′] ∈ SL2(Z)\H と仮定する. このとき

∃ [ a b
c d ] ∈ SL2(Z) s.t. z′ = [ a b

c d ] z.

よって

Zz′ ⊕ Z = Zaz+b
cz+d
⊕ Z = (cz + d)−1(Z(az + b)⊕ Z(cz + d))

(3)
= (cz + d)−1(Zz ⊕ Z).

よって [Zz ⊕ Z] = [Zz′ ⊕ Z].

次に二つの写像の合成が恒等写像であることをみる. 簡単のため ω1/ω2 ∈ Hと仮定すると

[Zω1 ⊕ Zω2] 7→ [ω1/ω2] 7→ [Zω1/ω2 ⊕ Z] = [ω−1
2 (Zω1 ⊕ Zω2)] = [Zω1 ⊕ Zω2],

[z] 7→ [Zz ⊕ Z] 7→ [z]

より従う.

(5) F : L → C が ∀λ ∈ C×, F (λL) = λ−2kF (L) をみたすとき f(z) := F (Zz ⊕Z) (z ∈ H)

とおけば, [ a b
c d ] ∈ SL2(Z) に対して

f([ a b
c d ] z) = F (Zaz+b

cz+d
⊕ Z) = (cz + d)2kF (Z(az + b)⊕ Z(cz + d))

(3)
= (cz + d)2kF (Zz ⊕ Z)

= (cz + d)2kf(z).

逆に f : H → C が ∀ [ a b
c d ] ∈ SL2(Z), f([ a b

c d ] z) = (cz + d)2kf(z) を満たすとき F (Zω1 ⊕
Zω2) := ω−2k

2 f(ω1/ω2) ((ω1, ω2) ∈ Ω) とおけば, λ ∈ C×, (ω1, ω2) ∈ Ω に対して

F (λ(Zω1 ⊕ Zω2)) = F (Zλω1 ⊕ Zλω2) = (λω2)
−2kf(ω1/ω2) = λ−2kF (Zω1 ⊕ Zω2).

よってこれらは well-defined. 次に二つの写像の合成が恒等写像であることをみる. 実際
(ω1, ω2) ∈ Ω に対し

F (L) 7→ f(z) := F (Zz ⊕ Z)
7→ [Zω1 ⊕ Zω2 7→ ω−2k

2 f(ω1/ω2) = ω−2k
2 F (Zω1/ω2 ⊕ Z) = F (Zω1 ⊕ Zω2)] = F (L),

f(z) 7→ F (Zω1 ⊕ Zω2) := ω−2k
2 f(ω1/ω2) 7→ [z 7→ F (Zz ⊕ Z) = f(z)] = f(z).

よってこれらは互いに逆写像である.
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定義 38. 格子のなす集合上で定義された関数 F : L 7→ C が

∀λ ∈ C×, F (λL) = λ−2kF (L)

をみたすとき F (L) は 重さ 2k の格子関数 である, という.

上の命題は, 以下の手順で, 保型形式 f(z) ∈M2k(SL2(Z)) が作れる, と言っている.

• 重さ 2k の格子関数 F : L 7→ C を構成する.

• 対応する関数 f(z) := F (Zz ⊕ Z) が, 尖点も含めて正則関数であることを確かめる.

5.2 Eisenstein 級数 G2k

定理 39. 2 ≤ k ∈ N に対し 重さ 2k の Eisenstein 級数 を

G2k(z) :=
∑
m,n

′ 1

(mz + n)2k

で定める. ただし
∑

m,n
′ :=

∑
m,n∈Z2−{(0,0)} とおいた. このとき

G2k ∈M2k(SL2(Z)), G2k(i∞) = 2ζ(2k).

ここで

ζ(s) :=
∞∑
n=1

1

ns
(Re(s) > 1)

は リーマンゼータ関数 であり ζ(2k) ̸= 0 を満たす. とくに Eisenstein 級数 G2k は, 尖点
形式でない保型形式である.

証明. まず, 次の (1), (2) を言えばよいことを示す.

(1)
∑

m,n
′ 1
(mz+n)2k

は z ∈ H 上で広義一様絶対収束.

(2) limIm(z)→∞G2k(z) = 2ζ(2k) ∈ R×.

(1) より G2k は H 上の正則関数 1
(mz+n)2k

達の和の広義一様 (絶対) 収束先なので, やはり
H 上の正則関数になる. 次に格子関数

F (L) :=
∑
l∈L

′ 1

l2k
(L ∈ L)

を考える. ここで
∑

l∈L
′ :=

∑
l∈L−{0} とおいた. この格子関数は

• F (λL) =
∑

l∈λL
′ 1
l2k

= λ−2kF (L) より (もし級数が収束すれば) 重さ 2k である.
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• L = Zω1 ⊕ Zω2 ((ω1, ω2) ∈ Ω) とおくとき

F (Zω1 ⊕ Zω2) :=
∑
m,n

′ 1

(mω1 + nω2)2k
= ω2k

2 G2k(ω1/ω2).

よって F (L) は G2k に対応する格子関数. また G2k(ω1/ω2) が収束するので F (L)

も収束している.

よって残りは尖点 z = i∞ での正則性であるが, これは (2) より従う.

(1) の証明. 以下の順に示す.

(a)
∑

m,n∈N
1

(m2+n2)k
が有限な値に収束.

(b) 命題 30 で与えた基本領域 D ⊂ H 上で G2k は一様絶対収束.

(c) 任意のコンパクト集合 K ⊂ H 上で G2k は一様絶対収束.

(a) x ≤ m, 0 ≤ y ≤ n ⇒ x2 + y2 ≤ m2 + n2 ⇒ 1
(m2+n2)k

≤ 1
(x2+y2)k

を利用して

1

(m2 + n2)k
≤
∫ m

m−1

∫ n

n−1

dxdy

(x2 + y2)k

を得る. よって

∑
2≤m,n

1

(m2 + n2)k
≤
∫ ∞

1

∫ ∞

1

dxdy

(x2 + y2)k

x=r cos θ
y=r sin θ

≤
∫ ∞

1

∫ 2π

0

drdθ

r2k−1
=

2π

2k − 2
<∞.

残りの m = 1 または n = 1 の項は∑
2≤m

1

(m2 + 1)k
<
∑
2≤m

1

m2k
≤ ζ(2k)

(2)
< ∞

で抑えられる.

(b) D ⊂ H を命題 30 で与えた基本領域とする. とくに

min(|z|2 | z ∈ D) = 1, min(Re(z) | z ∈ D) = −1

2
, max(Re(z) | z ∈ D) =

1

2

である. よって z ∈ D に対して

|mz + n|2 = m2|z|2 + n2 + 2mnRe(z) ≥ m2 + n2 − |mn| ≥ 1
2
(m2 + n2)

がわかる (最後の不等式は 1
2
(m2 + n2)− |mn| = 1

2
(m± n)2 ≥ 0 より). これより

∑
m,n

′
∣∣∣∣ 1

(mz + n)2k

∣∣∣∣ ≤ 2k
∑
m,n

′ 1

(m2 + n2)k
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と評価できる.
∑

m,n
′ 1
(m2+n2)k

が収束することを言えば, ワイエルシュトラスの M 判定法
より, D 上で広義一様絶対収束することが言える. 実際∑

m,n

′ =
∑

m̸=0,n̸=0

+
∑

m=0,n̸=0

+
∑

m̸=0,n=0

と分解すれば∑
m,n

′ 1

(m2 + n2)k
= 4

∑
m,n∈N

1

(m2 + n2)k
+ 4

∑
n∈N

1

n2k
= 4

∑
m,n∈N

1

(m2 + n2)k
+ 4ζ(2k)

が分かり, (a) と (2) より収束が言える.

(c) コンパクト集合 K ⊂ H をとる. D は基本領域だったので∪
g∈SL2(Z)

gD = H ⊃ K.

よって, K のコンパクト性より高々有限個の g1, . . . , gl ∈ SL2(Z) を用いて

K ⊂
∪

i=1,2,...,l

giD

と書ける (注意 40). よって, 各 g ∈ SL2(Z) に対して

gD 上で G2k(z) は一様絶対収束

を言えば十分. これは

D 上で G2k(g
−1(z)) は一様絶対収束

と同値である. g−1 = [ a b
c d ] とおけば

G2k(g
−1(z)) = (cz + d)kG2k(z)

であるから, G2k(z) の一様絶対収束性から G2k(g
−1(z)) の一様絶対収束性が導かれる.

(2) の証明. (1) で一様絶対収束性を示したので

lim
Im(z)→∞

G2k(z) =
∑
m,n

′ lim
Im(z)→∞

1

(mz + n)2k

が分かる (注意 41). ここで m ̸= 0 なら, Im(z)→∞ のとき

|mz + n|2 = Re(mz + n)2 + Im(mz + n)2 ≥ Im(mz + n)2 = Im(mz)2 = m2Im(z)2 →∞

⇒ lim
Im(z)→∞

1

(mz + n)2k
→ 0

である. 結局

lim
Im(z)→∞

G2k(z) =
∑
n̸=0

1

(n)2k
= 2ζ(2k)

を得る. 最後に ζ(2k) ∈ R× (2 ≥ k) を見る. ζ(2k) = 1 + 1
22k

+ 1
32k

+ · · · > 1 より ̸= 0 は
明らかなので, 収束性を確かめればよい. より一般に
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Claim. Re(s) > 1⇒ ζ(s) =
∑∞

n=1 n
−s は絶対収束

を示しておく. 実際 σ := Re(s) とおくとき

∞∑
n=1

|n−s| 命題 27−(2)
= 1 +

∞∑
n=2

|n−σ|
n−1≤x≤n⇒|n−σ |≤x−σ

≤ 1 +
∞∑
n=2

∫ n

n−1

x−σdx

= 1 +

∫ ∞

1

x−σdx = 1 +

[
x1−σ

1− σ

]∞
1

=
σ

σ − 1
<∞

となり収束性を得る (注意 42).

注意 40. D は開集合ではないので K ⊂
∪

i=1,2,...,l giD と書けることを言うには少し議論
が必要である:

D̃ := D ∪ [ 1 1
0 1 ]D ∪ [ 0 −1

1 0 ]D ∪
[
0 −1
1 −1

]
D ∪

[ −1 0
−1 −1

]
D ∪ [ 1 −1

1 0 ]D

とおけば D̃ の内部 D̃◦ に D が含まれる. とくに
∪

g∈SL2(Z) gD̃
◦ = H ⊃ K が成り立つの

で, K は高々有限個の g1, . . . , gl ∈ SL2(Z) を用いて K ⊂
∪

i=1,2,...,l giD̃
◦ と書ける. これら

gi 達と [ 1 0
0 1 ] , [

1 1
0 1 ] , [

0 −1
1 0 ] ,

[
0 −1
1 −1

]
,
[ −1 0
−1 −1

]
, [ 1 −1

1 0 ] 達の積をあらためて gi とおけばよい.

課題 7. 命題 30 の D ⊂ H を考える.

D, [ 1 1
0 1 ]D, [

0 −1
1 0 ]D,

[
0 −1
1 −1

]
D,
[ −1 0
−1 −1

]
D, [ 1 −1

1 0 ]D

を図示することにより, 上記の

D ⊂ D̃◦

を説明せよ.

注意 41. 一般に, 広義一様絶対収束していても, 関数列の収束と, 定義域の境界への極
限の交換が成り立つとは限らない: 例えば fn(x) : (0, 1) → R, fn(x) := xn とおくと

fn
(0,1) 上広義一様→ 0 だが limx→1 0 = 0, limn→∞ limx→1 fn(x) = 1. 上の証明中では

•
∑

m,n
′ 1
(mz+n)2k

D 上一様絶対収束→ G2k(z).

• G2k(z + 1) = G2k(z).

⇒
∑

m,n
′ 1
(mz+n)2k

{z∈C|Im(z)>1} 上一様絶対収束→ G2k(z).

が言えているので

lim
Im(z)→∞

G2k(z) =
∑
m,n

′ lim
Im(z)→∞

1

(mz + n)2k
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が言える. 実際, 一様絶対収束性より

∀ϵ > 0, ∃N s.t. ∀z ∈ {z ∈ C | Im(z) > 1},
∑

|m|,|n|>N

∣∣∣∣ 1

(mz + n)2k

∣∣∣∣ < ϵ.

さらに

lim
Im(z)→∞

∑
|m|,|n|>N

∣∣∣∣ 1

(mz + n)2k

∣∣∣∣ ≤ ϵ.

これらより Im(z) が十分大なら∣∣∣∣∣G2k(z)−
∑
m,n

′ lim
Im(z)→∞

1

(mz + n)2k

∣∣∣∣∣ =∑
m,n

′
∣∣∣∣ 1

(mz + n)2k
− lim

Im(z)→∞

1

(mz + n)2k

∣∣∣∣
≤

∑
|m|,|n|≤N

∣∣∣∣ 1

(mz + n)2k
− lim

Im(z)→∞

1

(mz + n)2k

∣∣∣∣+ 2ϵ

最後は有限和なので, 極限と和の交換は問題ない. また各項の極限 (limIm(z)→∞) は明らか
に 0. よって

lim
Im(z)→∞

∣∣∣∣∣G2k(z)−
∑
m,n

′ lim
Im(z)→∞

1

(mz + n)2k

∣∣∣∣∣ ≤ 2ϵ (∀ε > 0)

が言える.

注意 42. 上の証明中と同様の議論で

lim
R∋s→1+0

ζ(s) =∞

が証明できる. 実際 1 < s ∈ R とするとき
∞∑
n=1

n−s =
n≤x≤n+1⇒n−s≥x−s

≥
∞∑
n=1

∫ n+1

n

x−sdx =

∫ ∞

1

x−sdx =

[
x1−s

1− s

]∞
1

=
1

s− 1
→∞

である.

定理 43. k ∈ N に対し

ζ(2k) =
22k−1π2k

(2k)!
|B2k| =

22k−1π2k

(2k)!
(−1)k−1B2k

となることが知られている. ここで B2k は以下で定まる ベルヌーイ数 である.

x

ex − 1
=

∞∑
n=0

Bn

n!
xn.

実際に求めると

B0 = 1, B1 = −
1

2
, B2 =

1

6
, B3 = 0, B4 = −

1

30
, B5 = 0, B6 =

1

42
, . . .

となる.
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課題 8. x
ex−1

= x

x+x2

2
+x3

6
+···

= 1

1+x
2
+x2

6
+···

= 1− (x
2
+ x2

6
+ · · · ) + (x

2
+ x2

6
+ · · · )2− · · · を展

開することにより

B0 = 1, B1 = −
1

2
, B2 =

1

6

となることを確かめよ.

補題 44 (Lipschitz の公式). 2 ≤ k ∈ N, z ∈ H に対して

∞∑
n=−∞

(z − n)−k =
(−2πi)k

(k − 1)!

∞∑
n=1

nk−1qn (q = exp(2πiz)).

定理 45. 2 ≤ k ∈ N に対し, 重さ 2k の Eisenstein 級数 G2k ∈ M2k(SL2(Z)) のフーリエ
展開は

G2k(z) = 2ζ(2k) + 2
(2πi)2k

(2k − 1)!

∞∑
n=1

σ2k−1(n)q
n

となる. ここで 約数関数 σ2k−1(n) を

σ2k−1(n) =
∑
d|n

d2k−1

で定める (n の約数 d ∈ N の 2k − 1 乗の総和).

証明.
∑

m,n
′ =
∑

m=0,n̸=0+
∑

m̸=0,n∈Z に分解すると

G2k(z) = 2
∑
n∈N

1

n2k
+ 2

∑
m∈N

∑
n∈Z

1

(mz + n)2k
.

補題 44 (z, k に mz, 2k を代入) を使って

∑
m∈N

∑
n∈Z

1

(mz + n)2k
=

(−2πi)2k

(2k − 1)!

∑
m∈N

∑
n∈N

n2k−1qmn =
(−2πi)2k

(2k − 1)!

∑
l∈N

 ∑
m,n∈N

s.t. mn=l

n2k−1

 ql

が分かる. また ∑
m,n∈N

s.t. mn=l

n2k−1 =
∑

n∈N,n|l

n2k−1 = σ2k−1(l)

なので, 題意が従う.

定義 46. 2 ≤ k ∈ N に対し

E2k(z) :=
G2k(z)

2ζ(2k)
定理 43
= 1− 4k

B2k

∞∑
n=1

σ2k−1(n)q
n ∈M2k(SL2(Z))

とおき (正規化された) 重さ 2k の Eisenstein 級数 と呼ぶ.
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5.3 モジュラー判別式 ∆

命題 47. 複素数 an ∈ C− {−1} に対し以下の同値が成り立つ. ただし対数は主値をとる
こととする.

(1)
∞∏
n=1

(1 + an) が収束 ⇔
∞∑
n=1

log(1 + an) が収束.

(2)
∞∏
n=1

(1 + an) が絶対収束
定義⇔

∞∑
n=1

log(1 + an) が絶対収束⇔
∞∑
n=1

an が絶対収束.

領域 Ω ⊂ C 上の複素関数列 fn(z) : Ω→ C− {−1} に対し以下は同値.

(3)
∞∏
n=1

(1 + fn(z)) が一様絶対収束
定義⇔

∞∑
n=1

log(1 + fn(z)) が一様絶対収束⇔
∞∑
n=1

fn(z)

が一様絶対収束.

補題 48. Dedekind のエータ関数 を

η(z) := q
1
24

∞∏
n=1

(1− qn) := exp

(
2πiz

24

) ∞∏
n=1

(1− exp(2πinz)) (z ∈ H)

で定める.

(1) この無限積は z ∈ H で広義一様絶対収束し, 正則関数となる.

(2) ∀z ∈ H, η(z) ̸= 0

(3) ∀t > 0, η( i
t
) =
√
tη(it).

証明. (1) 命題 47-(3) より,
∑∞

n=1 q
n が広義一様絶対収束することを見ればよい. z が

コンパクト集合 K ⊂ H 上を動くとき, |q| も (0, 1) のコンパクト部分集合上を動くから
0 < ∃ϵ < 1 s.t. |q| < ϵ. よって

∑∞
n=1 |qn| ≤

∑∞
n=1 ϵ

n = 1
1−ϵ

<∞.

(2) 無限積が絶対収束しているので | log |η(z)|| ≤ |2πiz|
24

+
∑∞

n=1 | log |1− qn|| <∞. とくに
log |η(z)| ̸= −∞.

(3) 例えば [II, 定理 9.4 の証明の方法３, p399] 参照. ある関数の留数計算によって示すこ
とができる.

定理 49. モジュラー判別式 (ラマヌジャンの ∆ 関数) を

∆(z) := q
∞∏
n=1

(1− qn)24 = q − 24q2 + 252q3 − 1472q4 + · · · (q = exp(2πiz))

で定める. このとき

∆(z) =
E4(z)

3 − E6(z)
2

1728
∈ S12(SL2(Z)).

とくに
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(⋆) ∆(z) は重さ 12 の尖点形式であり, H 上で零点を持たず,

尖点 z = i∞ でのみ一位の零を持つ.

証明. ∆(z) = η24(z)なので,補題 48-(1)より ∆(z)は H上の正則関数. さらに補題 48-(3)

と一致の定理より

∆

(
−1

z

)
= z12∆(z)

が分かる. exp(2πi(z + 1)) = exp(2πiz) なので

∆(z + 1) = ∆(z)

は自明. また

lim
Im(z)→∞

∆(z) = lim
q→0

q

∞∏
n=1

(1− qn)24 = 0

なので ∆(z) ∈ S12(SL2(Z))を得る. ∆(z) = η(z)24 が H上で零をもたないのは補題 48-(2)

より従う. 最後に等式

∆(z) =
E4(z)

3 − E6(z)
2

1728

を示す. まず以下を言えばよいことを説明する.

(a) f(z) := E4(z)3−E6(z)2

∆(z)
は D 上正則.

(b) limIm(z)→∞ f(z) = 1728.

E4 ∈ M4(SL2(Z)), E6 ∈ M6(SL2(Z)) より E4(z)
3 − E6(z)

2 ∈ M12(SL2(Z)). よって
f(z) ∈ A0(SL2(Z)). さらに (a), (b) より H と i∞ で正則であるから, 系 32 より f(z) は
定数. 再び (b) より, この定数は 1728 なので, 題意を得る.

(a) 補題 48-(2) より ∆(z) = η(z)24 は H 上で零をもたない. よって ∆−1(z) は H 上で極
をもたない. E4(z)

3 − E6(z)
2 ∈M12(SL2(Z)) で, とくに H 上正則なので, f(z) も H 上正

則になる.

(b) E4(z)
3 − E6(z)

2 ∈M12(SL2(Z)) のフーリエ展開を計算すると

E4(z)
3 − E6(z)

2 =

(
1− 8

B4

∞∑
n=1

σ3(n)q
n

)3

−

(
1− 12

B6

∞∑
n=1

σ5(n)q
n

)2

=

(
1− 24

B4

σ3(1)q + · · ·
)
−
(
1− 24

B6

σ5(1)q + · · ·
)

=

(
24

B6

σ5(1)−
24

B4

σ3(1)

)
q + 2 次以上の項.

34



さらに B4 = − 1
30
, B6 =

1
42
, σ∗(1) = 1 を代入して

= 1728q + 2 次以上の項

となる. よって

f(z) =
1728q + 2 次以上の項
q + 2 次以上の項

=
1728 + 1 次以上の項
1 + 1 次以上の項

→ 1728 (q → 0)

より題意を得る.

課題 9. ∆(z) =
∑∞

n=1 τ(n)q
n のフーリエ係数 τ(n) は Ramanujan の τ 関数 と呼ばれ,

いくつかの興味深い性質を持つ. ∆(z) = q
∏∞

n=1(1− qn)24 を展開することにより, 実際に
フーリエ係数 τ(n) をいくつか求めてみよ.

5.4 j-関数

定義 50. j-関数 (j-不変量) を

j(z) :=
E4(z)

3

∆(z)
∈ A0(SL2(Z))

で定める.

定理 51. j(z) : SL2(Z)\H∗ → P1(C) はリーマン面としての同型を与える. とくに

A0(SL2(Z)) = C(j(z)).

証明の概略. j(z) が同型写像であることが示せれば

C(z) 系 17
= C(P1(C))

j∗ : f 7→f◦j∼= P1(SL2(Z)\H∗) = A0(SL2(Z))
z 7→ j∗(z) = z ◦ j(z) = j(z)

より後半が従う. j(z) が同型写像を示すために, コンパクトリーマン面の一般論を用いる:

コンパクトリーマン面 X,Y の間の有理写像 f : X → Y で, 像が一点でないものを考え
る. 一般に以下が言える.

• 点 a ∈ X に対し, 局所座標 U ⊂ X, V ⊂ Y で a ∈ U , f(a) ∈ V となるものをとり
U, V ↪→ C とみなすことにより, テーラー展開

f(z) = f(a) +
∞∑
n=1

cn(z − a)n

を得る. このとき

va(f) := min(n ∈ N | cn ̸= 0)

は, 局所座標の取り方によらない定数となる.
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• 点 b ∈ Y に対し

deg f :=
∑

a∈X,f(a)=b

va(f)

は b によらない定数となる.

• deg f = 1⇔ f は同型写像.

今, f として j(z) : SL2(Z)\H∗ → P1(C) をとり, b = [1, 0] をとれば

{a ∈ SL2(Z)\H∗ | j(a) = [1, 0]} = {[z] ∈ SL2(Z)\H∗ | j(z) =∞} = {[i∞]}

であり

deg j(z) = v[i∞]j(z)

となる. j(z) の尖点 [i∞] でのテーラー展開は, i∞ でのフーリエ展開

j(z) =
E4(z)

3

∆(z)
=

(1 + “1 次以上の項”)3

q + “2 次以上の項”

と, 局所座標

b = [1, 0] ∈ U2
ϕ2 : [x,y]→y/x→ C

の合成

ϕ2 ◦ j =
1

j(z)
=

q + “2 次以上の項”

(1 + “1 次以上の項”)3
= q + “2 次以上の項”

で与えられる. よって

deg j(z) = v[i∞]j(z) = 1

であり, 題意が従う.
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6 M∗(SL2(Z)) の環構造
定義 52. C ベクトル空間 Mk(SL2(Z)) の和空間は直和になる. これを

M∗(SL2(Z)) :=
⊕
k∈Z

Mk(SL2(Z))

で表す. M∗(SL2(Z)) は自然な演算により 次数付き環 となる. (レベル 1 の) 保型形式環
などと呼ぶ.

課題 10. ベクトル空間の和空間が直和になることの定義, または定義と同値な条件を調
べよ.

直和になることの証明.
∑n

i=1 fki(z) = 0 (fki(z) ∈ Mki(SL2(Z)), k1, . . . , kn は相異なる)

⇒ fk1(z) = · · · = fkn(z) = 0 を言えばよい. [ a b
c d ] ∈ SL2(Z) を固定して λi := (cz+ d)ki と

おく. [ a b
c d ] を繰り返し作用させて

n∑
i=1

fki(z) = 0,
n∑

i=1

λifki(z) = 0,
n∑

i=1

λ2i fki(z) = 0, . . . ,
n∑

i=1

λn−1
i fki(z) = 0

を得る. すなわち 
1 1 · · · 1

λ1 λ2 · · · λn
...

...
. . .

...

λn−1
1 λn−1

2 · · · λn−1
n



fk1(x)

fk2(z)
...

fn(z)

 = 0

となる. ここで各 z ∈ H に対しうまく [ a b
c d ] を選べば λi = (cz + d)ki は相異なる (cz + d

が一のべき根にならなければ十分). よってヴァンデルモンドの行列式より左辺の行列は
正則行列となり fk1(z) = · · · = fkn(z) = 0 を得る.

定理 53.

M∗(SL2(Z)) =
∞⊕
k=0

M2k(SL2(Z)) = C[E4, E6].

以下, この定理の証明を行う.

命題 54. (1) E6(i) = 0, E4(i) ̸= 0.

(2) E4(
−1+

√
−3

2
) = 0, E6(

−1+
√
−3

2
) ̸= 0.

証明. [ 0 −1
1 0 ] ∈ SL2(Z) の作用を考えると

E6

(
−1

z

)
= z6E6(z).
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z = i を代入して

E6(i) = −E6(i), すなわち E6(i) = 0.

次に [ −1 −1
1 0 ] ∈ SL2(Z) の作用を考えると

E4

(
−z − 1

z

)
= z4E4(z).

z = −1+
√
−3

2
を代入して

E4(
−1+

√
−3

2
) = −1+

√
−3

2
E4(

−1+
√
−3

2
), すなわち E4(

−1+
√
−3

2
) = 0.

E4(i), E6(
−1+

√
−3

2
) ̸= 0 は, これらと ∆(z) = E4(z)3−E6(z)2

1728
̸= 0 より従う.

注意 55. E4(i), E6(
−1+

√
−3

2
) 等はどのような値をとるか紹介しておく. E4(i) = 12∆(i)

1
3

であり

∆(i) =

(
ϖ√
2π

)12

であることが知られている [II, 定理 9.16, p441]. ここで レムニスケート周率 ϖ は

ϖ = 2

∫ 1

0

dx√
1− x4

= 2.62205 . . .

で定義され, 円周率

π = 2

∫ 1

0

dx√
1− x2

= 3.14159 . . .

の類似である. 一般に

z ∈ H が CM 点 定義⇔ z は判別式が負の二次式 ax2 + bx+ c = 0 (a, b, c ∈ Q) の根

と呼ぶ. i, −1+
√
−3

2
はぞれぞれ x2 + 1 = 0, x2 + x+ 1 = 0 の根なので CM 点である. 一般

の CM 点 z ∈ H での ∆(z) の値は Chowla-Selberg の公式 と 虚数乗法論 によって記
述できる

補題 56. k ∈ Z に対して

Mk(SL2(Z))→ Sk+12(SL2(Z)), f(z) 7→ ∆(z)f(z)

は C ベクトル空間としての同型写像.

証明. 命題 35-(2) より, この写像は well-defined. 全単射を言うには, 逆写像の存在, すな
わち

Sk+12(SL2(Z))→Mk(SL2(Z)), f(z) 7→ f(z)

∆(z)

が well-defined であることを言えばよい. H 上, および尖点 z = i∞ (q = 0) での正則性の
み非自明であるが, 定理 49 の (⋆) より
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• ∀z ∈ H で ∆(z) ̸= 0. f(z) ∈ Sk+12(SL2(Z)) なので特に正則. よって f(z)
∆(z)

も H 上
正則.

• f(z) のフーリエ展開は, f(z) ∈ Sk+12(SL2(Z)) より f(z) = a1q + a2q
2 + · · · の形.

よって

f(z)

∆(z)
=
a1q + a2q

2 + · · ·
q − 24q2 + · · ·

=
a1 + a2q + · · ·
1− 24q + · · ·

→ a1 (q → 0)

は q = 0 で正則.

よって正則性も成立.

命題 57. (1) M0(SL2(Z)) = C.

(2) Mk(SL2(Z)) = {0} (k < 0).

(3) M2k+1(SL2(Z)) = {0} (k ∈ Z).

(4) M4(SL2(Z)) = CE4.

(5) M6(SL2(Z)) = CE6.

(6) M2(SL2(Z)) = {0}.

証明. (1) 系 32 より.

(2) k < 0, f(z) ∈ Mk(SL2(Z)) ⇒ f 6(z)E
|k|
6 (z) ∈ M0(SL2(Z))

(1)
= C, i.e., f 6(z)E

|k|
6 (z) = c

(定数). 一方で E6(i) = 0 だったので c = 0. よって f(z) = 0.

(3)
[ −1 0

0 −1

]
∈ SL2(Z) の作用を考えると f(z) ∈ M2k+1(SL2(Z))⇒ f(z) = f(

[ −1 0
0 −1

]
z) =

(−1)2k+1f(z) = −f(z)⇒ f(z) = 0.

(4) f(z) ∈ M4(SL2(Z)) のフーリエ展開を f(z) =
∑∞

n=0 anq
n とおく. このとき f(z) −

a0E4(z) ∈ S4(SL2(Z)). よって補題 56 より

f(z)− a0E4(z)

∆(z)
∈M−8(SL2(Z))

(2)
= {0},

すなわち f(z)− a0E4(z) = 0.

(5) (4) と同様.

(6) f(z) ∈ M2(SL2(Z))⇒ f(z)2 ∈ M4(SL2(Z)), f(z)3 ∈ M6(SL2(Z))
(4), (5)⇒ ∃c1, c2 ∈ C s.t.

f(z)2 = c1E4(z), f(z)
3 = c2E6(z). E6(i) = 0 より f(i) = 0. E4(i) ̸= 0 を合わせて c1 = 0.

よって f(z) = 0.
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定理 53 の証明. 上の命題より

f(z) ∈M2k(SL2(Z)) (k ≥ 4)⇒f(z) ∈ C[E4(z), E6(z)],

i.e., ∃P (X,Y ) ∈ C[X,Y ] s.t f(z) = P (E4(z), E6(z))

を言えばよい. k に関する帰納法で示す. f(z) ∈ M2k(SL2(Z)) のフーリエ展開を f(z) =

a0 + a1q + · · · とおく. このとき

f(z)− a0Ea
4 (z)E

b
6(z) ∈ S2k(SL2(Z)).

ここで a, b は 2a + 3b = k の非負整数解. (k が偶数なら a = k/2, b = 0. k が奇数なら
a = (k − 3)/2, b = 1.) よって補題 56 より

f(z)− a0Ea
4 (z)E

b
6(z)

∆(z)
=
f(z)− a0Ea

4 (z)E
b
6(z)

E4(z)3−E6(z)2

1728

∈M2k−12(SL2(Z))

が言えて 2k− 12 の場合に帰着できた. k < 0 なら M2k(SL2(Z)) = {0} で主張は正しいの
で, 帰納法が完成する.

系 58. (1) M2k(SL2(Z)) =
⊕
a,b≥0

2a+3b=k

CEa
4 (z)E

b
6(z).

(2) M2k(SL2(Z)) =


C (k = 0)

{0} (k = 1)

CE2k(z)
⊕

S2k(SL2(Z)) (k ≥ 2).

.

(3) S2k(SL2(Z)) =

{
{0} (k < 6)

∆(z)M2k−12(SL2(Z)) (k ≥ 6)
.

(4) dimCM2k(SL2(Z)) =

{[
k
6

]
+ 1 (k ̸≡ 1 mod 6)[

k
6

]
(k ≡ 1 mod 6)

.

(5) E4(z), E6(z) は C 上 代数的独立. とくに

C[X,Y ] ∼= M∗(SL2(Z)), X 7→ E4(z), Y 7→ E6(z).

は同型を与える. (C[X,Y ] は多項式環.)

証明. (1) 定理 53 の証明の帰納法を詳しく見れば M2k(SL2(Z)) ⊂
∑

a,b≥0
2a+3b=k

CEa
4 (z)E

b
6(z)

が分かる. (⊃) は自明なので, 右辺が直和であることを示せばよい. k に関する帰納法を
用いる. ∑

a,b≥0
2a+3b=k

ca,bE
a
4 (z)E

b
6(z) = 0 (ca,b ∈ C)
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とする. k が偶数なら z = i を代入して命題 54 より

0 =
∑
a,b≥0

2a+3b=k

ca,bE
a
4 (i)0

b = ck/2,0E
k/2
4 (i), すなわち ck/2,0 = 0

が分かる. k が奇数なら 2a+ 0 = k を満たす a は存在しないので, どちらにしても

b = 0⇒ ca,b = 0.

よって
∑

a,b≥0
2a+3b=k

ca,bE
a
4 (z)E

b
6(z) は E6(z) で割り切ることができ, k− 3 の場合に帰着でき

る.

(2) k = 0, 1 の場合は定理 53 で示した. k ≥ 2 に対して f(z) ∈ M2k(SL2(Z)) のフーリエ
展開の定数項を a0 とおくと

f(z)− a0E2k(z) ∈ S2k(SL2(Z)), i.e., M2k(SL2(Z)) ⊂ CE2k(z)
⊕

S2k(SL2(Z))

が分かる. (⊃) は自明. 直和であることは

c ∈ C, f(z) ∈ S2k(SL2(Z)), cE2k(z) + f(z) = 0
q=0 を代入⇒ c = 0⇒ f(z) = −cE2k(z) = 0

より従う.

(3) 補題 56 と命題 57-(2) より.

(4) (2), (3) を使った帰納法より k = 0, 1, 2, 3, 4, 5 の場合に帰着できる. 命題 57-(1), (6),

(4), (5) より

M0(SL2(Z)) = C, M2(SL2(Z)) = {0}, M4(SL2(Z)) = CE4(z), M6(SL2(Z)) = CE6(z)

であり, (2), (3) より

M8(SL2(Z)) = CE8(z),M10(SL2(Z)) = CE10(z)

なので題意が従う.

(5) 定義 52 と (1) の直和性より
∑

a,b ca,bE
a
4 (z)E

b
6(z) = 0⇒ ca,b = 0 が言える.

課題 11. 上の定理を使って E2
4(z) = E8(z), E4(z)E6(z) = E10(z) を示せ. また, このこと

から約数関数の間には以下の関係があることを説明せよ.

σ7(n) = σ3(n) + 120
n−1∑
m=1

σ3(m)σ3(n−m),

11σ9(n) = 21σ5(n)− 10σ3(n) + 5040
n−1∑
m=1

σ3(m)σ5(n−m).

ヒント. dimCM8(SL2(Z)) = dimCM10(SL2(Z)) = 1なので,各空間に含まれる関数はお互
いに定数倍となる. この定数を見るには, それぞれのフーリエ展開を比較すればよい.
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7 参考: 合同部分群の保型形式
この講義では SL2(Z) の H への作用

SL2(Z)× H→ H, ([ a b
c d ] , z) 7→

az + b

cz + d

に関する保型形式を扱っている. 実際は, 様々な作用 G × S 7→ S の場合に拡張されてい
る. この節では, 同じ H で, SL2(Z) を取り換えて考える場合の概説をみる.

定義 59. N ∈ N とする.

(1) レベル N の (ヘッケの) 合同部分群 を

Γ0(N) := {[ a b
c d ] ∈ SL2(Z) | c ≡ 0 mod N}

で定める. Γ0(N) は SL2(Z) の指数有限部分群であり, その指数は

[SL2(Z) : Γ0(N)] = N
∏
p|N

(
1 +

1

p

)

となる. ここで p は n を割り切る素数全体を動く.

(2) レベル Γ0(N) のモジュラー曲線 を

Y0(N) := Γ0(N)\H := H/∼, z ∼ z′
定義⇔ ∃g ∈ Γ0(N)

で定義する. さらに

P1(Q) = Q
⨿
{i∞}

とおき, SL2(Z) の作用を

SL2(Z)× P1(Q)→ P1(Q), ([ a b
c d ] , r) 7→


ar+b
cr+d

(r ∈ Q, cr + d ̸= 0)

i∞ (r ∈ Q, cr + d = 0)

a
c

(r = i∞)

で定義する. レベル Γ0(N) のコンパクト化されたモジュラー曲線 を

X0(N) := Γ0(N)\H∗ := H∗/∼, H∗ := H
⨿

P1(Q), z ∼ z′
定義⇔ ∃g ∈ Γ0(N)

で定義する. 補集合

X0(N)− Y0(N) = Γ0(N)\P1(Q)

の各点を Γ0(N) の尖点 とよぶ.
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(3) 関数 f(z) : H→ C と g = [ a b
c d ] ∈ SL2(R) に対し slash operator を

f |g,k(z) := (cz + d)−kf(gz)

と定義する. これは 右作用 になる. 正則関数 f(z) : H→ C が

∀g ∈ Γ0(N), f |g,k(z) = f(z),

“f(z) は Γ0(N) の全ての尖点で正則” ((4)-(a) で定義)

を満たすとき レベル Γ0(N), 重さ k の保型形式 と呼ぶ. また

“Γ0(N) の全ての尖点でのフーリエ展開の定数項” ((4)-(b) で定義) が 0 となる

保型形式を 尖点形式 と呼ぶ. レベル Γ0(N), 重さ k の保型形式全体, および尖点形
式全体を

Mk(Γ0(N)), Sk(Γ0(N))

で表す.

(4) 尖点 [r] ∈ Γ0(N)\P1(Q) をとる. このとき

∃gr ∈ SL2(Z) s.t. gr(i∞) = r.

このような gr を一つ固定し

h := min(n ∈ N | [ 1 n
0 1 ] ∈ g−1

r Γ0(N)gr), t := [ 1 h
0 1 ]

とおく. f |g,k(z) = f(z) (g ∈ Γ0(N)) を満たす正則関数 f(z) : H→ C に対して

f |gr,k|t,k(z) = f |grtg−1
r ,k|gr,k(z)

t∈g−1
r Γ0(N)gr
= f |gr,k(z)

である. すなわち f |gr,k(z) は t : z 7→ z + h に関して不変であり, q
1
h := exp(2πiz

h
) の

関数としてかけ, 0 < |q 1
h | < 1 で正則になる. とくにローラン展開

f |gr,k(z) =
∞∑

n=−∞

an(f |gr,k)q
n
h

を考えることができる. このとき

(a) f(z) が尖点 [r] で正則 定義⇔ ∀n < 0, an(f |gr,k) = 0.

(b) f(z) の尖点 [r] でのフーリエ展開の定数項 := a0(f |gr,k).

注意 60. フェルマーの最終定理に結びついた志村谷山予想には, 一般のレベルの保型形式
が必要であった.

注意 61. ヘッケの合同部分群 Γ0(N) 以外の, いくつかの部分群 ⊂ SL2(Z) に対して, 同様
に保型形式が定義される.
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8 Hecke 環

8.1 Hecke 作用素

定義 62. 有理型関数 f(z) : H → C, 行列 g = [ a b
c d ] ∈ GL2(R), 整数 k ∈ Z に対して

slash operator を

f |g,k(z) := (det g)
k
2 (cz + d)−kf

(
az + b

cz + d

)
で定める.

命題 63. slash operator は右作用である. すなわち以下が成り立つ.

f |[ 1 0
0 1

]
,k(z) = f(z), f |gg′,k(z) = (f |g,k) |g′,k(z).

証明. 実際に計算してみる.

f |[ 1 0
0 1

]
,k(z) = 1

k
2 1−kf(z) = f(z)

より前半が従う. g = [ a b
c d ], g

′ =
[
a′ b′

c′ d′

]
とおくと gg′ =

[
aa′+bc′ ab′+bd′

ca′+dc′ cb′+dd′

]
だから

f |gg′,k(z) = (det gg′)
k
2 ((ca′ + dc′)z + (cb′ + dd′))−kf

(
(aa′ + bc′)z + (ab′ + bd′)

(ca′ + dc′)z + (cb′ + dd′)

)
,

(f |g,k) |g′,k(z) = (det g)
k
2 (cz + d)−kf

(
az + b

cz + d

)
|g′,k

= (det g′)
k
2 (c′z + d′)−k(det g)

k
2

(
c

(
a′z + b′

c′z + d′

)
+ d

)−k

f

(
a
(
a′z+b′

c′z+d′

)
+ b

c
(
a′z+b′

c′z+d′

)
+ d

)
である. これに

(det g′)
k
2 (det g)

k
2 = (det gg′)

k
2 ,

(c′z + d′)

(
c

(
a′z + b′

c′z + d′

)
+ d

)
= (c(a′z + b′) + (c′z + d′)d) = ((ca′ + dc′)z + (cb′ + dd′)),

a
(
a′z+b′

c′z+d′

)
+ b

c
(
a′z+b′

c′z+d′

)
+ d

=
a(a′z + b′) + b(c′z + d′)

c(a′z + b′) + d(c′z + d′)
=

(aa′ + bc′)z + (ab′ + bd′)

(ca′ + dc′)z + (cb′ + dd′)

を代入して後半が従う.

定義 64. (1) n ∈ N に対し, Hecke 作用素 Tn : Mk(SL2(Z))→Mk(SL2(Z)) を

Tn(f)(z) := n
k
2
−1
∑
a,d∈N
ad=n

d−1∑
b=0

f |[ a b
0 d

]
,k(z)

= nk−1
∑
a,d∈N
ad=n

d−1∑
b=0

d−kf

(
az + b

d

)
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で定める. (well-defined であること, すなわち Tn(f)(z) ∈ Mk(SL2(Z)) を補題 65,

66 で示す.)

(2) Mk(SL2(Z)) の Hecke 環 を

Tk := C[Tn | n ∈ N] ⊂ EndC(Mk(SL2(Z)))

で定める. ここで

• EndC(Mk(SL2(Z))) は, C ベクトル空間 Mk(SL2(Z)) の線形変換全体のなす環.

演算は

(ϕ+ ψ)(f) := ϕ(f) + ψ(f), (ϕψ)(f) := (ϕ ◦ ψ)(f) = ϕ(ψ(f))

で定義される.

• スカラー倍を考えることにより C ⊂ EndC(Mk(SL2(Z))).

• 定義より Tn ∈ EndC(Mk(SL2(Z))) が分かる.

• Tk は C に全ての Tn を添加して得られる EndC(Mk(SL2(Z))) の部分環である.

補題 65. (1) SL2(Z) の M2(n) := {g ∈M2(Z) | det g = n} への通常の左作用に関し, 商
集合

SL2(Z)\M2(n) :=M2(n)/∼, γ ∼ γ′
定義⇔ ∃g ∈ SL2(Z) s.t. gγ = γ′

を考える. このとき

S := {[ a b
0 d ] | a, d ∈ N, ad = n, 0 ≤ b ≤ d− 1}

は SL2(Z)\M2(n) の完全代表系となっている.

(2) H 上の関数 f(z) が “保型性”

∀g ∈ SL2(Z), f |g,k(z) = f(z)

を満たすとき, Tn(f)(z) も同じ性質を満たす.

証明. (1) 最初にベズーの補題 (ユークリッドの互除法) より

(k, l) := {kx+ ly | x, y ∈ Z} = (gcd(k, l)) := {gcd(k, l)z | z ∈ Z} (k, l ∈ Z)

が成り立つことに注意. 以下, いくつかのステップに分けて証明する.

任意の g ∈M2(n) はある上三角行列と同値. 任意の [ a b
c d ] ∈ M2(n) をとり, e := gcd(a, c)

をとる. このときベズーの補題より

∃α, β ∈ Z s.t. αa+ βc = e.

さらに以下が分かる:
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• gcd(α, β) = 1.

∵ もし δ := gcd(α, β) > 1 であれば

(a, b) ∋ α
δ
a+

β

δ
c =

e

δ
/∈ (e) = (gcd(a, c))

となってベズーの補題に矛盾.

gcd(α, β) = 1 に再びベズーの補題を使って

∃δ, γ ∈ Z s.t. δα− γβ = 1, i.e.,
[
α β
γ δ

]
∈ SL2(Z)

を得る. よって

[ a b
c d ] ∼

[
α β
γ δ

]
[ a b
c d ] = [ e ∗

γa+δc ∗ ]
ベズーの補題よりγa+δc∈(e)

= [ e ∗
ef ∗ ] (∃f ∈ Z).

さらに
[

1 0
−f 1

]
∈ SL2(Z) だから

[ e ∗
ef ∗ ] ∼

[
1 0
−f 1

]
[ e ∗
ef ∗ ] = [ e ∗

0 ∗ ] .

上三角行列 ∈M2(n) は S に含まれるいずれかの行列と同値. [ a b
0 d ] ∈ M2(n) とする. と

くに ad = n. a, d < 0 であれば
[ −1 0

0 −1

]
∈ SL2(Z) をかけて a, d > 0 と仮定してよい. b

を d で割った商と余りを q, r とおけば
[
1 −q
0 1

]
∈ SL2(Z) であり

[ a b
0 d ] ∼

[
1 −q
0 1

]
[ a b
0 d ] = [ a r

0 d ] ∈ S.

相異なる行列 ∈ S は同値でない. [ a b
0 d ] ,

[
a′ b′

0 d′

]
∈ S, [ a b

0 d ] ∼
[
a′ b′

0 d′

]
と仮定する. このとき

∃g ∈ SL2(Z) s.t.
[
a′ b′

0 d′

]
= g [ a b

0 d ]. よって

g =
[
a′ b′

0 d′

]
[ a b
0 d ]

−1
=
[
a′ b′

0 d′

] [ 1
a

− b
ad

0 1
d

]
=

[
a′
a

b′a−a′b
ad

0 d′
d

]
∈ SL2(Z)

⇒ a′

a
,
b′a− a′b
ad

,
d′

d
∈ Z

a′
a

d′
d
=n

n
=1

⇒ a = a′, d = d′,
b′ − b
d
∈ Z 0≤b,b′≤d−1⇒ b = b′.

(2) (1) より

Tn(f)(z) = n
k
2
−1
∑
g∈S

f |g,k(z) = n
k
2
−1

∑
[g]∈SL2(Z)\M2(n)

f |g,k(z)

と書ける. ここで f |γ,k(z) = f(z) (γ ∈ SL2(Z)) より

[g] = [g′], i.e., ∃γ ∈ SL2(Z) s.t. g′ = γg ⇒ f |g′,k(z) = f |γg,k(z) = f |γ,k|g,k(z) = f |g,k(z)

なので, f |g,k(z) は代表元 g ∈ [g] の取り方によらない. よって γ ∈ SL2(Z) に対して

Tn(f)|γ,k(z) = n
k
2
−1

∑
[g]∈SL2(Z)\M2(n)

f |g,k|γ,k(z) = n
k
2
−1

∑
[g]∈SL2(Z)\M2(n)

f |gγ,k(z)

= n
k
2
−1

∑
[g]∈SL2(Z)\M2(n)γ

f |g,k(z)
M2(n)γ=M2(n)

= n
k
2
−1

∑
[g]∈SL2(Z)\M2(n)

f |g,k(z)

= Tn(f)(z)

となる.
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補題 66. f(z) ∈Mk(SL2(Z)) のフーリエ展開を

f(z) =
∞∑
n=0

an(f)q
n

とおく.

(1) Tm(f)(z) = σk−1(m)a0(f) +
∞∑
n=1

 ∑
d|gcd(m,n)

dk−1amn
d2
(f)

 qn.

ここで d は m,n の公約数 ≥ 1 を動く.

(2) Tm ∈ EndC(Mk(SL2(Z))) は well-defined.

(3) Tm の制限 Tm|Sk(SL2(Z)) ∈ EndC(Sk(SL2(Z))).

(4) a1(Tm(f)) = am(f).

証明. (1) 最初に

d−1∑
b=0

exp
(
2πibn

d

)
= dδn,0 =

{
0 (n ̸≡ 0 mod d)

d (n ≡ 0 mod d)

に注意. 実際 n ≡ 0 mod d なら ∀b, exp
(
2πibn

d

)
= 1 より自明で, n ̸≡ 0 mod d なら

exp
(
2πin
d

)
̸= 1 と

exp
(
2πin
d

) d−1∑
b=0

exp
(
2πibn

d

)
=

d∑
b=1

exp
(
2πibn

d

) exp( 2πidn
d )=1=exp( 2πi0n

d )
=

d−1∑
b=0

exp
(
2πibn

d

)
より従う. q

an
d := exp

(
2πianz

d

)
とおくと

f

(
az + b

d

)
= a0(f) +

∞∑
n=1

an(f)q
an
d exp

(
2πibn

d

)
であるから

Tm(f)(z) = mk−1
∑
a,d∈N
ad=m

d−1∑
b=0

d−k

{
a0(f) +

∞∑
n=1

an(f)q
an
d exp

(
2πibn

d

)}

と書ける. 定数項は

mk−1
∑
a,d∈N
ad=m

d−1∑
b=0

d−ka0(f) = mk−1
∑
a,d∈N
ad=m

d1−ka0(f) =
∑
a,d∈N
ad=m

ak−1a0(f) = σk−1(m)a0(f)
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であり, 与式と一致する. 残りの項は

mk−1
∑
a,d∈N
ad=m

δn,0d
1−k

∞∑
n=1

an(f)q
an
d =

∑
a,d∈N
ad=m

∑
n∈N

n≡0 mod d

ak−1an(f)q
an
d

となる. qN の係数をまとめると∑
a,d,n∈N
ad=m
d|n

a(n/d)=N

ak−1an(f)
n=dn′
=

∑
a,d,n′∈N
ad=m
an′=N

ak−1adn′(f) =
∑

a|gcd(m,N)

ak−1am
a

N
a
(f)

であり, やはり与式と一致する.

(2) (1) と補題 65-(2) より.

(3) (1) より a0(Tm(f)) = σk−1(m)a0(f) なので従う

(4) (1) より a1(Tm(f)) =
∑

d|gcd(m,1) am
d2
(f)

d|gcd(m,1)=1⇒d=1
= am(f).

注意 67. フェルマーの最終定理の証明には多くの理論が使われている. 最後のパーツと
なったのが, この Hecke 環 (の “親玉” のようなもの) に関する論文 (R. Taylor, A. Wiles,

Ring-theoretic properties of certain Hecke algebras, Ann. Math., 141 (3), pp.553-572,

(1995)) であった.

8.2 Hecke 作用素の関係式

補題 68. (1) m,n ∈ N, gcd(m,n) = 1 のとき TmTn = Tmn.

(2) 素数 p と n ∈ N に対して TpnTp = Tpn+1 + pk−1Tpn−1 .

(3) 任意の m,n ∈ N に対し

TmTn =
∑

d|gcd(m,n)

dk−1Tmn
d2

がなりたつ.

(4) Hecke 環 Tk は C 上 Tp (p は全ての素数を動く) で生成される可換環である.

証明. (1) 補題 65-(2) の証明中の議論より, SL2(Z)\M2(n) の完全代表系 Sn に対し

Tn(f)(z) = n
k
2
−1
∑
g∈Sn

f |g,k(z)

と書ける. よって Sm·Sn := {AB | A ∈ Sm, B ∈ Sn}が SL2(Z)\M2(mn)の完全代表系とな
っていることを言えばよい. 補題 65-(1)より Sl = {[ a b

0 d ] : 1 ≤ d | l, 0 ≤ b ≤ d− 1, ad = l}
(l = m,n,mn) とおく. このとき

Sm · Sn =
{[

a1a2 a1b2+b1d2
0 d1d2

]
: 1≤d1|m, 0≤b1≤d1−1, a1d1=m

1≤d2|n, 0≤b2≤d2−1, a2d2=n

}
.

今 m,n は互いに素なので
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{mn の約数全体 } = {m の約数全体 } · {n の約数全体 }

となる. よって

Sm · Sn =
{[

a1a2 a1b2+b1d2
0 d1d2

]
: 1≤d1d2|mn, a1a2d1d2=mn

0≤b1≤d1−1, 0≤b2≤d2−1

}
と書ける. さらに (m,n) が互いに素

a1d1=m,a2d2=n⇒ (a1, d2), (a2, d1) はそれぞれ互いに素,

となるので

Z/d1Z× Z/d2Z→ Z/d1d2Z, (x, y) 7→ a1y + a2x

は全単射を与える. とくに

Bd1,d2 := {a1b2 + b1d2 : 0 ≤ b1 ≤ d1 − 1, 0 ≤ b2 ≤ d2 − 1} は Z/d1d2Z の完全代表系

を与えおり

∀b ∈ Bd1,d2 , ∃!b′ s.t. 0 ≤ b ≤ d1d1 − 1, b = qd1d2 + b′

である. よって

Sm · Sn =
{[

a1a2 b
0 d1d2

]
: 1≤d1d2|mn, a1a2d1d2=mn

b∈Bd1,d2

}
∋
[
a1a2 b
0 d1d2

]
∼
[
1 −q
0 1

] [
a1a2 b
0 d1d2

]
=
[
a1a2 b′

0 d1d2

]
∈ Smn

と対応させることで Sm · Sn が SL2(Z)\M2(mn) の完全代表系であることが分かる.

(2) (1) と同様の考え方をする.

Spn =
{[

pn−l b

0 pl

]
: 0 ≤ l ≤ n, 0 ≤ b < pl

}
, Sp =

{[
p 0
0 1

]}⨿{[
1 b
0 p

]
: 0 ≤ b < p

}
の積は{[

pn+1−l b

0 pl

]
: 0 ≤ l ≤ n, 0 ≤ b < pl

}
∪{[

pn−l cpn−l+bp

0 pl+1

]
: 0 ≤ l ≤ n, 0 ≤ b < pl, 0 ≤ c < p

}
である. 後者を l = n, 0 ≤ l ≤ n− 1 で分割して{[

pn−l cpn−l+bp

0 pl+1

]
: 0 ≤ l ≤ n, 0 ≤ b < pl, 0 ≤ c < p

}
=
{[

1 c+bp
0 pn+1

]
: 0 ≤ b < pn, 0 ≤ c < p

}
∪{[

pn−l cpn−l+bp

0 pl+1

]
: 0 ≤ l ≤ n− 1, 0 ≤ b < pl, 0 ≤ c < p

}
と分解して {c+ bp : 0 ≤ b < pn, 0 ≤ c < p} = {b : 0 ≤ b < pn+1} を使ってまとめ直すと

Spn · Sp = Spn+1

∪{[
pn−l cpn−l+bp

0 pl+1

]
: 0 ≤ l ≤ n− 1, 0 ≤ b < pl, 0 ≤ c < p

}
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となっていることが分かる. “余り” の部分は{[
p 0
0 p

] [
pn−1−l cpn−1−l+b

0 pl

]
: 0 ≤ l ≤ n− 1, 0 ≤ b < pl, 0 ≤ c < p

}
と書ける. ここで, 各 x := cpn−1−l + b に対し

Z/plZ→ Z/plZ, b 7→ x+ b

は全単射を与えるので

qb := “x+ b を pl で割った商”, rx := “x+ b を pl で割った余り”

とおけば

x+ b = qbp
l + rx, 0 ≤ b < pl ⇔ 0 ≤ rb < pl

となる. よって (0 ≤ c < p を一つ固定して x := cpn−1−l + b とおくと){[
pn−1−l x+b

0 pl

]
: 0 ≤ l ≤ n− 1, 0 ≤ b < pl

}
∋
[
pn−1−l x+b

0 pl

]
∼
[
1 −qb
0 1

] [
pn−1−l x+b

0 pl

]
=
[
pn−1−l rb

0 pl

]
∈
{[

pn−1−l b

0 pl

]
: 0 ≤ l ≤ n− 1, 0 ≤ b < pl

}
= Spn−1

は, 全単射を与える. これらは 0 ≤ c < p の分, p 個重複しているから, 結局

Spn · Sp = Spn+1

∪[
p 0
0 p

]
· Spn−1 (と同値な行列達)× “p 個分”

という形である. f |[ p 0
0 p

]
,k(z) = pkf(z) などを代入して題意を得る.

(3) m,n の素因数分解を

m =
∏
p

pep , n =
∏
p

pfp

と表記する (p は全ての素数を動き, 高々有限個の p を除いて ep = fp = 0). このとき

mn =
∏
p

pep+fp , gcd(m,n) =
∏
p

pmin(ep,fp),

d | gcd(m,n)↔ d =
∏
p

pgp (∀p, 0 ≤ gp ≤ min(ep, fp))

となるから, 示すべきは

T∏
p pepT∏

p pfp =
∑

0≤gp≤min(ep,fp)

(∏
p

p(k−1)gp

)
T∏

p pep+fp−2gp
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である. (1) を使えば

左辺 =
∏
p

TpepTpfp ,

右辺 =
∑

0≤gp≤min(ep,fp)

(∏
p

p(k−1)gpTpep+fp−2gp

)
=
∏
p

 ∑
0≤gp≤min(ep,fp)

p(k−1)gpTpep+fp−2gp


となるので結局

TpeTpf =
∑

0≤g≤min(e,f)

p(k−1)gTpe+f−2g

に帰着される. e = 0 または f = 0 の場合は自明な式になるので e, f ∈ N として f に関
する帰納法をもちいる. f = 1 の場合は

TpeTp =
∑

0≤g≤1

p(k−1)gTpe+1−2g = Tpe+1 + p(k−1)Tpe−1

を意味しており (2) より従う. f 以下の場合成り立つと仮定する. このとき, 再び (2) より

Tpf+1 = TpfTp − pk−1Tpf−1

なので

TpeTpf+1 = Tpe(TpfTp − pk−1Tpf−1)

f−1,f の場合
=

∑
0≤g≤min(e,f)

p(k−1)gTpe+f−2gTp −
∑

0≤g≤min(e,f−1)

p(k−1)(g+1)Tpe+f−1−2g

(2)
=

∑
0≤g≤min(e,f)

p(k−1)g
(
Tpe+f+1−2g + pk−1Tpe+f−1−2g

)
−

∑
0≤g≤min(e,f−1)

p(k−1)(g+1)Tpe+f−1−2g

g′=g+1
=

∑
0≤g≤min(e,f)

p(k−1)gTpe+f+1−2g

+
∑

1≤g′≤min(e,f)+1

p(k−1)g′Tpe+f+1−2g′ −
∑

1≤g′≤min(e,f−1)+1

p(k−1)g′Tpe+f+1−2g′

=
∑

0≤g≤min(e,f)

p(k−1)gTpe+f+1−2g +
∑

min(e,f−1)+2≤g′≤min(e,f)+1

p(k−1)g′Tpe+f+1−2g′

と計算できる. 最後の項で g′ は

{min(e, f − 1) + 2 ≤ g′ ≤ min(e, f) + 1}

=

{
{e+ 2 ≤ g′ ≤ e+ 1} = ∅ (e ≤ f − 1)

{f + 1 ≤ g′ ≤ f + 1} = {f + 1} (e ≥ f)

51



を動いており, これは丁度

{0 ≤ g ≤ min(e, f + 1)} − {0 ≤ g ≤ min(e, f)} =

{
∅ (e ≤ f − 1)

{f + 1} (e ≥ f)

と一致している. 結局

TpeTpf+1 =
∑

0≤g≤min(e,f+1)

p(k−1)gTpe+f+1−2g

となり, 帰納法が完成する.

(4) (3) より Tk は可換環. (2) より

Tpn+1 ∈ C[Tpn , Tpn−1 , Tp]
帰納法⇒ Tpn ∈ C[Tp]

が分かる. よって, 自然数 n の素因数分解を考えれば (1) と合わせて

Tn ∈ C[Tp | p = 2, 3, 5, . . . ]

が分かる.

定理 69. 簡単のため k > 0 とする. 写像

⟨ , ⟩ : Tk ×Mk(SL2(Z))→ C, (T, f(z)) 7→ ⟨T, f(z)⟩ := a1(T (f))

は双線形写像となる. また, 誘導される以下の写像は, C ベクトル空間としての同型を与
える.

Mk(SL2(Z))→ T∗
k, f(z) 7→ [T 7→ ⟨T, f(z)⟩],

Tk →Mk(SL2(Z))∗, T 7→ [f(z) 7→ ⟨T, f(z)⟩].

ただし, C ベクトル空間 V の双対空間を

V ∗ := HomC(V,C)

で定める.

証明. ⟨ , ⟩ が双線形写像であることや, 誘導された写像が線形写像であることは自明. あ
とは誘導される写像がそれぞれ単射であることを示せば十分である. なぜならば, 一般に

• V が有限次元なら dimC V
∗ = dimC V .

• dimC V = dimC V
′ <∞ のとき f ∈ HomC(V, V

′) が単射 ⇔ 同型.
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が成り立つ. よって Mk(SL2(Z)) は有限次元であったから Tk →Mk(SL2(Z))∗ の単射性よ
り Tk も有限次元であり, それぞれの単射性より dimC Tk = dimCMk(SL2(Z)) が分かり,

単射性から同型が従う.

Mk(SL2(Z)) ↪→ T∗
k. [T 7→ ⟨T, f(z)⟩] が零写像だとすると, 特に

∀n ∈ N, ⟨Tn, f(z)⟩ = a1(Tn(f))
補題 66-(4)

= an(f) = 0.

よって f(z) = a0(f) は定数関数であるが Mk(SL2(Z)) (k > 0) には 0 以外の定数関数は
存在しない. よって f(z) = 0 であり, 単射性が言えた.

Tk ↪→Mk(SL2(Z))∗. [f(z) 7→ ⟨T, f(z)⟩]が零写像だとする. このとき ∀f(z) ∈Mk(SL2(Z)),
∀n ∈ N に対して

an(T (f))
補題 66-(4)

= a1(Tn(T (f)))
補題 68-(4)

= a1(T (Tn(f))) = ⟨T, Tn(f)⟩ = 0

である. とくに T (f)(z) = a0(T (f)) は定数であり, やはり k > 0 より = 0 となる. すな
わち

T = 0 ∈ EndC(Mk(SL2(Z)))

であり, 単射性が言えた.

課題 12. 有限次元 C ベクトル空間 V,W と, 双線形写像 f(v, w) : V ×W → C に対し, 付
随する写像

ϕ : V → W ∗, v 7→ [w 7→ f(v, w)], ψ : W → V ∗, q 7→ [v 7→ f(v, w)]

を考える. すなわち, 各 v ∈ V に対し ϕ(v) ∈ W ∗ = HomC(W,C) を

W → C, w 7→ f(v, w)

で定めている. ψ(w) も同様である. 以下の 4 つが全て同値であることを示せ.

(1) ϕ : V → W ∗ が同型写像.

(2) ψ : W → V ∗ が同型写像.

(3) ∀v ∈ V , f(v, w) = 0 ⇒ w = 0.

(4) ∀w ∈ W , f(v, w) = 0 ⇒ v = 0.
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9 参考: Hecke 作用素の幾何学的意味
定義 70. 集合 X,Y に対し, 直積集合の部分集合

G ⊂ X × Y

を, X から Y への 対応 と呼ぶ. X から Y への対応 G に対し

X ∋ x→ G(x) := {y ∈ Y | (x, y) ∈ G} ⊂ Y

を, 対応 G による x ∈ X の 像 とよぶ.

課題 13. 写像は対応の特別な例である. 実際, 写像 f : X → Y に対して, その グラフ

Gf := {(x, f(x)) ∈ X × Y }

を考えれば, 対応 Gf は写像 f を表していることを説明せよ.

命題 71. 集合 X,Y, Z と, 写像 f : Z → X, g : Z → Y が与えられているとき

Gf,g := {(f(z), g(z)) | z ∈ Z} ⊂ X × Y

は X から Y への対応を与える. 更に

Gf,g(x) = {g(z) | z ∈ f−1(x)}.

実は, Hecke 作用素は, この “対応” と “コホモロジー” などの言葉で表すことができる.

命題 72. p を素数とする. レベル 1, Γ0(p) のモジュラー曲線 SL2(Z)\H, Γ0(p)\H を考
える.

• 包含関係 Γ0(p) ⊂ SL2(Z) が導く自然な射影を

π : Γ0(p)\H→ SL2(Z)\H, [z] 7→ [z]

で表す.

• 共役と包含関係の合成 Γ0(p) ∼=
[
p 0
0 1

]
Γ0(p)

[
p 0
0 1

]−1 ⊂ SL2(Z) が導く写像を

π′ : Γ0(p)\H→ SL2(Z)\H, [z] 7→ [
[
p 0
0 1

]
z]

で表す.

• これら二つの写像が導く対応

Gπ,π′ ⊂ SL2(Z)\H× SL2(Z)\H

を考える.
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このとき

Gπ,π′([z]) = {[pz], [ z+t
p
] | t = 0, 1, . . . , p− 1}

である.

証明の概略. Γ0(p)\SL2(Z) の完全代表系として [ 1 0
0 1 ] , [

0 −1
1 t ] (t = 0, 1, . . . , p − 1) が取れ

る. よって

Gπ,π′([z]) = {π′([[ 1 0
0 1 ] z]), π

′([[ 0 −1
1 t ] z]) | t = 0, 1, . . . , p− 1}

= {[
[
p 0
0 1

]
[ 1 0
0 1 ] z], [

[
p 0
0 1

]
[ 0 −1
1 t ] z] | t = 0, 1, . . . , p− 1}

= {[
[
p 0
0 1

]
z], [
[
0 −p
1 t

]
z] | t = 0, 1, . . . , p− 1}

[ 0 1
−1 0 ]∈SL2(Z)

= {[
[
p 0
0 1

]
z], [[ 0 1

−1 0 ]
[
0 −p
1 t

]
z] | t = 0, 1, . . . , p− 1}

= {[
[
p 0
0 1

]
z], [
[
1 t
0 p

]
z] | t = 0, 1, . . . , p− 1}

となる.

{
[
p 0
0 1

]
,
[
1 t
0 p

]
| t = 0, 1, . . . , p− 1} は SL2(Z)\M2(p) の完全代表系となっているので, 補

題 65 の議論より, この対応 Gπ,π′ が Hecke 作用素 Tp と “関係” していることが想像でき
る. 保型形式のコホモロジーによる記述を用いると, より具体的な関係が分かる.
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10 保型形式の L 関数

10.1 Hecke 固有形式

定義 73. f(z) ∈ Mk(SL2(Z)) (f(z) ̸= 0, k > 0) が, 線形変換 Tn ∈ EndC(Mk(SL2(Z))) 全
ての同時固有ベクトルになっているとき, すなわち

∀n ∈ N, ∃λn(f) ∈ C s.t. Tn(f)(z) = λn(f)f(z)

をみたすとき f(z) は Hecke 固有形式 であるといい, λn(f) を f(z) の Hecke 固有値 と
よぶ.

命題 74. Hecke 固有形式 f(z) のフーリエ係数 an(f) と Hecke 固有値 λn(f) は

an(f) = λn(f)a1(f) (n ∈ N)

の関係になる. また

a1(f) ̸= 0

がなりたつ. (f(z) を a1(f)
−1f(z) と置き直して) a1(f) = 1 となる Hecke 固有形式のこ

とを 正規化された Hecke 固有形式 と呼ぶ. とくに f(z) が正規化された Hecke 固有形
式であれば

an(f) = λn(f) (n ∈ N).

証明. Tn(f)(z) = λn(f)f(z) の q1 の係数を比較して

an(f)
補題 66-(4)

= a1(Tn(f)) = λn(f)a1(f)

を得る. もし a1(f) = 0 なら an(f) = 0 (n ∈ N), すなわち f(z) が定数になるが, これは
k > 0 に矛盾.

命題 75. Mk(SL2(Z)), Sk(SL2(Z)), M∗(SL2(Z)) は, それぞれ Hecke 固有形式からなる基
底を持つ.

証明の概略. 適切な内積 (Petersson 内積) を定義し, その内積に関して Tn が Hermite

作用素であることを確かめる. 一般に可換な Hermite 作用に対しては, 同時固有ベクトル
からなる基底が取れることが知られている.

定理 76. Hecke 固有形式 f(z) の Hecke 固有値を λn(f) (n ∈ N) とおく. 以下が成り立
つ. ただし m,n ∈ N で, p は素数とする.

(1) gcd(m,n) = 1⇒ λm(f)λn(f) = λmn(f).

(2) λpn(f)λp(f) = λpn+1(f) + pk−1λpn−1(f).

(3) λm(f)λn(f) =
∑

d|gcd(m,n) d
k−1λmn

d2
(f).

証明. 補題 68 より.
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10.2 保型形式の L 関数

定義 77. f(z) ∈ Mk(SL2(Z)) のフーリエ展開を f(z) =
∑∞

n=1 an(f)q
n とおく. このとき,

f(z) に付随する Hecke の L-関数 を

L(s, f) :=
∞∑
n=1

an(f)

ns

で定義する. とくに Hecke 固有形式の場合は, Hecke 固有値 λn(f) を用いて

L(s, f) := a1(f)
∞∑
n=1

λn(f)

ns

となる (∵ 命題 74).

定理 78. Hecke の L-関数 L(s, f) は

• f ∈Mk(SL2(Z)) のとき Re(s) > k で広義一様絶対収束し, その範囲で正則になる.

• (さらに) f ∈ Sk(SL2(Z)) のとき Re(s) > k
2
+ 1 で広義一様絶対収束し, その範囲で

正則になる.

証明の概略. Dirichlet 級数 の一般論より, 命題の主張は, f(z) =
∑∞

n=1 an(f)q
n に対し

• f ∈Mk(SL2(Z)) ⇒ an(f) = O(nk−1).

• f ∈ Sk(SL2(Z)) ⇒ an(f) = O(n
k
2 ).

に帰着される. 尖点形式の場合は

an(f) =

∫ 1

0

f(x+ iy)q−ndx

を用いて評価する. 尖点形式でない場合は, Eisenstein 級数のフーリエ係数の評価, すな
わち

σk(n) = O(nk)

に帰着され, 示される.

課題 14. 約数関数の評価式

σk(n) = O(nk), すなわち, ∃N ∈ N, ∃C > 0 s.t. n ≥ N ⇒ |σk(n)| ≤ C|nk|

を証明せよ.
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注意 79. 上の証明中で与えたフーリエ係数の評価式は最善ではない. たとえばモジュラー
判別式のフーリエ展開を

∆(z) = q

∞∏
n=1

(1− qn)24 =
∞∑
n=1

τ(n)qn (τ(1) = 1, τ(2) = −24, τ(3) = 252, . . . )

と表すとき

|τ(p)| ≤ 2p
11
2

が示されている (ラマヌジャン予想).

定理 80. f(z) を Hecke 固有形式とし, その固有値を λn(f) とおく. このとき Hecke の
L-関数 L(s, f) は, 次の オイラー積 表示をもつ.

L(s, f) = a1(f)
∏
p

1

1− λp(f)p−s + pk−1p−2s
.

ただし p はすべての素数を動く.

証明. 素因数分解の一意性と定理 76-(1) より

L(s, f) = a1(f)
∏
p

(
∞∑
n=0

λpn(f)

pns

)

と分解できる. よって示すべきは

∞∑
n=0

λpn(f)

pns
=

1

1− λp(f)p−s + pk−1p−2s
, i.e.,

(
1− λp(f)

ps
+
pk−1

p2s

) ∞∑
n=0

λpn(f)

pns
= 1

である. 定理 76-(2) の式 λpn(f)λp(f) = λpn+1(f) + pk−1λpn−1(f) は λp−1 = 0 とおけば
n = 0 でも正しいので

λp(f)

ps

∞∑
n=0

λpn(f)

pns
=

∞∑
n=0

λpn(f)λp(f)

p(n+1)s
=

∞∑
n=0

λpn+1(f) + pk−1λpn−1(f)

p(n+1)s

λ1(f)

p0
=1,λp−1=0

= −1 +
∞∑
n=0

λpn(f)

pns
+
pk−1

p2s

∞∑
n=0

λpn(f)

pns

となり, 題意が従う.

注意 81. 上記の証明中では, Hecke 固有値の漸化式 (定理 76) から, L-関数のオイラー積
を導いた. 実際は, これらは同値であることが見て取れる.
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定理 82. 保型形式 f(z) ∈Mk(SL2(Z)) の 完備 L-関数 を

L̂(s, f) := (2π)−sΓ(s)L(s, f)

で定義する. ここで ガンマ関数 Γ(s) は

Γ(s) :=

∫ ∞

0

ts−1e−tdt (Re(s) > 0)

で定義され, 関数等式

Γ(s− 1) =
Γ(s)

s− 1

により s ∈ C 上の有理型関数へと解析接続したものである. f(z) のフーリエ展開を
f(z) =

∑∞
n=0 an(f)q

n とおく.

(1) L̂(s, f) =

∫ ∞

1

(f(iy)− a0(f))(ys + (−1)
k
2 yk−s)

dy

y
− a0(f)

(
1

s
+

(−1) k
2

k − s

)
.

(2) (1) の積分の部分は s ∈ C 上で広義一様絶対収束する. とくに L̂(s, f) は C 上の有
理型関数に 解析接続 される. さらに

(a) f(z) ∈ Sk(SL2(Z)) (i.e., a0(f) = 0) であれば L(s, f) は C 上正則.

(b) f(z) /∈ Sk(SL2(Z)) (i.e., a0(f) ̸= 0) であれば L(s, f) は s = k にのみ一意の極

をもち, その留数は (−1)
k
2 a0(f)(2π)k

Γ(k)
.

(3) 関数等式 L̂(s, f) = (−1) k
2 L̂(k − s, f) を満たす.

証明の概略. (2π)−sΓ(s)n−s =
∫∞
0
e−2πnyys−1dy を使って

L̂(s, f) =

∫ ∞

0

(f(iy)− a0(f))ys
dy

y
=

∫ 1

0

(f(iy)− a0(f))ys
dy

y
+

∫ ∞

1

(f(iy)− a0(f))ys
dy

y

を得る. ここで

f(z) の “保型性” f(iy) = (iy)−kf
(

i
y

)
により, 積分

∫ 1

0
を
∫∞
1
にひっくり返して (1) の表記を得る. (2), (3) はこの表記よりただ

ちに従う.

注意 83. 上記の証明中では

保型形式の “保型性” ⇒ L-関数の関数等式

を導いている. ある意味, この逆も成り立つことが示されている (Hecke の逆定理, [II,

§9.3] など参照).
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定理 84. Eisenstein 級数 G2k(z) ∈M2k(SL2(Z)) (k ≥ 2) を考える.

(1) G2k(z) は Hecke 固有形式であり, その固有値は λn(G2k) = σ2k−1(n) となる.

(2) L(s,G2k) = a1(G2k)ζ(s)ζ(s− 2k + 1). (a1(G2k) = 2 (2πi)2k

(2k−1)!
).

証明. (1) Hecke 環は Tp (p は素数) で生成されている (∵ 補題 68) ので, 各 Tp で調べれ
ばよい. 補題 66-(1) より

• a0(Tp(f)) = σ2k−1(p)a0(f).

• p ∤ n ⇒ an(Tp(f)) = apn(f).

• p | n ⇒ an(Tp(f)) = apn(f) + p2k−1an
p
(f).

であるから, 示すべきは

• p ∤ n ⇒ apn(G2k) = σ2k−1(p)an(G2k).

• p | n ⇒ apn(G2k) + p2k−1an
p
(G2k) = σ2k−1(p)an(G2k).

Eisenstein 級数のフーリエ展開は

G2k(z) = 2ζ(2k) + 2
(2πi)2k

(2k − 1)!

∞∑
n=1

σ2k−1(n)q
n

であったから, 約数関数の関係式

• p ∤ n ⇒ σ2k−1(n) = σ2k−1(p)σ2k−1(n).

• p | n ⇒ σ2k−1(pn) + p2k−1σ2k−1(
n
p
) = σ2k−1(p)σ2k−1(n).

に帰着される. 前者は

{d ∈ N : d | pn} = {d ∈ N : d | n} ∪ p · {d ∈ N : d | n} = {d ∈ N : d | p} · {d ∈ N : d | n}

より明らか. 次に n が p で丁度 l 回割り切れる, すなわち n = plm (p ∤ m) とする. この
とき

p · {d ∈ N : d | n
p
} = {pi : i = 1, . . . ,l} · {d ∈ N : d | m},

{d ∈ N : d | n} = {pi : i = 0, 1, . . . ,l} · {d ∈ N : d | m},
{d ∈ N : d | pn} = {pi : i = 0, 1, . . . ,l, l + 1} · {d ∈ N : d | m}

より

{d ∈ N : d | pn} ∪ p · {d ∈ N : d | n
p
} = {d ∈ N : d | p} · {d ∈ N : d | n}

が分かり, 題意が従う.
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(2) (1) と約数関数の定義より

a1(G2k)
−1L(s,G2k) =

∞∑
n=1

σ2k−1(n)

ns
=

∞∑
n=1

∑
d|n d

2k−1

ns
=
∑
a,d∈N

d2k−1

(ad)s

=
∞∑
a=1

1

as

∞∑
d=1

d2k−1

ds
= ζ(s)ζ(s− 2k + 1)

となる.

定理 85. モジュラー判別式 ∆(z) ∈ S12(SL2(Z)) は正規化された Hecke 固有形式であり,

その L-関数は

L(s,∆) = 1− 24

2s
+

252

3s
− 1472

4s
+

4830

5s
− 6048

6s
− 16744

7s
+

84480

8s
− 113643

9s
− · · ·

=
1

1 + 24 · 2−s + 211 · 2−2s
· 1

1− 252 · 3−s + 311 · 3−2s
· 1

1− 4830 · 5−s + 511 · 5−2s
· · ·

となる.

証明. dimC(S12(SL2(Z)) = 1 であるから, 自動的に固有ベクトルとなり, Hecke 固有形式
である. フーリエ係数 (= Hecke 固有値) は無限積の展開で求まる.
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