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EulerのΓ関数

Γ(z) :=

∫ ∞
0

tz−1e−t dt (<(z) > 0)

⇒ Γ(z + 1) = zΓ(z) (Difference equation) ⇒ Γ(n) = (n− 1)!

Γ(dz) =
ddz−

1
2

(2π)
d−1
2

d−1∏
k=0

Γ(z + k
d ) (d ∈ N) (Multiplication formula)

⇒ 21−2z
√
π Γ(2z) = Γ(z)Γ(z + 1

2) ⇒ Γ(12) =
√
π.

特徴付け

f : R>0 → R>0, C
1級, (D), (M) (Artin)

f : R>0 → R>0, C
1級, (M), lim

z→0
zf(z) = 1 (Kairies)

C上有理型, R>0上対数凸, (D), f(1) = 1 (Bohr-Mollerup)
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Lerchの公式

Hurwitz zeta関数

ζ(s, z) :=
∑
m≥0

(z +m)−s

(
=

Γ(1− s)

2πi

∫
⇁−−↼ ⟲

ts−1ezt

1− et
dt

)

Lerchの公式

Γ(z) =
√
2π exp(ζ ′(0, z))

※ “simple proof” by (Bohr-Mollerup), [Yoshida’s book, p17]

ζ(s, z) = z−s + ζ(s, z + 1) ⇒ (D) Γ(z + 1) = zΓ(z)

ζ(s, dz) = d−s
d−1∑
k=0

ζ(s, z + k
d ) ⇒ (M) Γ(dz) =

ddz−
1
2

(2π)
d−1
2

d−1∏
k=0

Γ(z + k
d )
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p進Γ関数 (p 6= 2)

Moritaの p進 Γ関数

Γp(z) := lim
N3n→z

(−1)n
n−1∏

k=1, p∤k

k (z ∈ Zp)

(Dp) Γp(z + 1) = z∗Γp(z), z
∗ =

{
−z (p ∤ z)
−1 (p | z)

(Mp) Γp(dz) = ip,d · ddz−(dz)1−1
d−1∏
k=0

Γp(z +
k
d ) (p ∤ d)

ip,d :=
∏d−1

k=0 Γp(
k
d ) ∈ µ4, z = z0 + pz1 (z0 ∈ {1, 2, . . . , p})

(Lerchp) logp Γp(z) = ζ ′p(0, z) (Ferrero-Greenberg)

ζp(s, z) :=
∑

m≥0, p∤(z+m)

(z +m)−sの “p進補間”, ker logp = µ∞ · pQ
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p進Γ関数 (p 6= 2)

Γp(z) := lim
N3n→z

(−1)n
n−1∏

k=1, p∤k

k (z ∈ Zp)

(Dp) Γp(z + 1) = z∗Γp(z), z
∗ = −z (p ∤ z) または −1 (p | z)

(Mp) Γp(dz) = ip,d · ddz−(dz)1−1
∏d−1

k=0 Γp(z +
k
d ) (p ∤ d)

関数等式での特徴付け？

例

f : Zp → Cp: 連続, f(z + 1) = f(z) ⇒ f(z): 定数 (∵ N
稠密
⊂ Zp)

∴ G(z) s.t. (Dp) ⇒ G(z)/Γp(z): 定数 ⇒ G(z) = Γp(z)·定数
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p進Γ関数 (p 6= 2)

(Mp) Γp(dz) = ip,d · ddz−(dz)1−1
∏d−1

k=0 Γp(z +
k
d ) (p ∤ d)での特徴付け？

命題 ([arXiv:1904.02879, Proposition 3.2])

f : Zp → Cp: 連続, f(dz) =
d−1∏
k=0

f(z + k
d ) (p ∤ ∀d)

⇒ ∃αk s.t. f(1 +
∑∞

k=0 xkp
k) =

∏∞
k=0 α

xk− p−1
2

k

1 ck := f(z+1)
f(z) は k = ordp zのみによる, αk = ck

k−1∏
i=0

c
(p−1)pk−1−i

i

2 c0 = c1 = · · · ⇒ f(z) = c
z− 1

2
0

3 c1 = c2 = · · · ⇒ f(z) = c
z− 1

2
0 (c1/c0)

z1+
1
2
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p進Γ関数 (p 6= 2)

f : Zp上連続, f(dz) =
∏d−1

k=0 f(z +
k
d ) (p ∤ ∀d), ck := f(z+1)

f(z) (ordp z = k)

2 c0 = c1 = · · · ⇒ f(z) = c
z− 1

2
0

3 c1 = c2 = · · · ⇒ f(z) = c
z− 1

2
0 (c1/c0)

z1+
1
2

“p倍公式”:

{
f(pz) =

∏p−1
k=0 f(z +

k
p )

f(p(z + 1
p)) =

∏p
k=1 f(z +

k
p )

⇒ f(pz)
f(pz+1) =

f(z)
f(z+1) ⇔ ck = ck+1

c0 = 1 ⇔ f(2) = f(1) ⇔ Γp(2) = −Γp(1)

[thesis], [crelle, Lemma 4.2] ⇒ ∃Γp: Qp − Zp上連続, ∃! mod µ∞, s.t.

Γp(z + 1) ≡ zΓp(z), Γp(2z) ≡ 22z−
1
2Γp(z)Γp(z +

1
2) mod µ∞
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代数的整数論

K/k: abel.ext., σ ∈ Gal(K/k) ⇒ ζ(s, σ) =
∑

Artin: a7→σ

Na−s (部分 ζ 関数)

Q(ζn)/Q, σa : ζn 7→ ζan ⇒ ζ(s, σa) = m−sζ(s, a
m)

(L) ⇒ ζ ′(0, σa) = log Γ( an)− (12 − a
n) log n− 1

2 log 2π.

Gal(Q(ζn)/Q) ↠ Gal(Q(ζn)
+/Q), Q(ζn)

+ := Q(ζn + ζ−1n )
σa, σn−a 7→ σa : ζn + ζ−1n 7→ ζan + ζ−an

⇒ ζ(s, σa) = ζ(s, σa) + ζ(s, σn−a)

⇒ exp(−2ζ ′(0, σa)) = (
Γ( a

n
)Γ(n−a

n
)

2π )−2
Euler
= (2 sin( anπ))

2

≒ 円単数 ∈ Q(ζn)
+

予想 (Stark予想 (実素点, rank one abelian))

K∃ ↪→ R ⇒ u(σ) := exp(−2ζ ′(0, σ)) ∈ K, τ(u(σ)) = u(τσ), . . .

K/k = Q(ζn)
+/Q ⇒ σb(sin(

a
nπ)) = ± sin(abn π)
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代数的整数論

※ p進版？ (Eulerp) Γp(z)Γp(1− z) ∈ µ4

{z, 1− z} ↔ σ−1 ∈ Gal(Q(ζn)/Q) ↔ Q(ζn)
+ = Q(ζn)

〈σ−1〉

p ∤ n ⇒
f−1∏
k=0

Γp(〈ap
k

n 〉) ≒ ガウス和 ∈ Q(ζn)
〈σp〉 (Gross-Koblitz)

※ ⇝ Gross-Stark予想 (Dasgupta-Darmon-Pollack, Ventullo)

“まとめ”

Q(ζn)

Q(ζn)
〈σ−1〉 Q(ζn)

〈σp〉

Q

円単
数
(E)←[Γ(an) Γ

p ( a
n ) (GK)7→

ガウス和

分解←∞ p→
分解
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Fermat曲線

Fn : x
n + yn = 1, 種数 (n−1)(n−2)

2

〈ω r
n
, s
n
:= xr−1ys−ndx | 0 < r, s < n, r + s 6= n〉 = H1

dR(Fn)

∫
γ
ω r

n
, s
n

t=xn

=
∫
t
r
n (1− t)

s
n dt ≒ B( rn ,

s
n) =

Γ( r
n
)Γ( s

n
)

Γ( r+s
n

)
(Rohrlich)

※ 線形代数 (“志村の周期記号”) ⇒ Γ( an) = ∗ ∗ ∗
∏
(
∫
γ ω r

n
, s
n
)∗∗∗

e.g., B(13 ,
1
3)

2B(23 ,
2
3) =

Γ( 1
3
)2Γ( 1

3
)2

Γ( 2
3
)2

Γ( 2
3
)Γ( 2

3
)

Γ( 4
3
)

= 1
3Γ(

1
3)

3

H1
dR(Fn) ⊗Qp

∼= H1
cris(Fn × Fp)⊗Qp ↶ Φτ : “絶対フロベニウス作用”

Φτ (ω r
n
, s
n
) ≒


1

Bp(τ(
r
n
),τ( s

n
))ωτ( r

n
),τ( s

n
) ( rn ,

s
n ∈ Zp)

Bp(
r
n
, s
n
)

Bp(τ(
r
n
),τ( s

n
))ωτ( r

n
),τ( s

n
) ( rn ,

s
n /∈ Zp)

(Coleman)
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Fermat曲線

H1
dR(Fn)⊗Qp

∼= H1
cris(Fn × Fp)⊗Qp ↶ Φτ : “絶対フロベニウス作用”

Φτ (ω r
n
, s
n
) ≒


1

Bp(τ(
r
n
),τ( s

n
))ωτ( r

n
),τ( s

n
) ( rn ,

s
n ∈ Zp)

Bp(
r
n
, s
n
)

Bp(τ(
r
n
),τ( s

n
))ωτ( r

n
),τ( s

n
) ( rn ,

s
n /∈ Zp)

(Coleman)

Bp(α, β) =
Γp(α)Γp(β)
Γp(α+β)

Fn × Fp ↶ Φcris: 絶対ロベニウス

τ ∈ Gal(Qp/Qp) s.t. τ |Qur
p

= σdeg τ
p with deg τ ∈ Zp

⇒ H1
cris(Fn/Fp) ↶ Φτ := Φdeg τ

cris ⊗ τ

Gal(Qp/Qp) ⊂ Gal(Q/Q) ↷ µ∞
ζan↔ a

n= [0, 1) ∩Q

(Coleman) ⇒ (Gross-Koblitz) p ∤ n ⇒
∏f−1

k=0 Γp(〈ap
k

n 〉) ≒ ガウス和
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Fermat曲線

(R) · · ·
∫
γ
ω r

n
, s
n
≒ B( rn ,

s
n)

(C) · · · Φτ (ω r
n
, s
n
) ≒


1

Bp(τ(
r
n
),τ( s

n
))ωτ( r

n
),τ( s

n
) ( rn ,

s
n ∈ Zp)

Bp(
r
n
, s
n
)

Bp(τ(
r
n
),τ( s

n
))ωτ( r

n
),τ( s

n
) ( rn ,

s
n /∈ Zp)

“まとめ”

Q(ζn) Fermat曲線

Q(ζn)
〈σ−1〉 Q(ζn)

〈σp〉

Q

円単
数
(E
)

←[Γ(an) Γ
p( a

n ) (GK)7→
ガウス和

(R),(C)

分解←∞ p→
分解

加塩朋和 (東京理科大学) p 進ガンマ関数の関数等式と連続性に関して 2022 年 3 月 17 日 9:30–10:10 12 / 21



p進周期環値 β関数 ([crelle])

c.f. Hsing
1 (Fn)×H1

dR(Fn) → C, (γ, ω) 7→
∫
γ ω

p進 Hodge理論⇒ Hsing
1 (Fn)×H1

dR(Fn) → BdR, (γ, ω) 7→
∫
p,γ ω

定義

B( rn ,
s
n) :=


B( r

n
, s
n
)∫

γ ω r
n , sn

〈 rn + s
n〉
b rn+

s
n c
∫
p,γ ω r

n
, s
n

( rn ,
s
n ∈ Zp)

B( r
n
, s
n
)∫

γ ω r
n , sn

∫
p,γ ω r

n , sn
Bp(

r
n
, s
n
) ( rn ,

s
n /∈ Zp)

∈ BcrisQp

(Coleman) Φτ ↷ H1
cris(Fn/Fp)

⇒ Φτ (B( r
n
, s
n
))

B(τ( r
n
),τ( s

n
)) =


(−1)⌊τ(

r
n )+τ( s

n )⌋p1−⌊ r
n+ s

n ⌋

Bp(τ(
r
n
),τ( s

n
)) ( rn ,

s
n ∈ Zp, deg τ = 1)

a root of unity · p
deg τ

2 ( rn ,
s
n /∈ Zp)

⇒ σb(sin(
a
nπ)) ≡ sin(abn π) mod µ∞ if σb(ζn) = ζbn
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p進周期環値 β関数 ([crelle])

B( rn ,
s
n) :=


B( r

n
, s
n
)∫

γ ω r
n , sn

〈 rn + s
n〉
b rn+

s
n c
∫
p,γ ω r

n
, s
n

( rn ,
s
n ∈ Zp)

B( r
n
, s
n
)∫

γ ω r
n , sn

∫
p,γ ω r

n , sn
Bp(

r
n
, s
n
) ( rn ,

s
n /∈ Zp)

∈ BcrisQp

(C) · · · Φτ (B( r
n
, s
n
))

B(τ( r
n
),τ( s

n
)) =


(−1)⌊τ(

r
n )+τ( s

n )⌋p1−⌊ r
n+ s

n ⌋

Bp(τ(
r
n
),τ( s

n
)) ( rn ,

s
n ∈ Zp, deg τ = 1)

a root of unity · p
deg τ

2 ( rn ,
s
n /∈ Zp)

∀p ⇒ σb(sin(
a
nπ)) ≡ sin(abn π) mod µ∞ if σb(ζn) = ζbn

∵ ∪ : H1 ×H1 → H2 ⇒
∫
p,γ ω r

n , sn∫
γ ω r

n , sn

∫
p,γ′ ωn−r

n , n−s
n∫

γ′ ωn−r
n , n−s

n

=
πp

π , (Eulerp)

⇒ B( rn ,
s
n)B(n−rn , n−sn ) ≒ sin( r

n
π) sin( s

n
π)

sin( r+s
n

π)
, Φτ |Q = σdeg τ

p

※ H1 ×H1 → H2 ⇒
∫
γ ω r

n
, s
n

∫
γ′ ωn−r

n
,n−s

n
≒ π

(L)⇒ sin( anπ) ∈ Q
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p進周期環値 β関数 ([crelle])

“まとめ”

Q(ζn) Fermat曲線

Q(ζn)
〈σ−1〉 Q(ζn)

〈σp〉

Q

円単
数
×(E)←[Γ(an) Γ

p( a
n )×(GK)7→ガウス和

(R),(C)

(R),(C),(L)

(R),(C),(L)

分解←∞ p→
分解

要精密版 (ねらい目？): modµ∞, 単数性, (S, T )版

一般化: /Q ⇒ /総実体, ガンマ関数⇒多重ガンマ関数, 円単数, ガウ
ス和⇒Stark単数, Gross-Stark単数, (Lerch) ⇒ 新谷公式, (Rohrlich)
⇒ 吉田予想 [Yoshida’s book], (Coleman) ⇒ 予想 [arXiv:1706.03198]

Fermat曲線⇒？？？
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Γ関数版 ([arXiv:1904.02879])

I = IQ(ζn) :=
⊕

σ∈Gal(Q(ζn)/Q)

Qσ =
⊕

b∈(Z/nZ)×
Qσb

定義 (志村の周期記号, [Yoshida’s book, §2, Chap.III])

[p : pp] : I → Q×\(C× ×B×dR)/(µ∞ × µ∞): 線形 s.t.∑
b〈 br

n
〉+〈 bs

n
〉c=0

σb 7→ [π : πp]
b s
n
+ r

n
c−1[

∫
γ ω s

n
, r
n
:
∫
p,γ ω s

n
, r
n
]

σb + σ−b 7→ [1 : 1]

(R) ⇒ P ( an) :=
Γ( a

n
)√

2π

(πp

π

) 1
2
− a

n
pp(

∑
(b,n)=1(

1
2
−〈ab

n
〉)σb)

p(
∑

(b,n)=1(
1
2
−〈ab

n
〉)σb)

∈ BcrisQp/µ∞.

(C) ⇔

Γp(τ(
a
n)) ≡ p

1
2
− a

n
P (τ( a

n
))

Φτ (P ( a
n
)) mod µ∞ ( an ∈ Zp,deg τ = 1)

Γp(τ(
a
n
))

Γp(
a
n
) ≡ p(

a
n
−τ( a

n
))ordp

a
n

P (τ( a
n
))

Φτ (P ( a
n
)) mod µ∞ ( an /∈ Zp)
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“関数等式”

P ( an) :=
Γ( a

n
)√

2π

(πp

π

) 1
2
− a

n
pp(

∑
(b,n)=1(

1
2
−〈ab

n
〉)σb)

p(
∑

(b,n)=1(
1
2
−〈ab

n
〉)σb)

∈ BcrisQp/µ∞.

(C) Γp(
a
n) ≡ p

1
2
− a

n
P ( a

n
)

Φτ (P (τ−1( a
n
)))

mod µ∞ ( an ∈ Zp, deg τ = 1)

inf : IQ(ζn) → IQ(ζdn), σ 7→
∑

τ |Q(ζn)=σ

τ ⇒ [p : pp](Ξ) = [p : pp](inf(Ξ))

※ Fdn : x
dn + ydn = 1 → Fn : x

n + yn = 1, (x, y) 7→ (xd, yd)

d−1∏
k=0

P ( an + k
d ) ↔

∑
k mod d

∑
b mod dn

(12 − 〈 b(ad+nk)
dn 〉)σb

B1(dx)=
∑d−1

k=0 B1(x+
k
d
)

=∑
b mod dn

(12 − 〈 bdan 〉)σb = inf(
∑

b mod n

(12 − 〈 bdan 〉)σb) ↔ P (dan )

⇒ 周期記号 (右辺)の “d倍公式” (∀d ∈ N, d = pもOK)
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Recall

命題 ([arXiv:1904.02879, Proposition 3.2])

f : Zp → Cp: 連続, f(dz) =
∏d−1

k=0 f(z +
k
d ) (p ∤ ∀d)

⇒ ∃αk s.t. f(1 +
∑∞

k=0 xkp
k) =

∏∞
k=0 α

xk− p−1
2

k .

1 ck = f(z+1)
f(z) (ordp z = k)は一定, αk = ck

∏k−1
i=0 c

(p−1)pk−1−i

i

2 c0 = c1 = · · · ⇒ f(z) = c
z− 1

2
0

3 c1 = c2 = · · · ⇒ f(z) = c
z− 1

2
0 (c1/c0)

z1+
1
2

注意
p倍公式 ⇒ ck = ck+1
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“関数等式”

P ( an) :=
Γ( a

n
)√

2π

(πp

π

) 1
2
− a

n
pp(

∑
(b,n)=1(

1
2
−〈ab

n
〉)σb)

p(
∑

(b,n)=1(
1
2
−〈ab

n
〉)σb)

∈ BcrisQp/µ∞.

(C) Γp(
a
n) ≡ p

1
2
− a

n
P ( a

n
)

Φτ (P (τ−1( a
n
)))

mod µ∞ ( an ∈ Zp, deg τ = 1)

d−1∏
k=0

P ( an + k
d ) ↔

∑
k mod d

∑
b mod dn

(12 − 〈 b(ad+nk)
dn 〉)σb ↔ P (dan ) (∀d ∈ N)

定理 (弱 Colemanの公式の “別証明”)

“連続性”の仮定の元で ∃c0, c1 s.t.

Γp(
a
n) ≡ c

a
n
− 1

2
0 (c1/c0)

( a
n
)1+

1
2 · p

1
2
− a

n
P ( a

n
)

Φτ (P (τ−1( a
n
)))

mod µ∞
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絶対フロベニウス作用の “p進連続性”

p
1
2
− a

n
P ( a

n
)

Φτ (P (τ−1( a
n
)))

((C)の右辺) が a
n ∈ Zpに対して連続的

⇒ 乗法公式, c1 = c2 = · · ·
p(

a
n
−τ( a

n
))ordp

a
n

P (τ( a
n
))

Φτ (P ( a
n
)) (もう一つの (C)の右辺) の p進連続性

⇒？ c0 = c1

= Γp(z)なんだから p進連続的なのは間違いない
“直接証明できるか”が問題

“
Φcris(ω r

n , sn
)

ω⟨ prn ⟩,⟨ psn ⟩
が 〈prn 〉, 〈psn 〉 ∈ Zpに対して連続的”は直接示せる

(↔ Bp(α, β))
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