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Abstract
Colemanはフェルマー曲線の絶対フロベニウス作用を明示的に計算し, p進ガンマ

関数を用いて表した. 講演者はフェルマー曲線が良い還元を持つ場合に, この公式の
別証明を与えた. これらの事実を概観したのち, 一般の場合への拡張への取り組みも
紹介したい. 本研究の一部は, 吉崎彪雅氏, 関川隆太郎氏との共同研究である.

1 Γ関数

オイラーのガンマ関数は次式で定義される.

Γ(z) :=

∫ ∞

0

tz−1e−t dt (Re(z) > 0).

簡単な計算により整数点での性質が分かる.

� Γ(1) :=
∫∞
0

e−t dt = [−e−t]∞0 = −0 + 1 = 1.

� Γ(z+1) :=
∫∞
0

tze−t dt = [tz(−e−t)]∞0 −
∫∞
0

ztz−1(−e−t) dt =
∫∞
0

ztz−1e−t dt = zΓ(z).

⇒ Γ(n) = (n− 1)! (n ∈ N).

Γ(z − 1) = Γ(z)
z−1
で “解析接続” ⇒ Γ(1− n) = ±∞ (n ∈ N).
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今回は以下の関数等式に着目する.

反射公式 · · · Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin πz
,

倍数公式 · · ·
d−1∏
k=0

Γ(z + k
d
) = d

1
2
−dz(2π)

d−1
2 Γ(dz) (d ∈ N).

両辺の極の位置を見れば想像に難くない (?). 実際は “無限積表示”から導くことができる.
後者の “解釈”の為に Lerchの公式を準備する.

Hurwitzゼータ関数は以下で定義され, s ∈ C上有理型に解析接続される.

ζ(s, z) :=
∞∑
n=0

(z + n)−s (Re(s) > 1).

定理 1.1 (Lerch).

Γ(z) =
√
2π exp( ∂

∂s
ζ(s, z)|s=0).

“a simple proof” in [Yo, p17]. 関数等式による特徴付け:

f(z): 有理型, 対数凸, f(z + 1) = zf(z), f(1) = 1 ⇒ f(z) = Γ(z) (Bohr-Mollerup)

と, Hurwitzゼータ関数の関係式

ζ(s, z + 1)− ζ(s, z) =
∞∑
n=1

(z + n)−s −
∞∑
n=0

(z + n)−s = −z−s

⇒ ∂
∂s
ζ(s, z + 1)|s=0 − ∂

∂s
ζ(s, z)|s=0 = log z

より. (対数凸性や z = 1での値はHurwitzゼータ関数の積分表示から分かる.)

この公式を認めると

Γ(dz)√
2π

= exp( ∂
∂s

ζ(s, dz) |s=0),

d−1∏
k=0

Γ(z + k
d
)

√
2π

=
d−1∏
k=0

exp
(

∂
∂s
ζ(s, z + k

d
)|s=0

)
= exp

(
∂
∂s

d−1∑
k=0

ζ(s, z + k
d
) |s=0

)
,

d−1∑
k=0

ζ(s, z + k
d
) =

d−1∑
k=0

∞∑
n=0

(z + k
d
+ n)−s =

∞∑
n=0

(z + n
d
)−s = ds

∞∑
n=0

(dz + n)−s = dsζ(s, dz).

注意 1.2. ζ(1− n, z) = −Bn(x)
n

(n ∈ N). e,g., ζ(0, dz) = 1
2
− dz.
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2 p進Γ関数

素数 pに対し

Zp =

{
∞∑
n=0

anp
n | an ∈ {0, 1, . . . , p− 1}

}
= lim←−

n

Z/pnZ = Ẑ

を p進整数環と呼んだ. ただし最後は p進ノルム

vp(
apk

b
) := k (p ∤ a, b), |z|p := p−vp(z)

に関する完備化である.

定義 2.1 (Morita). p進 Γ関数

Γp(z) : Zp → Zp

を

Γp(n) := (−1)n
n−1∏

0<k<n, p∤k

k (n ∈ N)

の p進補間関数として定義する.

例えば p = 3で

Z3 3 1 + 3 + 32 + · · · = lim
n→∞

1− 3n+1

1− 3
=
−1
2

であり,

Γ3(1) = −1 = 2 + 2 · 3 + 2 · 32 + 2 · 33 + 2 · 34 + 2 · 35 + 2 · 36 + · · · ,
Γ3(4) = 2 = 2 + 0 · 3 + 0 · 32 + 0 · 33 + 0 · 34 + 0 · 35 + 0 · 36 + · · · ,
Γ3(13) = −246400 = 2 + 0 · 3 + 0 · 32 + 0 · 33 + 0 · 34 + 0 · 35 + 1 · 36 + · · · ,
↓

Γ3(
−1
2
) = 2 + 0 · 3 + 0 · 32 + 0 · 33 + 0 · 34 + 0 · 35 + 0 · 36 + · · · = 2

となる.

注意 2.2. c.f. Γ(−1
2
) = (−1

2
)−1Γ(1

2
) = −2

√
π.

p進版の公式は以下の通り:

反射公式 · · · Γp(z)Γp(1− z) ≡ 1 mod µ∞,

倍数公式 · · ·
d−1∏
k=0

Γp(z +
k
d
) ≡ d1−dz+(dz)1Γp(dz) mod µ∞ (p ∤ d),

Ferrero-Greenberg · · · logp(Γp(z)) = ζ ′p(0, z).

ただし
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� µ∞: 1の冪根全体からなる群. 1の冪根部分も明示的に書けるが省略する.

� z ∈ Zpに対し z0 ∈ {1, 2, . . . , p}, z1 ∈ Zpを z = z0 + pz1で定める.

� ζp(s, z) (s ∈ Zp)は
∞∑
n=0

vp(z+n)=0

(z + n)−sの p進補間関数.

� logpは p進対数関数: logp(1− x) = −
∞∑
n=1

xn

n
(x ∈ Zp, |x|p � 1).

Cの p進類似として Zp ⊂ Qp := Frac(Zp) = Zp[
1
p
] ⊂ Cp := Q̂pを考える.

命題 2.3. 連続関数 f(z) : Zp → Cpが

d−1∏
k=0

f(z + k
d
) ≡ d1−dz+(dz)1f(dz) mod µ∞ (p ∤ d ∈ N), (1)

f(pn + 1)

f(pn)
≡ f(pn+1 + 1)

f(pn+1)
mod µ∞ (n ≥ 1) (2)

を満たせば, ∃定数 c1, c2 s.t.

f(z) ≡ c
z− 1

2
1 c

z1+
1
2

2 Γp(z) mod µ∞.

注意 2.4. (1) Eq. (2)が n ≥ 0で成り立てば ∃c s.t. f(z) ≡ cz−
1
2Γp(z) mod µ∞.

(2) Eq. (2)は p倍公式の “仲間”と見なせる: もし p倍公式

p−1∏
k=0

f(z + k
p
) ≡ “補正項” f(pz)

が成り立てば, z ⇒ z + 1
p
として

p∏
k=1

f(z + k
p
) ≡ “補正項” f(pz + 1)

となり, 辺々割って

f(z + 1)

f(z)
≡ “補正項”

f(pz + 1)

f(pz)

となる (のだが, 実際は 1
p
/∈ Zpなので p倍公式は存在しない).

証明の概略. g(z) = f(z)/Γp(z)とおく.
∏d−1

k=0 g(z + k
d
) ≡ g(dz)と

∏d−1
k=0 g(z + 1

d
+ k

d
) ≡

g(dz + 1)より

g(z + 1)

g(z)
≡ g(dz + 1)

g(dz)
(p ∤ ∀d).

よって g(z+1)
g(z)

は vp(z)のみによる. これに (∗)を加えると g(z+1)
g(z)

は (おおよそ)一定, すなわ
ち g(z)は (おおよそ)指数関数.
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3 Colemanの公式

p ∤ nなら Fn : x
n + yn = 1は良い還元を持つ. よって Frobenius作用 Φが crystalline

cohomology H1
crisを通じて de Rham cohomology H1

dRに作用する:

Φ ↷ H1
cris(Fn/Fp,Zp)⊗Qp

∼= H1
dR(Fn,Qp).

ColemanはH1
dRの基底 ηr,s = xr−1ys−ndx (0 < r, s < n, r + s 6= n)に関する “表現行列”

を, 以下の Lemmaを使って計算した.

補題 3.1 (Katz). η =
∑

k=0 akx
k−1dx, η′ =

∑
k=0 a

′
kx

k−1dx, Φη = λη′とする. 部分列
{akl}l ⊂ {ak}kが liml→∞

kl
akl

= 0を満たせば

λ = lim
k→∞

pak
apk′

.

この補題と

ηr,s = ∃λr,sηr♯,s♯ (r
♯ ≡ pr mod p, s♯ ≡ ps mod p),

ηr,s =
∞∑
l=0

(−1)l
(

s−n
n

l

)
xr+nl−1dx

より

λr,s = (−1)
pr−r♯

n p · lim
l→−r

n
∈Zp

( s−n
n
l

)
( s♯−n

n
pr−r♯

n
+pl

) ≒ 1

Bp(
r♯

n
, s

♯

n
)
=

Γp(
r♯+s♯

n
)

Γp(
r♯

n
)Γ( s

♯

n
)
. (Coleman)

c.f.∫
γ

ηr,s =

∫
xr−1ys−ndx

t=xn

≒
∫

tr/n(1− t)s/n = B( r
n
, s
n
) =

Γ( r
n
)Γ( s

n
)

Γ( r+s
n
)

. (Rohlrich)

注意 3.2. (1) Colemanの公式+虚数乗法論⇒ Gross-Koblitzの公式 (Gauss和 v.s. Γp).

(2) Gross-Koblitzの公式 一般化⇒ Gross-Stark予想 = Dasgupta-Kakde-Ventulloの定理.

(3) Colemanの公式 一般化⇒ 加塩-吉田予想 ⇒ rank 1 abelian Gross-Stark予想.

4 志村の周期記号

乗法を和としたQ-線形空間⟨
π mod Q×

,

∫
γ

ηr,s mod Q×
⟩

Q
=

{
πa
∏
r,s

∫
γ

ηar,sr,s mod Q× | a, ar,s ∈ Q

}
⊂ C×/Q×
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の, π以外の “生成系”

p(σ, τ) (σ, τ ∈ Gal(Q(ζn),Q), ζn = e
2πi
n )

が上手く取れ, 志村の周期記号と呼ばれる. これらは∫
γ

ηr,s ≡ π ·
∏

⟨ br
n
⟩+⟨ bs

n
⟩+⟨ b(n−r−s)

n
⟩=1

p(id, σb) mod Q×
(r + s < n, (n, rs(r + s)) = 1),

p(σ, τ)p(σ, ρτ) ≡ 1 mod Q×
, p(σ, τ) ≡ p(id, σ−1τ) mod Q×

で特徴づけられる. ただし

� 〈α〉は αの小数部分.

� ρは複素共役.

� σb : ζn 7→ ζbn (0 < b < n, (b, n) = 1).

“線形代数”によって, Rohlrichの公式やColemanの公式を Γ(z) = · · · , Γp(z) = · · · の
形に出来る.

系 4.1. (1) Γ( a
n
) ≡ π1− a

n

∏
b

p(id, σb)
1
2
−⟨ab

n
⟩ mod Q×

(1 ≤ a < n).

(2) Γp(
a
n
) ≡ p

1
2
−a♭

n

∏
b

λ(id, σb)
1
2
−⟨a

♭b
n

⟩ mod µ∞ (1 ≤ a, a♭ < n, a ≡ pa♭ mod n, p ∤ n).

ただし
∫
γ
ηr,s ⇒ p(σ, τ)と “同様のルール”で λr,s ⇒ λ(σ, τ)を定める.

注意 4.2. 正確な定式化は以下の通り: 志村の周期記号の p進類似 pp(σ, τ)を用いて

P ( a
n
) :=

Γ( a
n
)π

1
2
− a

n
p

∏
b pp(id, σb)

1
2
−⟨ab

n
⟩

π1− a
n

∏
b p(id, σb)

1
2
−⟨ab

n
⟩
∈ (BcrisQp)

Q/µ∞

と定めたとき

(2’) Γp(
a
n
) ≡ p

1
2
−a♭

n
P ( a

n
)

Φ(P (a
♭

n
))

mod µ∞.

5 主結果 (去年)

命題 5.1. “Frobenius作用が p進連続的”であれば, 系 4.1-(2)の右辺が命題 2.3の 2条件
Eq. (1), Eq. (2)を満たす. とくに ∃c1, c2 s.t.

Γp(z) ≡ c
z− 1

2
1 c

z1+
1
2

2 p
1
2
−a♭

n

∏
b

λ(id, σb)
1
2
−⟨a

♭b
n

⟩ mod µ∞

が “Frobenius作用の明示的な計算なしで自動的に”従う.

証明の概略. 指数 1
2
− a

n
= Hurwitzゼータ値 ζ(0, a

n
)であり, これは倍数公式

d−1∑
k=0

ζ(0, z + k
d
) =

∞∑
n=0

(z + n
d
)−s|s=0 = ds

∞∑
n=0

(dz + n)−s|s=0 = ζ(0, dz)

を満たす.
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6 課題

6.1 p | nの場合
p | nのとき Fnは良い還元を持たず, モデルを取り替えて考える必要がある:

Φτ := Φdeg τ ⊗ τ ↷ H1
cris(F

′
n/Fp,Zp)⊗K ∼= H1

dR(F
′
n, K) ∼= H1

dR(Fn, K).

ここで

� F ′
nは良い還元をもち, Qpの分岐拡大体K上では Fnと同型.

� τ ∈ Gal(Qp/Qp) s.t. τ |Qur
p

= σdeg τ
p with deg τ ∈ Z.

Colemanはこの場合もΦτ の表現行列を計算した. “線形代数”で書き換えると以下の形に
なる.

系 6.1. 1 ≤ a < n, vp(
a
n
) < 0のとき

Γp(τ(
a
n
))

Γp(
a
n
)
≡

p(
a
n
−τ( a

n
))vp(

a
n
)P (τ( a

n
))

Φτ (P ( a
n
))

mod µ∞.

ただし

� τ( a
n
) =: b

n
⇔ τ ◦ σa = σb (1 ≤ a, b ≤ n, (n, ab) = 1).

� Γp(
a
n
) := expp

(
∂
∂s
ζp(s,

a
n
)|s=0

)
(vp(

a
n
) < 0).

研究テーマ:

� (z1, z2) ∈ {( an , τ(
a
n
)) | a

n
, τ} ⊂ Qp×Qp上の連続関数として左辺を関数等式で特徴づ

ける.

� 右辺がその関数等式を満たすことを示す.

� 両辺の一致を Frobenius作用の計算無しで導く.

(関川隆太郎氏, 吉崎彪雅氏との共同研究)

6.2 F 6= Qの場合
Q(ζn)/Q⇒ K/F , K: CM体, F : 総実体, K/F : アーベル拡大

� Fn ⇔ Fnのヤコビ多様体⇒虚数乗法を持つアーベル多様体

� Γ(z)⇒ 新谷-山本-吉田の不変量

� Γp(z)⇒ p進版 (加塩-吉田)

� p(σ, τ)⇒ 志村の周期記号
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� pp(σ.τ)⇒ p進版 (加塩-吉田, 加塩)

� Rohrlichの公式 ⇒ 吉田予想 (absolute CM-period symbol)

� Colemanの公式 ⇒ 加塩-吉田予想

� Hurwitzゼータ値の倍数公式⇒部分ゼータ関数の関数等式: F : 総実代数体, f ⊂ OF :
法に対し

Cf := {a ⊂ F | (a, f) = 1}
/
{(α) | α ≡ 1 mod∗ f}.

c ∈ Cfに付随する部分ゼータ関数

ζ(s, c) :=
∑

a∈c, a⊂OF

Na−s

は, 関数等式

φ : Cpf → Cf 3 c ⇒


ζ(s, c) =

∑
d∈φ−1({c})

ζ(s, d) (p | f),

ζ(s, c) = Np−sζ(s, cp−1) +
∑

d∈φ−1({c})

ζ(s, d) (p ∤ f)

を満たす. e,g., F = Q, c = (a) ∈ C(n) ⇒ ζ(s, c) = ζ(s, a
n
).

問題点:

� Gal(Q(ζn)/Q) ∼= C(n)
∼= (Z/nZ)× ⇔ { a

n
| 1 ≤ a ≤ n | (a, n) = 1} ⊂ Q ⊂ Qp

⇝ p進位相

⇒ ？？？
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