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平方剰余記号
a ∈ Z, 奇素数 pに対し(
a

p

)
2

:=


1 (a ≡ ∃b2 6≡ 0 mod p)

−1 (a 6≡ ∀b2 mod p)

0 (a ≡ 0 mod p)

⇔ a mod p ∈ (F×
p )

2,

⇔ a mod p ∈ F×
p − (F×

p )
2,

⇔ a mod p = 0, (Fp := Z/pZ).

F×
p ↠ F×

p /(F×
p )

2 ∼= {±1}, a mod p 7→ (ap )2は群準同型.

Eulerの規準: (ap )2 ≡ a
p−1
2 mod p.

Theorem (平方剰余の相互法則)

p, qを相異なる奇素数とする.

1 相互法則:
(
q
p

)
2
=

(
p∗

q

)
2
. ただし p∗ := (−1)

p−1
2 p.

2 第一補充法則:
(
−1
p

)
2
= (−1)

p−1
2 .

3 第二補充法則:
(
2
p

)
2
= (−1)

p2−1
8 .
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平方剰余記号 (が愛される理由)

Remark

Reciprocity Laws: From Euler to Eisenstein,
Springer Monogr. Math., 487 pp.

Proposition

1 fQ(
√
p∗) = dQ(

√
p∗) = p. とくにQ(ζp)/Q(

√
p∗)/Q (ζn := exp(2πin )).

2

Gal(Q(ζp)/Q) Gal(Q(
√
p∗)/Q)

(Z/pZ)× {±1}

σ 7→σ|Q(
√
p∗)

∼= ∼=
a mod p 7→

(
a
p

)
2

c.f.類体論 (F : 代数体, L/F : fin.ab. ⇒ Gal(L/F )が “良く分かる”)

∃fL (導手), ∃HfL (max.ray class field) s.t. HfL/L/F : fin.ab.

イデアル類群 ClfL
∼= Gal(HfL/F )

σ 7→σ|K↠ Gal(L/F ).
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q乗剰余記号
Definition (a ∈ Z, 素数 p, q s.t. p ≡ 1 mod q, p ∤ a)(

a

p

)
q

:=

{
1 (a mod p ∈ (F×

p )
q)

−1 (a mod p ∈ F×
p − (F×

p )
q).

p 6≡ 1 mod q ⇒ F×
p

x7→xq

∼= F×
p ⇒ F×

p = (F×
p )

q.

別流儀: Z[ζq] 3 α, 素元 πに対し((α
π

))
q
∈ {0} ∪ 〈ζq〉,

((α
π

))
q
:≡ α

N(π)−1
q mod π.

c.f. Eulerの規準: (ap )2 ≡ a
p−1
2 mod p.

準同型: (Z[ζq]/(π))× ↠ (Z[ζq]/(π))×/((Z[ζq]/(π))×)q ∼= 〈ζq〉.
p ≡ 1 mod q ⇒ NQ(ζq)/Q(∃πp) = p, Z[ζq]/(πp) = Z/(p) = Fp.

⇝ ∀α mod πp = ∃aα mod p,
(( α

πp

))
q
= 1 ⇔

(aα
p

)
q
= 1.

※ (ap )q, ((
α
π ))q はここだけの記号 ([ap ]q, (

α
π )q が一般的).
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q乗剰余記号
∃相互法則

((
α
β

))
q
=

((
β
α

))
q
·
∏

v(α, β)v. (省略)

冪乗剰余の第二補充法則:
(
q
p

)
q
= ？

q = 2の場合
F×
3 = {1, 2} > (F×

3 )
2 = {1} 63 2 ⇒

(
2
3

)
2
= −1.

F×
5 = {1, 2, 3, 4} > (F×

5 )
2 = {1, 4} 63 2 ⇒

(
2
5

)
2
= −1.

F×
7 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} > (F×

7 )
2 = {1, 2, 4} 3 2 ⇒

(
2
7

)
2
= 1.

q = 3, p ≡ 1 mod 3の場合
F×
7 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} > (F×

7 )
3 = {1, 6} 63 3 ⇒

(
3
7

)
3
= −1.(

3
13

)
3
= −1,

(
3
19

)
3
= −1,

(
3
31

)
3
= −1,

(
3
37

)
3
= −1,

(
3
43

)
3
= −1,

F×
61 = {1 ∼ 60} > (F×

61)
3 =

{
1, 3, 8, 9, 11, 20, 23, 24, 27, 28, 33,
34, 37, 38, 41, 50, 52, 53, 58, 60

}
3 3

⇒
(

3
61

)
3
= 1.
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q乗剰余記号

冪乗剰余の第二補充法則:
(
q
p

)
q
= ？

Eample ((2
p
)2 = 1となる p)

7,17,23,31,41,47,71,73,79,89,97,103,113,127,137, . . . ⇔ p ≡ ±1 mod 8.

※ (Z/8Z)× ∼= Gal(Q(ζ8)/Q)↠ Gal(Q(
√
2)/Q) ∼= {±1}, p 7→ (2p)2.

Eample (p ≡ 1 mod q, ( q
p
)q = 1となる p)

q = 3 61,67,73,103,151,193,271,307,367,439,499,523,547,577,613,619,643,
661,727,757,787,853,919,967,991,997,1009,1021,1093,1117,1249, . . .

q = 5 31,191,251,271,601,641,761,1091,1861,2381,2521,2621,2741,2851,
3061,3121,3461,3581,3631,3701,4001,4201,4261,4271,4421,4591, . . .

q = 7 43,281,1499,1583,2311,2423,2801,2857,2927,3067,3347,4159,4397,
5531,6217,6427,6917,7687,8443,8597,8737,8779,10501,10627, . . .
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主結果

Theorem

qは奇素数, pは p =

q−1∑
i=0

minq−1−i (m,n ∈ Z)の形の素数に限定する.

fq(x) :=

q∑
t=1

 ∑
1≤j,k,l≤q−1
k≡jl mod q

(−1)k
(
t

k

)
jl

 xt

t
∈ Z(q)[x].

このとき以下は同値.

1

(
q
p

)
q
= 1.

2 fq(
−n
m−n) ≡ 0 mod q2.

3 −n
m−n mod q2 ∈ Sq := {a− fq(a) mod q2 | a = 0, 1, . . . , q − 1}.
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主結果

Theorem

q ≥ 3, p =
∑q−1

i=0 m
inq−1−i, fq(x) =

∑q
t=1(

∑
k≡jl(−1)k

(
t
k

)
jl)x

t

t .(
q
p

)
q
= 1 ⇔ fq(

−n
m−n) ≡ 0 mod q2 ⇔ −n

m−n ∈ Sq := {a− fq(a) mod q2}.

Eample (p =
∑q−1

i=0 m
inq−1−i, ( q

p
)q = 1となる p)

q = 3 f3(x) = −x3 − 3x2 − 5x, S3 = {0, 1, 5},
p = 61, 67, 73, 103, 151, 193, 271, 307, 367, 439, 499, 523, 547, 577, . . .

q = 5 f5(x) = 4x5 − 15
4 x

4 − 25
3 x

3 − 15x2 − 29x, S5 = {0, 1, 2, 13, 24},
p = 31, 19141, 30941, 48871, 114641, 125591, 141961, 170101, . . .

q = 7 f7 = 69x7 + 28x6 + 42
5 x

5 − 21
4 x

4 − 56
3 x

3 − 77
2 x

2 − 83x,
S7 = {0, 1, 6, 17, 25, 33, 44},
p = 43, 10501, 3692053, 109894303, 115928821, 138520537, . . .
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主結果の条件: p =
∑q−1

i=0 m
inq−1−iに関する注意

Eample (p =
∑q−1

i=0 m
inq−1−i, ( q

p
)q = 1となる p)

q = 3 p = 61, 67, 73, 103, 151, 193, 271, 307, 367, 439, 499, 523, 547, 577, . . .

q = 5 p = 31, 19141, 30941, 48871, 114641, 125591, 141961, 170101, . . .

q = 7 p = 43, 10501, 3692053, 109894303, 115928821, 138520537, . . .

Eample (p ≡ 1 mod q, ( q
p
)q = 1となる p)

q = 3 61,67,73,103,151,193,271,307,367,439,499,523,547,577,613,619,643,
661,727,757,787,853,919,967,991,997,1009,1021,1093,1117,1249,. . .

q = 5 31,191,251,271,601,641,761,1091,1861,2381,2521,2621,2741,2851,
3061,3121,3461,3581,3631,3701,4001,4201,4261,4271,4421,4591,. . .

q = 7 43,281,1499,1583,2311,2423,2801,2857,2927,3067,3347,4159,4397,
5531,6217,6427,6917,7687,8443,8597,8737,8779,10501,10627,. . .
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関連する研究 (Euler予想, Feit-Thompson予想)

Theorem (Euler予想, Lehmerの定理)

p ≡ 1 mod 3 ⇒ 4p = L2 + 27M2と表せて
...

2

(
3
p

)
3
= 1 ⇔ M ≡ 0 mod 3.

...

Conjecture (Feit-Thompson予想)

相異なる素数 p, qに対し Φq(p) ∤ Φp(q). (Φq(x) =
∑q−1

i=0 x
iは円分多項式)

Remark
1 主結果 with q = 3 ⇔ Euler予想 2 .

2 Euler予想 2 ⇒ Feit-Thompson予想 with q = 3 and p 6≡ 8 mod 9.
(c.f. M. Le.)

3 高田氏の修士論文中で q = 5の場合＋α. (c.f. E. Lehmer, L. E.
Dickson, J. B. Muskat.)
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関連する研究 (Euler予想とその拡張)

Theorem (Euler予想, Lehmerの定理)

p ≡ 1 mod 3 ⇒ 4p = L2 + 27M2と表せて
1 (2p)3 = 1 ⇔ LM ≡ 0 mod 4 (⇔ M ≡ 0 mod 2).

2 (3p)3 = 1 ⇔ LM ≡ 0 mod 3 (⇔ M ≡ 0 mod 3).

3 (5p)3 = 1 ⇔ LM ≡ 0 mod 5.

4 (6p)3 = 1
?⇔ LM ≡ 0,±1 mod 12.

5 (7p)3 = 1 ⇔ LM ≡ 0 mod 7.

Theorem (E. Lehmer, L. E. Dickson, J. B. Muskat)

p ≡ 1 mod 5 ⇒


16p = x2 + 50u2 + 50v2 + 125w2

xw = v2 − 4uv − u2

x ≡ 1 mod 5
と表せて

(5p)5 = 1 ⇔ u ≡ 2v mod 5.
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証明の準備: Kummer理論, Lemmermeyerの手法
Theorem (Kummer理論)

q次巡回拡大 L/F (3 ζq)
L=F ( q

√
µ)

⇐⇒ 生成元 µ ∈ F×/(F×)q.

1 p ∤ qが L/F で不分岐 ⇔ vp(µ) ≡ 0 mod q.

2 p ∤ qが L/F で (完全)分解 ⇔ µ ∈ (L×
P)

q.

3 q | qが L/F で不分岐 ⇔ µ ≡ ∃ξq mod qqeq|(1−ζq) .

4 q | qが L/F で (完全)分解 ⇔ µ ≡ ∃ξq mod qqeq|(1−ζq)+1.

Lemmermeyerの手法 for Euler予想
( qp)q = 1

⇔ q
p−1
q ≡ 1 mod p

⇔ qがK/Qで分解
⇔ (1− ζq)がK(ζq)/Q(ζq)で分解
⇔ µ ≡ ∃ξq mod (1− ζq)

q+1.

Q(ζqp)

Q(ζp)

K(ζq)

K

Q(ζq)

Q

生成元
µ

q 次巡回
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証明の概略
Step1. Kummer理論 ⇒ 生成元の決定

µ =: ζ−n(m−n)∗
q

q−1∏
j=1

(m− nζjq )
j∗ ∈ Z[ζq] (a∗ :≡ a−1 mod q).

Step2. Lemmermeyerの手法 ⇒ 合同条件
( qp)q = 1 ⇔ µ ≡ ∃ξq mod (1− ζq)

q+1 ⇔ logq µ ≡ 0 mod (1− ζq)
q+1.

Step3. q進計算 ⇒ fq(x) =
∑q

t=1(
∑

k≡jl(−1)k
(
t
k

)
jl)x

t

t

logq µ = logq

(
ζ
−n(m−n)∗
q · ( −n

m−n)
(q−1)q

2 ·
∏q−1

j=1(1 +
n

m−n(1− ζjq ))j
∗
)

≡
∑

1≤j≤q−1

∑
1≤t≤q

−j∗( −n
m−n

(1−ζjq ))
t

t mod (1− ζq)
q+1

≡
∑

t,j,k

−(−1)kj∗(tk)(
−n

m−n
)tζjkq

t ≡ · · · ≡ (1− ζq)fq(
−n
m−n) mod (1− ζq)

q+1.

※ プロ研 2022 水戸さん (Lemmermeyer の手法 (?)) ⇒ プロ研 2022(?) 関川さん (Kummer 理論)
⇒ 2023年後期 高田さん-平川さん (問題提起) ⇒ プロ研 2023山本さんと相部屋 (計算方法の確立)

加塩朋和（東京理科大学） 冪乗剰余の第二補充法則に関して 3 月 19 日 16:00–16:50 13 / 17



証明の難所１
Step1. Kummer理論 ⇒ 生成元の決定

µ =: ζ
−n(m−n)∗
q

∏q−1
j=1(m− nζjq )j

∗ ∈ Z[ζq] (a∗ :≡ a−1 mod q).

Kummer理論
1 p ∤ qがK(ζq)/Q(ζq)で不分岐

⇔ vp(µ) ≡ 0 mod q.

3 q = (1− ζq) | qがK(ζq)/Q(ζq)で不分岐
⇔ µ ≡ ∃ξq mod qq.

Q(ζqp)

Q(ζp)

K(ζq)

K

Q(ζq)

Q

生成元
µq 次巡回

条件: p =
∑q−1

i=0 m
inq−1−i = NQ(ζq)/Q(m− nζq)

⇒ (m− nζjq ) | p ⇒ pqの外で不分岐.

pで不分岐 ⇐ 条件 3 ⇐ Step2, 3.

K(ζq)/Q: アーベル拡大 ⇒ 指数の決定.
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証明の難所２

Step2. Lemmermeyerの手法 ⇒ 合同条件
( qp)q = 1 ⇔ µ ≡ ∃ξq mod (1− ζq)

q+1⇔ logq µ ≡ 0 mod (1− ζq)
q+1.

自明な議論だと logq ξ
q = q logq ξ ∈ q(1− ζq) = (1− ζq)

q 止まり.

特殊事情： µ ≡ ±1 = (±1)q mod (1− ζq)
2.

A ≡ ζ mod (1− ζq)
e A≡ζ mod (1−ζq)2⇔ logq A ≡ 0 mod (1− ζq)

e

⇝ (⇐).

(⇒) では任意の ξが対象
⇝ Z[ζq]/(1− ζq)

q+1 ⊃ {“q乗元”} = · · · .
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証明の難所３

Step3. q進計算 ⇒ fq(x) =
∑q

t=1(
∑

k≡jl(−1)k
(
t
k

)
jl)x

t

t

logq µ ≡
∑

t,j,k

−(−1)kj∗(tk)(
−n

m−n
)tζjkq

t ≡ · · · ≡ (1− ζq)fq(
−n
m−n).

計算めっちゃ頑張る.
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まとめ
q ≥ 3, p =

∑q−1
i=0 m

inq−1−i, fq(x) =
∑q

t=1(
∑

k≡jl(−1)k
(
t
k

)
jl)x

t

t .(
q
p

)
q
= 1 ⇔ fq(

−n
m−n) ≡ 0 mod q2 ⇔ −n

m−n ∈ Sq := {a− fq(a) mod q2}.

条件: p =
∑q−1

i=0 m
inq−1−i = NQ(ζq)/Q(m− nζq).

Kummer-Lemmermeyer: ( qp)q = 1 ⇔ µ ≡ ∃ξq mod (1− ζq)
q+1

⇔ logq µ ≡ 0 mod (1− ζq)
q+1.

計算: logq µ ≡ (1− ζq)fq(
−n
m−n) mod (1− ζq)

q+1.

pの条件を弱められるか？(
l
p

)
q
(素数 l 6= q),

(
n
p

)
q
(合成数 n),

((
λ
π

))
q
(λ, π ∈ Z[ζq])では？

fq(x) =
∑q

t=1

(∑
1≤j,k,l≤q−1
k≡jl mod q

(−1)k
(
t
k

)
jl

)
xt

t v.s. ポリログ.
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