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あらすじ

1 円単数, Gauss和 ∈ Q(ζn)

(予想的)一般化 ⇒ Stark単数, Gross–Stark単数 ∈ “射類体”/総実体.
2 Chowla–Selberg, Rohrlichの公式: CM型 Abel積分の “超越数部分”

(予想的)一般化 ⇒ CM周期に関する吉田予想.
3 CM周期に関する吉田予想⇒ Stark単数の “代数性”.
4 p進周期環 3 “不変量”の構成, 絶対 Frobenius作用に関する予想

⇒ Stark予想の “相互法則部分”, Gross–Stark予想.
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円単数, Gauss和

円分体: Q(ζn) (ζn := e
2πi
n ), Q(ζn)

+ := Q(ζn + ζ−1
n ) = Q(cos(2πn )).

※ ガロア群 (Z/nZ)× ∼= Gal(Q(ζn)/Q), a mod n 7→ [σa : ζn 7→ ζan].

“円単数” ∈ 〈±1, ζan, ζ
a
n − 1 | 1 ≤ a ≤ n− 1〉 ∩ Z[ζn]×.

“Gauss和”
n−1∑
a=1

χ(a)ζan ∈ Q(ζnϕ(n)) (χ : (Z/nZ)× → C×).

※ 相互法則 (ガロア作用): σb

(
n−1∑
a=1

χ(a)ζan

)
= χ(b)−1

n−1∑
a=1

χ(a)ζan.

※ ノルム関係式: NQ(ζnl)/Q(ζn)(ζnl − 1) =

{
ζn − 1 (l | n)
(ζn − 1)1−σ−1

l (l - n)
.

⇒ (予想的)一般化: “Stark単数”, “Gross–Stark単数”.
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Stark単数, Gross–Stark単数 (rank 1 abelianの場合)

類体論 ～ Heckeの L関数, 部分ゼータ関数
F : 代数体, K/F : 有限次アーベル拡大, S ⊃ ram(K/F ) ∪ arch(F )

Artin (相互)写像: Art : {a ⊂ OF | (a, S) = 1}� Gal(K/F ).
eg. {a ∈ N | (a, n) = 1}� Gal(Q(ζn)/Q), a 7→ [σa : ζn 7→ ζan].
χ ∈ ̂Gal(K/F ), LS(s, χ) :=

∑
(a,S)=1

χ(Art(a))Na−s.

eg. χ : (Z/nZ)× = Gal(Q(ζn)/Q) → C×, L(s, χ) =
∑∞

k=1 χ(k)k
−s.

σ ∈ Gal(K/F ), ζS(s, σ) :=
∑

Art(a)=σ

Na−s =
∑

χ χ(a)−1LS(s,χ)

|Gal(K/F )| .

eg. σ = σa, Sn := {l | n∞}, ζSn(s, σa) =
∑

N3k≡a mod n k
−s.

ords=0LS(s, χ) =

{
|S| − 1 (χ = 1)
|{v ∈ S | χ(Gal(Kw/Fv)) = {1}}| (χ 6= 1)

.
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F : 代数体, K/F : 有限次アーベル拡大, S ⊃ ram ∪ arch, σ ∈ Gal(K/F ).
ζS(s, σ) :=

∑
ArtS(a)=σ Na−s. (eg. ζSn(s, σa) =

∑
N3k≡a mod n k

−s.)

Stark予想 (実素点)

F :総実, K ∃
↪→ R, |S| ≥ 2

⇒ “単数” ∃ε ∈ K× s.t. logσ(ε) = −2ζ ′S(0, σ), F (
√
ε)/F : アーベル拡大.

Gross–Stark予想 (Dasgupta–Darmon–Pollack, Dasgupta–Kakde–Ventullo)
F : 総実, K: CM, S ⊃ Sp, P/p: K/F で完全分解 (p | p)

⇒ ∃ε ∈ K: p-単数, ∃W ∈ N s.t.
{

log |σ(ε)|P = −Wζ ′S(0, σ),

logpNKP/Qp
σ(ε) = −Wζ ′S,p(0, σ).

各予想の仮定 ⇒ ζS(0, σ) = 0, ζS,p(0, σ) = 0.
“ε ∈ K× s.t. logσ(ε) = −2ζ ′S(0, σ)”

⇔ 相互法則: τ ∈ Aut(C), τ(exp(−2ζ ′S(0, σ))) = exp(−2ζ ′S(0, τ |Kσ)).
ノルム関係式は “自動的” (∵ LS(s, χ) =

∏
(p,S)=1(1−χ(p)Np−s)−1).
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Stark予想

F :総実, K ∃
↪→ R, |S| ≥ 2 ⇒ ∃ε ∈ K× s.t. logσ(ε) = −2ζ ′S(0, σ), . . . .

F = Q, K = Q(ζn)
+ = Q(ζn + ζ−1

n ) ↪→ R
(Z/nZ)× ∼= Gal(Q(ζn)/Q)� �

(Z/nZ)×/{±1} ∼= Gal(Q(ζn)
+/Q)

∈ ∈

±a 7→ σ±a

ζSn(s, σ±a) =
∑

N3k≡a mod n k
−s +

∑
N3k≡−a mod n k

−s.
d
ds [
∑

N3k≡a mod n k
−s]s=0 = log

(
Γ( an)(2π)

− 1
2n

n−2a
2n

)
. (Lerchの公式)

Γ(z)Γ(1− z) = π
sin(πz) . (Eulerの反射公式)

⇒ exp(−2ζ ′Sn
(0, σ±a)) = (2 sin(aπn ))2 = (ζan − 1)(ζ−a

n − 1).

“代数性”の証明 (ζnn = exp(2πin )n = exp(2πi) = 1)の一般化？？？
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Gross–Stark予想
F : 総実, K: CM, S ⊃ Sp, P/p: K/F で完全分解 (p | p)

⇒ ∃ε ∈ K: p-単数, ∃W ∈ N s.t.
{

log |σ(ε)|P = −Wζ ′S(0, σ),

logp NKP/Qp
σ(ε)

(?)
= −Wζ ′S,p(0, σ).

F = Q, K = Q(ζp−1), S := {l | p(p− 1)∞}
pはQ(ζp−1)で完全分解. (∵ p = 1 ∈ (Z/(p− 1)Z)× = Gal(K/F ))
ζ ′S(0, σa) = (12 − a

p−1) log p.
ζ ′S,p(0, σa) = logp Γp(

a
p−1). (Ferrero–Greenbergの公式)

⇒ g(ω−b) :=
∑

a ω
−b(a)ζap , ε := g(ω−1)p−1/p

p−1
2 , W = p− 1.

ω : (Z/pZ)× → Z×
p , ω(a) ≡ a mod p. (Teichmüller指標)

(?): “Gross–Koblitz の公式 g(ω−b) = −(−p)
b

p−1Γp(
b

p−1)” の一般化？？？

※ DDP: Λ-進尖点形式 ⇒ ガロア表現 ρ ⇒ κ := ρ′1,2 ∈ H1(GF , T ) s.t.
−ζ ′S,p(0, σ) ; κ|GFp

∈ H1(GFp , T )
cyc ; 〈logpN(σ(ε))〉 ⊂ H1(GFp , T ).
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CM周期
∮

dx
x = 2πi. ※ Gm(C) = C× ⊃ {z ∈ C× | |z| = 1}.

E : y2 = x3 − 1,
∫∞
1

dx
y = 2

−4
3 π−1Γ(13)

3, EndQ(E) = Q(
√
−3).

E : y2 = x3 − x,
∫ 0
−1

dx
y = 2

−3
2 π

−1
2 Γ(14)

2, EndQ(E) = Q(
√
−1).

EndQ(E) = Q(
√
−d), γ ⊂ E(C): 閉路 ⇒

∫
γ

dx
y ; π

1
2
∏

a Γ(
a
d)

wχ(a)
4h .

(∵ Chowla–Selbergの公式)
〈ζn〉 y Fn : x

n + yn = 1, γ: 閉路 ⇒
∫
γ x

r−1ys−ndx ;
Γ( r

n
)Γ( s

n
)

Γ( r+s
n

)
.

(Rohrlichの公式)
※ 一般の CM体K に対し, CMアーベル多様体の具体形は分からない

志村の周期記号: pK(σ, τ) ∈ C×/Q× (σ, τ : K ↪→ C) s.t.

〈K の CM周期全体 〉 = 〈pK(σ, τ) | σ, τ〉.

eg. pQ(
√
−d)(id, id) := π−1

∫
γ

dx
y mod Q× (EndQ(E) = Q(

√
−d)).
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吉田予想 (絶対CM周期予想)

志村の周期記号: pK(σ, τ) ∈ C×/Q×.
eg. pQ(

√
−d)(id, id) := π−1

∫
γ

dx
y mod Q× (EndQ(E) = Q(

√
−d)).

Conjecture (吉田予想 (改))
F : 総実, Cf: 狭義イデアル類群 modf∞, Art : Cf

∼= Gal(Hf/F ).
c ∈ Cf, X(c) :; d

ds [
∑

{z∈a−1|za∈c}/O×
F
z−s]s=0. (新谷領域, 多重 Γ関数)

exp(X(c)) ≡ πζ(0,c)pHf,CM

(
Art(c),

∑
c′∈Cf

ζ(0,c′)
[Hf:Hf,CM ]Art(c′)

)
mod Q×

.

d
ds [
∑

N3k≡a mod n k
−s]s=0 = log(Γ( an)(2π)

− 1
2n

n−2a
2n ). (Lerchの公式)

pQ(
√
−d)(id, id) ≡ π

1
2
∏

a Γ(
a
d)

wχ(a)
4h . (Chowla–Selbergの公式).

の一般化.
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Stark予想 vs 吉田予想

Conjecture (Stark予想)
F :総実, K ↪→ R, |S| ≥ 2 ⇒ ∃ε ∈ K× s.t. logσ(ε) = −2ζ ′S(0, σ), . . . .

Conjecture (吉田予想 (改))

exp(X(c)) ≡ πζ(0,c)pHf,CM

(
Art(c),

∑
c′∈Cf

ζ(0,c′)
[Hf:Hf,CM ]Art(c′)

)
mod Q×.

Theorem
吉田予想 (改) ⇒ Stark予想の仮定下で exp(ζ ′S(0, σ)) ∈ Q.

Proof.∏
Art(c)=σ

∏
ι : F ↪→R exp(X(ι(c)) = exp(ζ ′{v|f∞}(0, σ)). (新谷–吉田)

CM周期の単項関係式.

実はX(c) :; d
ds [
∑

{z∈a−1|za∈c}/O×
F
z−s]s=0の定義 (新谷公式の分解)が難.
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p進周期環と絶対 Frobenius作用

周期積分
∫
γ ω ∈ Cの p進類似:

∫
γ,p ω ∈ BdR (Fontaineの p進周期環)

H1
sing(X(C),Z)⊗ C

de Rham の同型∼= H1
dR(X/F )⊗F C

γ∗ ⊗
∫
γ ω ↔ ω ⊗ 1.

⇒ H1
sing(X(C),Z)⊗BdR

p 進 Hodge∼= H1
dR(X/F )⊗F BdR

γ∗ ⊗
∫
γ,p ω ↔ ω ⊗ 1.

⇒ [pK(σ, τ) : pK,p(σ, τ)] ∈ (C×/µ∞ ×B×
dR/µ∞)/Q×.

CM (虚数乗法) ⇒潜在的良還元⇒
∫
γ,p ω ∈ BcrisQ ⊂ BdR

τ ∈ Wcris := {τ ∈ GFp | τ |Fur
p

∈ FrZ}, Φτ := Frdeg τ ⊗ τ y BcrisQ.

Remark
難所は “代数的 Hecke指標に付随する rank 1のモチーフ”の理論で回避.
(Blasius, Schappacher)
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“不変量”の構成

X(c) :; d
ds [
∑

{z∈a−1|za∈c}/O×
F
z−s]s=0.

Xp(c) :; d
ds [
∑

{z∈a−1|za∈c}/O×
F
z−s の p進補間関数]s=0.

ただし F の p進位相と対応する素イデアル p | fのとき.

Definition (吉田予想 (改)の仮定下)
F : 総実, c ∈ Cfに対し Γ(c) ∈ (BcrisQ)Q/µ∞を

Γ(c) :=
exp(X(c))

πζ(0,c)pHf,CM
(Art(c),

∑
c′∈Cf

ζ(0,c′)
[Hf:Hf,CM ]Art(c′))

×
π
ζ(0,c)
p pHf,CM ,p(Art(c),

∑
c′∈Cf

ζ(0,c′)
[Hf:Hf,CM ]Art(c′))

expp(Xp(c))
.

で定める. ただし p - fのとき expp(Xp(c)) := 1とみなす.

※ [pK(σ, τ) : pK,p(σ, τ)], [exp(X(c)) : expp(Xp(c))]が well-def modµ∞.
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“不変量”の心
X(c) :; d

ds [
∑

{z∈a−1|za∈c}/O×
F
z−s]s=0.

Xp(c) :; d
ds [
∑

{z∈a−1|za∈c}/O×
F
z−s の p進補間関数]s=0.

Γ(c) := exp(X(c))

“CM 周期” · “p 進周期′′

expp(Xp(c))
∈ (BcrisQ)Q/µ∞ (p | f).

∏
Art(c)=σ

Γ(c) ≡

{
exp(ζ ′S(0, σ)) (S予想の設定)

1/ expp(ζ
′
S,p(0, σ)) (G–S予想の設定)

mod ker logp.

Proof.
CM周期の単項関係式⇒

∏
Art(c)=σ p∗(Art(c),

∑
c′

ζ(0,c′)
[Hf:Hf,CM ]Art(c′))

= p∗(σ,
∑

c′
ζS(0,Art(c′))
[Hf:Hf,CM ] Art(c′)) = 1.∏

Art(c)=σ

∏
ι : F ↪→R exp(X(ι(c))) = exp(ζ ′S(0, σ)). (新谷–吉田)∏

Art(c)=σ

∏
ι : F ↪→R expp(Xp(ι(c))) = expp(ζ

′
S,p(0, σ)). (修論)

ι 6= id ⇒ exp(X(ι(c))) = expp(Xp(ι(c))).
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予想式

Γ(c) := exp(X(c))

“CM 周期” · “p 進周期”
expp(Xp(c)) (p|f) または 1 (p-f) ∈ (BcrisQ)Q/µ∞.

Conjecture

1 p | fのとき, c ∈ Cf, τ ∈ Wcrisに対して

Φτ (Γ(c)) ≡ Γ(cτ c) mod µ∞.

ただし cτ ∈ Cf s.t. Art : Cf
∼= Gal(Hf/F ), cτ 7→ τ |Hf

.

2 p - fのとき, c ∈ Cf, τ ∈ Wcris, deg τ = 1に対して

Φτ (Γ(c)) ≡
π

ζS(0,c)

h
p∏

Cpf3c̃
mod f7→ pc∈Cf

expp(Xp(c̃))
Γ(pc) mod µ∞.

ただし πp ∈ F s.t. ph = (πp).
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主結果

Conjecture
1 p | fのとき Φτ (Γ(c)) ≡ Γ(cτ c) mod µ∞.

2 p - fのとき Φτ (Γ(c)) ≡
π

ζS(0,c)
h

p∏
Cpf3c̃

mod f
7→ pc∈Cf

expp(Xp(c̃))
Γ(pc) mod µ∞.

Theorem
1 Conjecture 1 ⇒ τ(exp(ζ ′S(0, σ))) ≡ exp(ζS(0, τ |Kσ)) mod µ∞.
2 Conjecture 2 ⇒ Gross–Stark予想.
3 F = Qなら Conjecture成立.

Proof.
1
∏

Art(c)=σ Γ(c) ≡ exp(ζ ′S(0, σ))) mod µ∞.
2 (Φτ )

“p の Cf での位数” = p-単数倍. (虚数乗法論)
3 次のスライド.
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主結果からの展望
Colemanの公式: Φτ y Fn : x

n + yn = 1 を具体的に計算.
Colemanの公式 (p | n, p - n) ⇒ Conjecture 1 , 2 (F = Q).
c.f. Coleman⇒ Gross–Koblitz ⇒ Gross–Stark予想 (F = Q).

※ 一般の場合の “具体的な計算”はムリ (?).
(別解)3 Γpの関数等式+ CM周期の単項関係式 + Φτ の p進連続性
⇒ Colemanの公式 (p - n)

expp(Xp(c)) ; p進多重 Γ関数 (?)の関数等式 + CM周期の単項関係式
+ Φτ の p進連続性 ? Colemanの公式の一般化 (?) ? Conjecture

(参加初回時)
3K., Note on Coleman’s formula for the absolute Frobenius on Fermat curves, Ann.

Inst. Fourier (Grenoble) 74 (2024), no. 3, 1229–1250; MR4770342
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予行練習中に思い付いたことのメモ

(別解)の Γpは森田の p進 Γ関数

Γp(z) := lim
N3n7→z

(−1)n
∏

1≤k≤n−1
p-k

k

で “不完全な関数等式”を満たす.
この “不完全な関数等式”は絶対 Frobenius作用 (cf. Φτ (Γ(c))/Γ(pc))
との相性が良かった.
一方で expp(Xp(c)) (p | f)は “完全な関数等式”を満たす (ので困っ
ていた).
一般化で対応するのは

∏
Cpf3c̃

mod f7→ pc∈Cf

expp(Xp(c̃))の部分 (!) これ

を一まとめにして “関数等式”を考える必要がある.
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