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プリント (arXiv:1706.03198) の紹介させて頂きました. 本稿はその報告集原稿です.

概 要
実素点に関する Stark 予想は, 多重ガンマ関数の積で Stark 単数と呼ばれる代数

的数を表す予想式を与える. この Stark 単数はある種の相互法則を満たすことも予想
されている. 一方で吉田予想は, 多重ガンマ関数の別の積で CM 周期と呼ばれる幾何
的不変量の超越数部分を表す予想式を与える. 筆者はこれまでに, Stark 予想の “代数
性部分” と吉田予想を, 一つの予想式に統一できることを発見している. 今回はこの
“Archimedean” な予想の下で, (p進Hodge理論の) p進周期環に値をとる不変量を構
成し, Stark 予想の “相互法則” の部分と, Stark予想の p 進類似 (Gross-Stark予想)
の両方を細分する予想を定式化する.

1 導入: フェルマー曲線と円単数 (とガウス和)

最初に, あまり知られていないと思われるが, 興味深い “別証明” を紹介したい: フェル
マー曲線 Fn : x

n + yn = 1 を使って, 以下の “代数性” を示すことができる.

Γ
(a
n

)
Γ

(
n− a

n

)
∈ πQ×

.(1)

ただし, Euler の反射公式
π

Γ( a
n
)Γ(1− a

n
)
= sin

aπ

n

より直ちに従う事実であるので, その別証明ということになる. 更に Euler の反射公式は
より多くの情報を含んでおり, この値は “円単数” に近いものであることも分かる.

“PROOF”. Fn 上の第二種微分形式 ηr,s := xrys−n dx
x

(1 ≤ r, s < n, r + s ̸= n) を考
える. Fn(C) 上の閉路 γ が

∫
γ
ηr,s ̸= 0 を満たすとき, Rohrlich の公式 [Gr, Theorem in

Appendix] により ∫
γ

ηr,s ≡
Γ( r

n
)Γ( s

n
)

Γ( r+s
n
)

mod Q×
(2)
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が分かる. 右辺はベータ関数

B
( r
n
,
s

n

)
:=

∫ 1

0

t
r
n (1− t)

s
ndt

と一致する. 一方でカップ積

∪ : H1(Fn)×H1(Fn) → H2(Fn) ∼= H1(Gm) (Lefschetz motive)

は環準同型であることより, 周期の単項関係式∫
γ

ηr,s ·
∫
γ′
ηn−r,n−s =

∫
γ∪γ′

ηr,s ∪ ηn−r,n−s ≡
∮
dx

x
= 2πi mod Q×

を導くことができる. 合わせてベータ関数の積の “代数性”

B
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n
,
s
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)
B
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n
,
n− s

n

)
∈ πQ×

(3)

を得る. 更に Γ 関数の有理点での特殊値はベータ関数の有理点での特殊値で表せる: 例
えば

B
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1

3
,
1
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)2

·B
(
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,
2

3

)
=

Γ(1
3
)4

Γ(4
3
)
= 3Γ

(
1

3

)3

.

このことにより (3) から (1) が従う (より詳細な議論は [Ka2] を参照).

筆者はこの “PROOF” の一般化を目指し, 以下のような研究を行ってきた: 吉田氏は
Rohrlich の公式 (2) の一般化にあたる予想 [Yo, Chap. III, Conjecture 3.9] を述べている.

一方で, Stark 予想の一部 (Conjecture 1) である “Stark 単数 u(σ) の代数性” は, 代数性
(1) の一般化を与えている. これらに対し

吉田予想の自然な改良が, 総実体上の Stark 単数の代数性 (u(σ) ∈ Q) を含む

ことを示した ([Ka3, Proposition 5.6]).

Rohrlich の公式の p 進類似として, Coleman の公式 [Co, Theorems 1.7, 3.13] がある.

これはフェルマー曲線上の絶対フロベニウス作用を p 進 Γ 関数で書き表したものであり,

ガウス和を, 同じく p 進 Γ 関数で表す Gross-Koblitz 公式の別証明への応用が知られて
いた. 別の応用として, 筆者は Coleman の公式から “円単数の相互法則”

σb

(
Γ( a

n
)Γ(n−a

n
)

π

)
≡

Γ(ab
n
)Γ(n−ab

n
)

π
mod µ∞(4)

を導けることを示した [Ka2, Corollary 7.6]. ここで µ∞ は 1 のべき根全体のなす群であ
り, σb ∈ Gal(Q/Q) は σb(ζn) = ζbn (ζn := e

2πi
n ) を満たす任意の元とする. この相互法則

(4) も, やはり Euler の反射公式より直ちに従うが,
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local な計算 (archimedean (Rohrlich の公式) + p-adic (Coleman の公式)) から
global なこと (円単数の “代数性 (1)” と “相互法則 (4)”) が導かれる

という点が興味深い.

プレプリント [Ka5] において, これらの結果の一般化にあたる予想を定式化できたの
で, その概要を本稿で報告したい. §2 では, 円単数の一般化にあたる Stark 単数 u(σ) と,

Rohrlich の公式の一般化にあたる吉田予想 (Conjecture 2) を紹介する. §3 では, Coleman

の公式の一般化にあたる予想式 (Conjecture 3) を紹介する. そして §4 では, Conjectures

2, 3 から “Stark 単数の相互法則”

τ(u(σ)) ≡ u(τσ) mod µ∞

が導かれることを紹介する. なお, 同プレプリントにおいて, 同じ Conjectures 2, 3 から
Gross-Koblitz 公式の一般化にあたる予想式 ([KY1, KY2]) が導かれることも示してある
が, 本稿では省略する.

2 Stark 予想と吉田予想

2.1 Stark 予想 (rank one abelian, 実素点の場合)

この小節では,代数体の有限次アーベル拡大 K/k と σ ∈ Gal(K/k)に付随する部分ゼー
タ関数

ζ(s, σ) :=
∑

(K/k
a )=σ

Na−s

を考える. ただし a は k の整イデアルで, K/k の導手と互いに素であり, アルチン記号(
K/k
∗

)
での像が σ と一致するもの全体を動く.

Conjecture 1 (Stark 予想 [St] の一部). k が総実体で, K が実素点 ρ : K ↪→ R を持つ
とき

u(σ) := exp(−2ζ ′(0, σ)) ∈ K (正確には ∈ ρ(K) ⊂ R)

であり, さらに “相互法則”

τ(u(σ)) = u(τσ) (σ, τ ∈ Gal(K/k))

を満たす (ただし K/k = Q/Q は例外). この u(σ) を Stark 単数 と呼ぶ.

Remark 1. Conjecture 1 の主張

u(σ) ∈ K, τ(u(σ)) = u(τσ) (σ, τ ∈ Gal(K/k))

は

u(σ) ∈ Q, τ(u(σ)) = u(τ |Kσ) (σ ∈ Gal(K/k), τ ∈ Gal(Q/k))

と同値である.
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Example 1. K/k = Q(ζn + ζ−1
n )/Q は予想の仮定を満たしている. このとき

Gal(Q(ζn + ζ−1
n )/Q) = {σ±a | ±a ∈ (Z/nZ)×}, σ±a(ζn + ζ−1

n ) := ζan + ζ−an

であり, 部分ゼータ関数は

ζ(s, σ±a) =
∑

N∋k≡±a mod n

k−s

というように Hurwitz ゼータ関数の和で書ける. よって Lerch の公式により

u(σ±a) := exp(−2ζ ′(0, σ±a)) =

(
2π

Γ( a
n
)Γ(n−a

n
)

)2

を得る. 特に §1 の “PROOF” は, 基礎体が Q のときの Stark 単数の代数性

u(σ±a) ∈ Q

の別証明となっている.

2.2 CM 周期 (Fn 上の積分
∫
γ ηr,s の一般化)

この小節では, CM 体 K と, その複素埋め込み σ, τ ∈ Hom(K,C) に対して定まる志村
の周期記号 [Shim, Theorem 32.5]

pK(σ, τ) ∈ C×/Q×

を考える. これは CM-type (K,Ξ) のアーベル多様体 A/Q と, K-固有な正則微分形式 ησ
(σ ∈ Ξ) に対して以下を満たす.

π
∏
τ∈Ξ

pK(σ, τ) ≡
∫
γ

ησ mod Q×
.

ただし γ は A(C) の閉路で
∫
γ
ησ ̸= 0 を満たすものを取る: 用語を簡単に説明すると

• K を CM 体とする. Q 上定義されたアーベル多様体 A が K ∼= End(A)⊗Z Q を満
たすとき, A は K の虚数乗法を持つ, という.

• アーベル多様体 A/Q が K の虚数乗法を持つとき K の (K = End(A)⊗Z Q を通し
ての) 各種コホモロジー群への作用が得られる. とくに H1

dR(A,C) への作用の分解
には K の 1 次元表現 (複素埋め込み) が全て一度ずつ現れ, H0(A,Ω1

A) にはその半
分が現れる:

K ↷ H1
dR(A,C) ∼= C[K:C] =

⊕
σ∈Hom(K,C) σ

∪ ∪
K ↷ H0(A,Ω1

A)
∼= C[K:C]/2 =

⊕
σ∈Ξ σ.

この Ξ = ΞA ⊂ Hom(K,C) を A の CM-type と呼ぶ.
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• 上の作用の分解で σ に含まれる (K が σ を通して作用する) 正則微分形式を ησ ∈
H0(A,Ω1

A) で表す.

Example 2. §1 の微分形式 ηr,s = xrys−n dx
x
は, r + s < n, (rs(r + s), n) = 1 のとき, (Fn

のヤコビ多様体の既約成分上の) Q(ζn)-固有な正則微分形式となる. このとき∫
γ

ηr,s ≡ π
∏
τ∈Ξr,s

pQ(ζn)(id, τ) mod Q×
, Ξr,s =

{
σb |

1≤b≤m, (b,n)=1

⟨ br
n
⟩+⟨ bs

n
⟩+⟨ b(n−r−s)

n
⟩=1

}
となる ([Yo, Chap. III, §2], [Ka5, §6]). ただし σb ∈ Gal(Q(ζn)/Q) を σb(ζn) := ζbn で定
める.

2.3 吉田予想

この小節では, §1 の “RROOF” の一般化に関する予想と結果を紹介する. k を総実体,

K/k を有限次アーベル拡大とする. 新谷氏 [Shin] は, 以下のような形の明示公式 (新谷公
式, Lerch の公式の一般化) を与えた: σ ∈ Gal(K/k) に対し

exp(ζ ′(0, σ)) = Barnes の多重ガンマ関数の特殊値の有限積×補正項.

更に吉田氏 [Yo] は, 以下のような新谷公式の “適切な分解” を発見した. 簡単のため k の
狭義類数 hk,+ が 1 の場合を考える. 実素点 ρ : k ↪→ R と, k×+/O×

k,+ (X+ は X の総正部
分を表す) の基本領域 D で新谷のコーン分解で得られるものに対し

exp(X(σ, ρ)) := exp

 d

ds

 ∑
z∈D∩Ok, (K/k

(z) )=σ

ρ(z)−s

 ∣∣∣∣
s=0

×補正項(5)

とおけば

exp(ζ ′(0, σ)) =
∏

ρ : k↪→R

exp(X(σ, ρ))

を満たす [Yo, Chap. III, (3.11)]. [
∑

· · · ]の部分は Barnesの多重ゼータ関数の有限和で書
くことができ, その結果 exp( d

ds
[
∑

· · · ]|s=0) は Barnes の多重ガンマ関数の有限積となる.

Remark 2. 厳密に言えば, [Yo] 等の各参考文献中での実際の定式化は, f を法とする ray

class group の元 c ∈ Cf に付随する部分ゼータ関数 ζ(s, c) :=
∑

a⊂Ok, a∈cNa
−s に対して

行われている. この場合 (hk,+ > 1 なら), ある z ∈ k+ に対し (z)a ∈ c となるイデアル a

を用いて

exp(X(c, ρ)) := exp

 d

ds

 ∑
z∈D∩a−1, (z)a∈c

ρ(z)−s

 ∣∣∣∣
s=0

×補正項

の形になる. 本稿では記号の節約のため, 少し修正して定式化している.
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定義 (5) は D (や Remark 2 の a) の取り方によるが, 単元倍を除いて, これらの取り方
には寄らないことが示せる:

exp(X(σ, ρ)) ∈ C×/ρ(O×
k )

Q.

吉田氏はこの不変量 exp(X(σ, ρ)) を用いて, 志村の周期記号の値を表す明示式を予想し
た. 以下はこの予想式を少し拡張したものである.

Conjecture 2 (吉田予想 [Yo, Chap. III, Conjecture 3.9] の拡張 [Ka3, Conjecture 5.5]).

K/k を上記の通りとする. K の最大 CM 部分体を KCM とおくとき

exp(X(σ, id)) ≡ πζ(0,σ)
∏

σ′∈Gal(K/k)

pKCM
(σ|KCM

, σ′|KCM
)

ζ(0,σ′)
[K:KCM ] mod Q×

.

K が CM 体を含まないときは (ζ(0, σ) = 0 なので), 右辺は 1 だと解釈する.

Theorem 1 ([Ka3, Proposition 5.6]). Conjecture 2は, Conjecture 1の代数性部分 (u(σ) ∈
Q) を含む.

証明は, §1 の “PROOF” と同様に行われる.

3 p 進周期
Coleman の公式は, H1

dR(Fn,Qp) 上の絶対フロベニウス作用の明示公式である. これは
具体的な基底 {ηr,s | 1 ≤ r, s < n, r + s ̸= n} に関する表現行列を直接計算したものであ
る. 一般に, 虚数乗法を持つアーベル多様体に対して, 同様の基底は明示的には書けない.

そこで筆者は

[CM 周期: p進周期 ] の形の “比”

を導入することにより, 基底に寄らない定式化を行った. その結果, 吉田予想の p 進的類
似であるにも関わらず (p 進でない) 多重ガンマ関数も定式化に必要になり, (p 進でない)

Stark 予想も巻き込むことになる.

Remark 3. 筆者は最近 Coleman の公式の一部に対し, 直接計算をしない別証明を与え
た ([Ka6]).

Fontaineの p進周期環 BdR に値をとる “p進積分”
∫
p,γ
η ∈ BdR が定義され (p進 Hodge

理論, [Bl1, Bl2, Fa, Fo1, Fo2, Ts]), さらに “自然な分解” により, p 進周期記号

pp,K(σ, τ) ∈ B×
dR/Q

×
s.t. πp

∏
τ∈Ξ

pp,K(σ, τ) ≡
∫
p,γ

ησ mod Q×
(σ ∈ Ξ)

を定義できる. さらに以下の性質を満たす.

6



Proposition 1 ([Ka5, §5.1]). (i) pK(σ, τ), pp,K(σ, τ) のそれぞれの値は, アーベル多様
体 A, 積分路 γ, 微分形式 ησ などの取り方によるが, これらは “同変的” である:

[pK(σ, τ) : pp,K(σ, τ)] ∈ (C× ×B×
dR)/(µ∞ × µ∞)Q×

.

すなわち “比” は well-defined となる (µ∞ は “分解操作” でべき根を取るときに起
きる不確定性).

(ii) Aは虚数乗法をもつので,潜在的に良い還元をもつ. よってWeil群W ⊂ Gal(Qp/Qp)

に付随する絶対フロベニウス作用∫
p,γ

η ∈ BcrisQp ↶ Φdeg τ ⊗ τ =: Φτ (τ ∈ W )

が考えられる. ただし Φ は p 進周期環 Bcris 上の絶対フロベニウスとする.

以下では再び k を総実体, K/k を有限次アーベル拡大とする. 埋め込み k ⊂ K ↪→ Q ↪→
C,Cp を固定し, k,K の p 進位相に対応する素イデアルをそれぞれ p,P とおき, K/k の
導手を condK/k で表す. 以下では簡単のため

p | condK/k

を仮定する.

Definition 1 ([Ka5, Definition 5]). Conjecture 2 が成立するという仮定の元,

Γ(σ) :=
exp(X(σ, id))

πζ(0,σ)
∏

σ′∈Gal(K/k)

pKCM
(σ|KCM

, σ′)
ζ(0,σ′)

[K:KCM ]

π
ζ(0,σ)
p

∏
σ′∈Gal(K/k)

pp,KCM
(σ|KCM

, σ′)
ζ(0,σ′)

[K:KCM ]

expp(Xp(σ, id))

∈ (BcrisQp)
Q/µ∞

とおく. ただし πp ∈ Bcris, expp(Xp(σ, id)) ∈ Qp は, それぞれ π, exp(X(σ, id)) の p 進類
似である.

Remark 4. (i) 吉田氏の定義は

X(σ, id) =
∑
z,v

log Γ(z,v) +
∑
a,b

a log b

の形 (z, a, b ∈ k, v は k 係数のベクトル). ただし

log Γ(z,v) :=
d

ds

∑
m∈Zr

≥0

(z +m · v)−s|s=0 (z ∈ R>0, v ∈ Rr
>0)
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は Barnes の多重ガンマ関数の対数 (の補正項部分を除いたもの) である. 同じ
z,v, a, b 達を用いて

Xp(σ, id) :=
∑
z,v

logp Γp(z,v) +
∑
a,b

a logp b

と定める. ただし

logp Γp(z,v) :=
d

ds

 ∑
m∈Zr

≥0

(z +m · v)−s

p 進補間

∣∣∣∣
s=0

は Barnes の多重ガンマ関数 (の対数) の p 進類似 ([Ka1]) である. この p 進補間に
仮定: p | condK/k が必要となる.

(ii) exp(X(σ, id)), expp(Xp(σ, id)) のそれぞれの値は D, a の取り方によるが, これらも
やはり “同変的” で, 以下の “比” が well-defined となる ([Ka5, §2.3]).

[exp(X(σ, id)) : expp(Xp(σ, id))] ∈ (C× × C×
p )/(µ∞ × µ∞)Q×

.

(iii) Conjecture 2 より exp(X(σ,id))

πζ(0,σ)
∏

σ′ pKCM
(σ|KCM

,σ′)
ζ(0,σ′)

[K:KCM ]

∈ Q ⊂ BcrisQp となる. 更に

Proposition 1-(i) と, この Remark の (ii) より, Γ(σ) 全体として modµ∞ で well-

defined になる.

Conjecture 3 ([Ka5, Conjecture 4]). k を総実体, K/k を有限次アーベル拡大とし, σ ∈
Gal(K/k), τ ∈ W ∩Gal(KP/kp) をとる.

(i) p | condK/k なら

Φτ (Γ(σ)) ≡ Γ(τσ) mod µ∞.

ただし右辺では τ ∈ Gal(KP/kp) ⊂ Gal(K/k) とみなす.

(ii) p ∤ condK/k の時は少し複雑: 定式化の概要は

Γ(σ) :=

exp(X(σ, id))π
ζ(0,σ)
p

∏
σ′∈Gal(K/k)

pp,KCM
(σ|KCM

, σ′)
ζ(0,σ′)

[K:KCM ]

πζ(0,σ)
∏

σ′∈Gal(K/k)

pKCM
(σ|KCM

, σ′)
ζ(0,σ′)

[K:KCM ]

に対して

Φτ (Γ(σ)) ≡ Γ
((

K/k
p

)
σ
)
· 補正項∏
σ̃∈Gal(K̃/k)

σ̃|K=(K/k
p )σ

expp(Xp(σ̃, id))

という形になる. ただし deg τ = 1 とし, K̃ ⊃ K を p | condK̃/k を満たすように
取る.
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4 主結果
Theorem 2 ([Ka5, Theorems 1, 2, 3, 4]). p ̸= 2 とする.

(i) k = Q の場合 Conjectures 2, 3 は, それぞれ Rohrlich の公式, Coleman の公式より
成立する.

(ii) k ̸= Q でも, K が Q 上アーベルで, かつ

• p が k/Q で惰性, または

• p が K/k で分岐

の場合に成立する.

(iii) Conjectures 2, 3 は, “Stark 単数の相互法則”

u(σ) ∈ Q, τ(u(σ)) ≡ u(τσ) mod µ∞ (σ ∈ Gal(K/k), τ ∈ Gal(Q/k))

を含む.

(iv) Conjecture 2を少し強めた仮定 ([Ka5, (35)])と, Conjecture 3-(ii)は, Gross-Koblitz

公式の一般化 [KY1, Conjecture A’] (= Gross-Stark 予想の精密化) も含む.

証明の概略. (i) はほぼ自明 (そうなるように定式化を行った).

(ii) は基礎体が Q の場合 (すなわち (i)) に帰着して示す. その際, 基礎体が Q, k の場合の
exp(X(σ, id)), expp(Xp(σ, id)) 達を結びつける必要がある. ここに L 関数間の関数等式

L(s, ψ) =
∏

χ∈ ̂Gal(K/Q)
χ|Gal(K/k)=ψ

L(s, χ) (ψ ∈ ̂Gal(K/k))(6)

とその p 進補間, 及び, 新谷公式とその p 進類似 ([Ka1]) を用いる. p, p に関する条件は,

関数等式 (6) を p 進補間する際, 補正項によるズレの影響をなくすために必要となる.

(iii) 代数性は Theorem 1 より従う. 複素共役 c をとる. このとき §1 の “PROOF” のカッ
プ積と同様の議論により, 積 Γ(σ)Γ(cσ) の周期部分が消えることが示せる:

Γ(σ)Γ(cσ) ≒ exp(X(σ, id)) exp(X(cσ, id))

expp(Xp(σ, id)) expp(Xp(cσ, id))
.

この右辺は, おおよそ Stark 単数と一致することを [Ka4] において示した:

exp(X(σ, id)) exp(X(cσ, id))

expp(Xp(σ, id)) expp(Xp(cσ, id))
≒ u(σ).

さらに Φτ は τ -semilinear (Φτ |Qp
= τ) なので, Conjecture 3 より

τ(u(σ)) ≒ Φτ (Γ(σ)Γ(cσ)) ≡ Γ(τσ)Γ(cτσ) ≒ u(τσ)
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を得る. これで p の分解群に対して題意が導けた. さらに p も動かすことで題意を得る.

(iv) (iii) の証明の複素共役をフロベニウスに置き換えて

(K/k
p ) の位数−1∏

i=0

Γ

((
K/k
p

)i
σ

)
に対して同様の議論を行う (ただし, 本稿ではきちんと定義していない, p ∤ condK/k の場
合の Γ(σ) を用いる).
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