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２次元デカルト座標



3基底ベクトル（デカルト座標）
鲿鲣鳣鳀座標鱳基底鳑鲧鳀鳣鱴場所鱰
鲍鲎鱟同鱝値鲗取鲐（微分鱜鱤鲎0）

x

y

<latexit sha1_base64="yZGFE8wSROXjFXYjCK+EVriZj8s="></latexit>ex

<latexit sha1_base64="AEivZ2h5/s184uiMeudDcMWmFtA="></latexit>ey

<latexit sha1_base64="yZGFE8wSROXjFXYjCK+EVriZj8s="></latexit>ex

<latexit sha1_base64="AEivZ2h5/s184uiMeudDcMWmFtA="></latexit>ey

<latexit sha1_base64="yZGFE8wSROXjFXYjCK+EVriZj8s="></latexit>ex

<latexit sha1_base64="AEivZ2h5/s184uiMeudDcMWmFtA="></latexit>ey

<latexit sha1_base64="yZGFE8wSROXjFXYjCK+EVriZj8s="></latexit>ex

<latexit sha1_base64="AEivZ2h5/s184uiMeudDcMWmFtA="></latexit>ey

<latexit sha1_base64="yZGFE8wSROXjFXYjCK+EVriZj8s="></latexit>ex

<latexit sha1_base64="AEivZ2h5/s184uiMeudDcMWmFtA="></latexit>ey

<latexit sha1_base64="yf9krG1GM9fqM5Jb1kiAwmHeddg="></latexit>

ex =(1, 0)

ey =(0, 1)

２次元

３次元 <latexit sha1_base64="kvHVahnJF72lZNQM5ijn/fMzhyM="></latexit>

ex =(1, 0, 0)

ey =(0, 1, 0)

ez =(0, 0, 1)



4

鳑鲧鳀鳣鱴基底鳑鲧鳀鳣鲗使鱨鱫展開鱬鱒鲐

x

y

<latexit sha1_base64="yZGFE8wSROXjFXYjCK+EVriZj8s="></latexit>ex

<latexit sha1_base64="AEivZ2h5/s184uiMeudDcMWmFtA="></latexit>ey

<latexit sha1_base64="yZGFE8wSROXjFXYjCK+EVriZj8s="></latexit>ex

<latexit sha1_base64="AEivZ2h5/s184uiMeudDcMWmFtA="></latexit>ey

基底ベクトルで展開

<latexit sha1_base64="d+xgdX7FmVFQmJY5PI9Jz7swhHs="></latexit>

A

<latexit sha1_base64="3ijU8KbgvfCX+Ok6pMiRCMmnkyM="></latexit>

Axex

<latexit sha1_base64="sfzCTOvDno+eYbM1FYAfbJvCSuc="></latexit>

Ayey
<latexit sha1_base64="CTfR8ifDBqrrMb5fv04j2RERzaQ="></latexit>yey

<latexit sha1_base64="iBlLpHTpt6/2BG6aGN9I04hCsj8="></latexit>xex

<latexit sha1_base64="DJ3e6bVqaDCjYZ76tkkLJ0OQu84="></latexit>r
位置鳑鲧鳀鳣（２次元）

<latexit sha1_base64="bNNtMQMMK3h5F/Hqe52SoKXfeDg="></latexit>

A = Axex +Ayey

<latexit sha1_base64="YVHBLF+Y80EzWfabKOV2+kBc4QA="></latexit>

r = xex + yey

鳑鲧鳀鳣場（２次元）



２次元極座標



6

�鱭� �鱬座標鲗指定鱞鲐�
・ �鱴原点鱐鲎鱳距離�

・ �鱴⾓度�

（x軸正鱳鱭鱘鲒鱬� ,�y軸鱽向鱐鱋鱭増加鱞鲐）

r θ
r
θ

θ = 0

x

y
極座標

<latexit sha1_base64="YFtMzfi6NHCvY4rgcHxPw2PRbGQ="></latexit>

r sin ✓

<latexit sha1_base64="6datasnnXSPA7/cLdftk4YkR1S8="></latexit>

r cos ✓

<latexit sha1_base64="EFNlL1ZnjZ4SdJg5Oy259CJKFNU="></latexit>r
<latexit sha1_base64="j+isJmL0SNamuoqvNN16yvp1z5w="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="ynq3r7Ji5uMOsPCBscWb0y/ZveI="></latexit>

x =r cos ✓

y =r sin ✓

鲿鲣鳣鳀座標鱭鱳関係（変換則）

（r�鱭θ鱰鱩鱉鱫解鱔鱭）
<latexit sha1_base64="2V5SSEHdcTZ/lzURNsTr1nB6rwU="></latexit>

r =
p

x2 + y2

✓ =arctan
y

x



7

極座標鱳基底鳑鲧鳀鳣鱴場所鱰鲍鲐�
・⻑鱚鱴１�
・向鱒鱑θ鱰鲍鲐�
 ・����鱴動径⽅向�
 ・����鱴�����鲗90度回転鱜鱤⽅向�
  （半径⼀定鱳円鱳接線⽅向鱬θ鱑増鱍鲐向鱒）�
・鲿鲣鳣鳀座標鱳基底鳑鲧鳀鳣鱬展開鱞鲐鱭

x

y
基底ベクトル（極座標）

<latexit sha1_base64="GSw8NrSRYGsjMTOQ6/4BC24aUcs="></latexit>er

<latexit sha1_base64="AkIj/Vdabdsjfk4hMaG7Ov05C2o="></latexit>e✓ <latexit sha1_base64="GSw8NrSRYGsjMTOQ6/4BC24aUcs="></latexit>er

<latexit sha1_base64="AkIj/Vdabdsjfk4hMaG7Ov05C2o="></latexit>e✓

<latexit sha1_base64="GSw8NrSRYGsjMTOQ6/4BC24aUcs="></latexit>er
<latexit sha1_base64="AkIj/Vdabdsjfk4hMaG7Ov05C2o="></latexit>e✓

<latexit sha1_base64="GSw8NrSRYGsjMTOQ6/4BC24aUcs="></latexit>er

<latexit sha1_base64="AkIj/Vdabdsjfk4hMaG7Ov05C2o="></latexit>e✓

<latexit sha1_base64="GSw8NrSRYGsjMTOQ6/4BC24aUcs="></latexit>er
<latexit sha1_base64="AkIj/Vdabdsjfk4hMaG7Ov05C2o="></latexit>e✓ <latexit sha1_base64="GSw8NrSRYGsjMTOQ6/4BC24aUcs="></latexit>er

<latexit sha1_base64="AkIj/Vdabdsjfk4hMaG7Ov05C2o="></latexit>e✓

<latexit sha1_base64="AkIj/Vdabdsjfk4hMaG7Ov05C2o="></latexit>e✓

<latexit sha1_base64="GSw8NrSRYGsjMTOQ6/4BC24aUcs="></latexit>er
<latexit sha1_base64="GSw8NrSRYGsjMTOQ6/4BC24aUcs="></latexit>er

<latexit sha1_base64="ur2NMa97WhZPU0riRreeaNAhBy0="></latexit>

er =cos ✓ex + sin ✓ey

e✓ =� sin ✓ex + cos ✓ey

内積鱴正規直交鱞鲐
<latexit sha1_base64="EbOD8rW/Rmfm5l60/zZwRrQ631g="></latexit>

er · er =1

e✓ · e✓ =1

er · e✓ =0



8極座標の基底ベクトルは微分される

<latexit sha1_base64="ur2NMa97WhZPU0riRreeaNAhBy0="></latexit>

er =cos ✓ex + sin ✓ey

e✓ =� sin ✓ex + cos ✓ey

<latexit sha1_base64="OM70FbN0qFWKoJqGhhnkhRLWRKg="></latexit>

@

@✓
er =

@

@✓
(cos ✓ex + sin ✓ey)

=� sin ✓ex + cos ✓ey

=e✓
<latexit sha1_base64="NYUiRFxvM9pB0A8HWtoooq3r2dI="></latexit>

@

@✓
e✓ =

@

@✓
(� sin ✓ex + cos ✓ey)

=� cos ✓ex � sin ✓ey

=� er

<latexit sha1_base64="xEBos8zhYLBmsFUNZVzezfiRfXc="></latexit>

@

@r
er =0

@

@r
e✓ =0

x

y

<latexit sha1_base64="GSw8NrSRYGsjMTOQ6/4BC24aUcs="></latexit>er
<latexit sha1_base64="AkIj/Vdabdsjfk4hMaG7Ov05C2o="></latexit>e✓

<latexit sha1_base64="GSw8NrSRYGsjMTOQ6/4BC24aUcs="></latexit> er

<latexit sha1_base64="AkIj/Vdabdsjfk4hMaG7Ov05C2o="></latexit>e✓

<latexit sha1_base64="GSw8NrSRYGsjMTOQ6/4BC24aUcs="></latexit> er

<latexit sha1_base64="AkIj/Vdabdsjfk4hMaG7Ov05C2o="></latexit>e✓

<latexit sha1_base64="alwc+nIfUi2Z3418GjO96EZNf84="></latexit>

@

@r
er = 0

@

@r
e✓ = 0

@

@✓
er = e✓

@

@✓
e✓ = �er

証明鱴鲿鲣鳣鳀座標鱬表鱜鱫鱐鲎微分鱞鲑鱵鱬鱒鲐



9極座標の位置ベクトル

x

y

<latexit sha1_base64="GSw8NrSRYGsjMTOQ6/4BC24aUcs="></latexit>er
<latexit sha1_base64="AkIj/Vdabdsjfk4hMaG7Ov05C2o="></latexit>e✓

位置鳑鲧鳀鳣 鱴� �鱰鱏鱖鲐 �鱭同鱝向鱒（図鱐鲎鲔鱐鲐）(r, θ)

<latexit sha1_base64="G8PggQFhFXkZJsugAWX5zOjcsIc="></latexit>r

<latexit sha1_base64="GSw8NrSRYGsjMTOQ6/4BC24aUcs="></latexit>er
<latexit sha1_base64="K77Yqh/CPgD02f/DhwKLNzXAdnY="></latexit>r

<latexit sha1_base64="N9KLa27lQ2c3Bny90Vj7spIMGbg="></latexit>r = rer
(注意)� �鱳情報鱴右辺鱳� �鱑持鱨鱫鱉鲐�( �鱴� �鱳関数鱥鱐鲎)θ ⃗er ⃗er θ



10極座標の位置ベクトルの微分

x

y

<latexit sha1_base64="GSw8NrSRYGsjMTOQ6/4BC24aUcs="></latexit>er
<latexit sha1_base64="AkIj/Vdabdsjfk4hMaG7Ov05C2o="></latexit>e✓

位置鳑鲧鳀鳣 鱴� �鱰鱏鱖鲐 �鱭同鱝向鱒(r, θ)

<latexit sha1_base64="G8PggQFhFXkZJsugAWX5zOjcsIc="></latexit>r

<latexit sha1_base64="GSw8NrSRYGsjMTOQ6/4BC24aUcs="></latexit>er
<latexit sha1_base64="K77Yqh/CPgD02f/DhwKLNzXAdnY="></latexit>r

<latexit sha1_base64="N9KLa27lQ2c3Bny90Vj7spIMGbg="></latexit>r = rer

<latexit sha1_base64="9rH9iH/FSCWxta4ew5vufinS1u0="></latexit>

偏微分鱞鲐鱭

<latexit sha1_base64="9rH9iH/FSCWxta4ew5vufinS1u0="></latexit>

<latexit sha1_base64="EyapU1S6xtwELOebXYf7Ja/eP4A="></latexit>

<latexit sha1_base64="eogY9v1CcKhRbWdGdUl7UibCYnE="></latexit>

= 0<latexit sha1_base64="eogY9v1CcKhRbWdGdUl7UibCYnE="></latexit>

= 0

<latexit sha1_base64="kJYApuxvofP46qVlhT7CTo7vIOU="></latexit>

@

@r
r =

@

@r
(rer)

=
@r

@r
er + r

@

@r
er

=er

<latexit sha1_base64="DLiU6O5uZ4++xArHcGHPa1ALF4k="></latexit>= e✓

<latexit sha1_base64="G5rfOqfG4PQTPlBs3d1HAFEwwow="></latexit>

@

@✓
r =

@

@✓
(rer)

=
@r

@✓
er + r

@

@✓
er

=re✓

<latexit sha1_base64="tJRrvw22UAI7GVCScM35NDcL6TY="></latexit>

dr =dr
@r

@r
+ d✓

@r

@✓
=er dr + e✓r d✓

全微分



11極座標のベクトル場
位置 鱰鱏鱖鲐鳑鲧鳀鳣場 鲗  ��鱭書鱔

x

y

<latexit sha1_base64="GSw8NrSRYGsjMTOQ6/4BC24aUcs="></latexit>er
<latexit sha1_base64="AkIj/Vdabdsjfk4hMaG7Ov05C2o="></latexit>e✓

<latexit sha1_base64="G8PggQFhFXkZJsugAWX5zOjcsIc="></latexit>r

<latexit sha1_base64="akLFjYi91v+utnGQh2bEtTm6JCY="></latexit>

A

<latexit sha1_base64="AlrWA6PSGZHU/7LRfRbHRCFl/9M="></latexit>

Arer

<latexit sha1_base64="csyJMs+BgdSOHUIKtc5ozg9zDxo="></latexit>

A✓e✓

<latexit sha1_base64="AMA8afMtsaMGc9GywlwqEbbeEeE="></latexit>

A<latexit sha1_base64="C/baFadcV8Ie7OZa5Gw2njn8X+k="></latexit>r
<latexit sha1_base64="gsrQZIsp8/5z17a8wnWhnei2Lj8="></latexit>

A(r)

鱴基底鳑鲧鳀鳣鱬展開鱬鱒鲐
<latexit sha1_base64="gsrQZIsp8/5z17a8wnWhnei2Lj8="></latexit>

A(r)
<latexit sha1_base64="lIaGMnZ4YpvZuAYa6Tqx4BCirfw="></latexit>

A(r) =Ax(r)ex +Ay(r)ey

=Ar(r)er +A✓(r)e✓

（鲿鲣鳣鳀座標鱬展開鱜鱤場合）

（極座標鱬展開鱜鱤場合）

<latexit sha1_base64="fs7buOFN0BGxOajRFPq2OSY+kv0="></latexit>

Ar =er ·A
=er · (Axex +Ayey)

=Axer · ex +Ayer · ey)
=Ax cos ✓ +Ay sin ✓

極座標鱳成分鱭鲿鲣鳣鳀座標鱳成分鱳関係

（引数鱳���鱴書鱔鱭煩雑鱯鱳鱬省略鱜鱤）<latexit sha1_base64="C/baFadcV8Ie7OZa5Gw2njn8X+k="></latexit>r

<latexit sha1_base64="FpDHxY1mavLw/7E6VSe7N7nv+Yo="></latexit>

A✓ =e✓ ·A
=e✓ · (Axex +Ayey)

=Axe✓ · ex +Aye✓ · ey)
=�Ax sin ✓ +Ay cos ✓



12物理での使用例：極座標における速度と加速度

x

y

<latexit sha1_base64="GSw8NrSRYGsjMTOQ6/4BC24aUcs="></latexit>er
<latexit sha1_base64="AkIj/Vdabdsjfk4hMaG7Ov05C2o="></latexit>e✓

�鱭� �鱴時間鱳関数r θ

<latexit sha1_base64="G8PggQFhFXkZJsugAWX5zOjcsIc="></latexit>r
<latexit sha1_base64="9iJBtVQRg06X7m2U/W4u/sPM7AU="></latexit>

der
dt

=
dr

dt

@er
@r

+
d✓

dt

@er
@✓

=✓̇e✓

<latexit sha1_base64="mJCrnRqs5XRqwKL2A3XpAFa0O+c="></latexit>

de✓
dt

=
dr

dt

@e✓
@r

+
d✓

dt

@e✓
@✓

=� ✓̇er

基底鳑鲧鳀鳣鱳時間微分

位置鳑鲧鳀鳣鱳時間微分
<latexit sha1_base64="Al5yOZoOhgzXi3FtTgQLWigH/Cw="></latexit>

dr

dt
=

d

dt
(rer)

=ṙer + r
der
dt

=ṙer + r✓̇e✓

加速度
<latexit sha1_base64="osMAxf/Sc0YJD7nL+KIMqbmgqZ4="></latexit>

d2r

dt2
=

d

dt

⇣
ṙer + r✓̇e✓

⌘

=r̈er + ṙ✓̇e✓ + ṙ✓̇e✓ + r✓̈e✓ � r✓̇2er

=
⇣
r̈ � r✓̇2

⌘
er + (2ṙ✓̇ + r✓̈)e✓

=
⇣
r̈ � r✓̇2

⌘
er +

1

r

d(r2✓̇)

dt
e✓

動径⽅向鱭θ⽅向鱳速度鱑出鱫鱔鲐
運動⽅程式鱰鱜鱤鱭鱒鱰外向鱒鱳⼒鱰鱯鲐部分

<latexit sha1_base64="EyapU1S6xtwELOebXYf7Ja/eP4A="></latexit>



13変換則
鲿鲣鳣鳀座標鱐鲎極座標鱽鱳変換則鱴⾏列鲗使鱋鱭綺麗鱰書鱖鲐

<latexit sha1_base64="ynq3r7Ji5uMOsPCBscWb0y/ZveI="></latexit>

x =r cos ✓

y =r sin ✓

座標鱳微少量
<latexit sha1_base64="VwCCJSxhBZbW2RkZnKA4qUkPmTM="></latexit>

dx =d(r cos ✓) = dr cos ✓ � r d✓ sin ✓

dy =d(r sin ✓) = dr sin ✓ + r d✓ cos ✓

x鱭y鲗r鱭θ鱳関数鱭鲄鱯鱜鱫全微分

<latexit sha1_base64="UtfXcrez5UrM0dMCuCKTCwzfSAU="></latexit>✓
dx
dy

◆
=

✓
cos ✓ � sin ✓
sin ✓ cos ✓

◆✓
dr
r d✓

◆
⾏列鲗使鱨鱫書鱖鲐

<latexit sha1_base64="nLpCStXCJbZjglKykDrXBuoS55M="></latexit>✓
dr
r d✓

◆
=

✓
cos ✓ sin ✓
� sin ✓ cos ✓

◆✓
dx
dy

◆

逆⾏列鲗左鱐鲎鱐鱖鲐鱭�dr�鱭��r�dθ�鱰鱩鱉鱫解鱖鲐
変換鱳時鱰出鱫鱒鱤⾏列鱴直交⾏列
（転置⾏列鱑逆⾏列鱰⼀致）

<latexit sha1_base64="ohhVWOSloukT6C/dg90DDY43Rhg="></latexit>

R(✓) =

✓
cos ✓ sin ✓
� sin ✓ cos ✓

◆

<latexit sha1_base64="vxFJ8/m4IOvhZITloIIV4JqZHBY="></latexit>

R�1(✓) =

✓
cos ✓ � sin ✓
sin ✓ cos ✓

◆



14変換則
<latexit sha1_base64="ur2NMa97WhZPU0riRreeaNAhBy0="></latexit>

er =cos ✓ex + sin ✓ey

e✓ =� sin ✓ex + cos ✓ey

<latexit sha1_base64="meuqMulzvFeJB3RZelUs088qd/4="></latexit>✓
er
e✓

◆
=

✓
cos ✓ sin ✓
� sin ✓ cos ✓

◆✓
ex
ey

◆
= R(✓)

✓
ex
ey

◆

<latexit sha1_base64="sMH0K6COPvvwM3ufG/6m5/2a5kE="></latexit>✓
ex
ey

◆
=

✓
cos ✓ � sin ✓
sin ✓ cos ✓

◆✓
er
e✓

◆
= R�1(✓)

✓
er
e✓

◆

⾏列鲗使鱨鱫書鱖鲐

逆⾏列鲗左鱐鲎鱐鱖鲐

基底鳑鲧鳀鳣

鳑鲧鳀鳣場鱳成分

<latexit sha1_base64="2IH9W/OQ2r7rd0PxT/x3RrZXrsk="></latexit>✓
Ax

Ay

◆
=

✓
cos ✓ � sin ✓
sin ✓ cos ✓

◆✓
Ar

A✓

◆
= R�1(✓)

✓
Ar

A✓

◆<latexit sha1_base64="eeSP8VBR4alYjuewCsOtQJjhPhI="></latexit>✓
Ar

A✓

◆
=

✓
cos ✓ sin ✓
� sin ✓ cos ✓

◆✓
Ax

Ay

◆
= R(✓)

✓
Ax

Ay

◆
同様鱰鲉鲑鱵以下鱑鲔鱐鲐



15極座標の偏微分
<latexit sha1_base64="8vD3ZoazrssDaXTIv6P17ImEgtk="></latexit>

@

@r
=
@x

@r

@

@x
+

@y

@r

@

@y

=cos ✓
@

@x
+ sin ✓

@

@y

<latexit sha1_base64="9kse6qPOo+xyvmfK0yNrPV6tHAQ="></latexit>

@

@✓
=
@x

@✓

@

@x
+

@y

@✓

@

@y

=� r sin ✓
@

@x
+ r cos ✓

@

@y

<latexit sha1_base64="zYBKSPclaoZoHJPhULfx2UFnNNc="></latexit>



@

@r

1

r

@

@✓




=

(
cos ✓ sin ✓
� sin ✓ cos ✓

)




@

@x

@

@y




⾏列鲗使鱨鱫書鱖鲐

逆⾏列鲗左鱐鲎鱐鱖鲐鱭�dr�鱭��r�dθ�鱰鱩鱉鱫解鱖鲐

<latexit sha1_base64="mJzlAQQ2o2E1vpWJyu8IzJrAsS4="></latexit>



@

@x

@

@y




=

(
cos ✓ � sin ✓
sin ✓ cos ✓

)




@

@r

1

r

@

@✓







16変換則まとめ

<latexit sha1_base64="meuqMulzvFeJB3RZelUs088qd/4="></latexit>✓
er
e✓

◆
=

✓
cos ✓ sin ✓
� sin ✓ cos ✓

◆✓
ex
ey

◆
= R(✓)

✓
ex
ey

◆

<latexit sha1_base64="eeSP8VBR4alYjuewCsOtQJjhPhI="></latexit>✓
Ar

A✓

◆
=

✓
cos ✓ sin ✓
� sin ✓ cos ✓

◆✓
Ax

Ay

◆
= R(✓)

✓
Ax

Ay

◆

<latexit sha1_base64="zYBKSPclaoZoHJPhULfx2UFnNNc="></latexit>



@

@r

1

r

@

@✓




=

(
cos ✓ sin ✓
� sin ✓ cos ✓

)




@

@x

@

@y





<latexit sha1_base64="nLpCStXCJbZjglKykDrXBuoS55M="></latexit>✓
dr
r d✓

◆
=

✓
cos ✓ sin ✓
� sin ✓ cos ✓

◆✓
dx
dy

◆



17２次元極座標のナブラ演算子(1/3)
<latexit sha1_base64="8uNb3t0g2i7cMAdEsA69LtNV038="></latexit>

∇ =ex
@

@x
+ ey

@

@y

=er
@

@r
+ e✓

1

r

@

@✓

（鲿鲣鳣鳀座標鱬展開鱜鱤場合。�鱘鲑鱬鳂鳎鳡演算⼦鲗定義）

（極座標鱬展開鱜鱤場合。鱘鲑鱴上鱳式鱐鲎導鱖鲐）

鳂鳎鳡演算⼦鱴３次元鱬鲍鱔使鱋鱑練習鱭鱜鱫２次元鱳鲇鱳鲗考鱍鱫鲄鲐

極座標表⽰鱳導出鱉鱔鱩鱐鲉鲏⽅鱑鱇鲐（次鳒鱅鲰）

注意�基底鳑鲧鳀鳣鱴必鱟偏微分鱳記号鱳左
基底鳑鲧鳀鳣鱑偏微分鱳記号鱳右側鱰鱇鲐鱭，基底鳑鲧鳀鳣鲇微分鱚鲑鲐鱳鱬上記鱳鳂鳎鳡演算⼦鱭⼀致鱜鱯鱉

<latexit sha1_base64="z551nYRx0cA/ovF9Tw+TaymkxWI="></latexit>

@

@r
er +

1

r

@

@✓
e✓ =er

@

@r
+

@er
@r

+
1

r
e✓

@

@✓
+

1

r

@e✓
@✓

=er
@

@r
+

1

r
e✓

@

@✓
− 1

r
er

"=er
@

@r
+ e✓

1

r

@

@✓



18２次元極座標のナブラ演算子(2/3)
(証明１)�変換則鲗使鱨鱫地道鱰計算鱞鲐

<latexit sha1_base64="BonGbopcHjCfCVScnlJgEi9dzQ0="></latexit>

ex
@

@x
+ ey

@

@y
=(cos ✓er � sin ✓e✓)

✓
cos ✓

@

@r
� sin ✓

1

r

@

@✓

◆
+ (sin ✓er + cos ✓e✓)

✓
sin ✓

@

@r
+ cos ✓

1

r

@

@✓

◆

= · · ·

=er
@

@r
+ e✓

1

r

@

@✓

•展開鱞鲐鱭８鱩項鱑出鱫鱔鲐鱑鲀鱭鲘鱮鱑逆符号鱬打鱦消鱜合鱋�

•残鲏鱴� �鲗使鱨鱫整理鱞鲐cos2 θ + sin2 θ = 1



19２次元極座標のナブラ演算子(3/3)
(証明２)�鲱鲣鳡鱅場鱳全微分鱭鳂鳎鳡鱳関係鲗使鱋

<latexit sha1_base64="q7FVMTdPSsCLFOprt3uTrCfzsFo="></latexit>

d� =
@�

@x
dx+

@�

@y
dy = ∇� · dr鲿鲣鳣鳀座標鱥鱭

<latexit sha1_base64="9rH9iH/FSCWxta4ew5vufinS1u0="></latexit>

成分鲗使鲔鱯鱉鱬書鱉鱤鳑鲧鳀鳣鱳式鱴座標系鱰鲍鲎鱟鱰成鲏⽴鱩

極座標鱥鱭
<latexit sha1_base64="dQ1mE9xCXu70tpZ12vduCDfgFp8="></latexit>

d� =
@�

@r
dr +

@�

@✓
d✓ = ∇� · dr

<latexit sha1_base64="cHiaAUcH37HpKPnnRJDJZchNVS0="></latexit>

dr = dr er + r d✓ e✓

<latexit sha1_base64="mniYceBWjRwPEnBAFtSNjeMbbcU="></latexit>

=

✓
@�

@r
er +

@�

@✓
e✓

◆
· (er dr + e✓ d✓)

=

✓
@�

@r
er +

1

r

@�

@✓
e✓

◆
· (er dr + e✓r d✓)

<latexit sha1_base64="9rH9iH/FSCWxta4ew5vufinS1u0="></latexit> 位置鳑鲧鳀鳣鱳微分鱰鱯鲐鲍鱋鱰式変形鱞鲐<latexit sha1_base64="9rH9iH/FSCWxta4ew5vufinS1u0="></latexit>

<latexit sha1_base64="9rH9iH/FSCWxta4ew5vufinS1u0="></latexit> <latexit sha1_base64="9rH9iH/FSCWxta4ew5vufinS1u0="></latexit>

<latexit sha1_base64="xuzEcNs7DPTIkbNIgR9CSbwRqFU="></latexit>

= dr<latexit sha1_base64="8jjA65JeXfgCp8etQD0vmT/BQ0g="></latexit>

<latexit sha1_base64="WVORjLBSLhJoRaE7alXZ+fp/O/w="></latexit>

= ∇�

鲱鲣鳡鱅場鱳全微分鲗計算鱜鱫結果鲗⽐較鱞鲐鱘鱭鱬
<latexit sha1_base64="w6SshvAgkKWclhdqPiKtTtTefYs="></latexit>

∇ = er
@

@r
+ e✓

1

r

@

@✓
鱭鲔鱐鲐



20２次元極座標の勾配と発散とラプラシアン
勾配

<latexit sha1_base64="RYTRYPGz+j0t/8BqdWOzlZVep+8="></latexit>

∇� = er
@�

@r
+ e✓

1

r

@�

@✓
<latexit sha1_base64="Qo82VPqq9846Z950D1Sm1EExAvU="></latexit>

∇ ·A =
1

r

@

@r
(rAr) +

1

r

@A✓

@✓
発散

•勾配鱳導出鱴鱞鱬鱰鲉鱨鱤（前鱳鳒鱅鲰）�
•発散鱭鳡鳏鳡鲯鲚鳫鱳導出鱴次鳒鱅鲰鱐鲎�
•３次元鱳回転鱰対応鱞鲐鳑鲧鳀鳣鱴鱯鱉（対応鱞鲐鲱鲣鳡鱅鱴作鲑鲐）

<latexit sha1_base64="zmV25nHOyEZ5Z1yqkY8zOfH9YUc="></latexit>

∇2� =
1

r

@

@r

✓
r
@�

@r

◆
+

1

r2
@2�

@✓2
鳡鳏鳡鲯鲚鳫



21２次元極座標の発散（1/2）
鲿鲣鳣鳀座標鱬次鱬定義

<latexit sha1_base64="0Pm86Napp0x8HUPJ/f1E5phnM9o="></latexit>

∇ ·A =
@Ax

@x
+

@Ay

@y

変換則鲗使鱨鱫右辺鲗計算鱞鲐，鱇鲐鱉鱴鳂鳎鳡演算⼦鱭鳑鲧鳀鳣場鱳極座標表⽰鲗使鱨鱫左辺鲗計算鱞鲐鱘鱭鱬，
極座標表⽰鱬鱳発散鱑次鱬鱇鲐鱘鱭鱑⽰鱠鲐

<latexit sha1_base64="0hwmAHTxUJuWGm8QXl6enek1DXc="></latexit>

∇ ·A =
@Ar

@r
+

1

r
Ar +

1

r

@A✓

@✓

=
1

r

@

@r
(rAr) +

1

r

@A✓

@✓



22２次元極座標の発散（2/2）
<latexit sha1_base64="PW+eT1Ydrd0M+VE5F6y91jl6lAA="></latexit>

@Ax

@x
+

@Ay

@y
=

✓
cos ✓

@

@r
� sin ✓

1

r

@

@✓

◆
(cos ✓Ar � sin ✓A✓) +

✓
sin ✓

@

@r
+ cos ✓

1

r

@

@✓

◆
(sin ✓Ar + cos ✓A✓)

= · · ·

（証明⽅法鱢鱳１）変換則鱬計算

<latexit sha1_base64="qt8mDaHR4e/Lb+3GpZ/jLppRM2M="></latexit>

∇ ·A =

✓
er

@

@r
+

1

r
e✓

@

@✓

◆
· (Arer +A✓e✓)

=er ·
✓
@Ar

@r
er +Ar

@er
@r

+
@A✓

@r
e✓ +A✓

@e✓
@r

◆
+

1

r
e✓ ·

✓
@Ar

@✓
er +Ar

@er
@✓

+
@A✓

@✓
e✓ +A✓

@e✓
@✓

◆

=
@Ar

@r
+

1

r

✓
Ar +

@A✓

@✓

◆

（証明⽅法鱢鱳２）鳂鳎鳡演算⼦鱭鳑鲧鳀鳣場鱳極座標表⽰鲗使鱨鱫計算（基底鳑鲧鳀鳣鱳微分鲗忘鲑鱯鱉鱘鱭）

<latexit sha1_base64="EyapU1S6xtwELOebXYf7Ja/eP4A="></latexit>

<latexit sha1_base64="eogY9v1CcKhRbWdGdUl7UibCYnE="></latexit>

= 0
<latexit sha1_base64="DLiU6O5uZ4++xArHcGHPa1ALF4k="></latexit>= e✓

<latexit sha1_base64="EyapU1S6xtwELOebXYf7Ja/eP4A="></latexit>

<latexit sha1_base64="eogY9v1CcKhRbWdGdUl7UibCYnE="></latexit>

= 0
<latexit sha1_base64="EyapU1S6xtwELOebXYf7Ja/eP4A="></latexit> <latexit sha1_base64="EyapU1S6xtwELOebXYf7Ja/eP4A="></latexit>

<latexit sha1_base64="CDDtZbAPOcD354SkrdrqdvUgeSY="></latexit>= �er



23２次元極座標のラプラシアン
次鱬定義

<latexit sha1_base64="Qo82VPqq9846Z950D1Sm1EExAvU="></latexit>

∇ ·A =
1

r

@

@r
(rAr) +

1

r

@A✓

@✓

<latexit sha1_base64="i5lKMh4Bc8MzS8GQByTP9ImIcRk="></latexit>

A = ∇�

<latexit sha1_base64="tyNqexrqdxB4KE+p26fg0Fw3e7k="></latexit>

Ar =
@�

@r
, A✓ =

1

r

@�

@✓

発散鱳極座標表⽰ 鱬 鱳場合鱬鱇鲐鱐鲎

鲗代⼊鱜鱫次鱑得鲎鲑鲐

<latexit sha1_base64="I7WC0B0IONpUIV1DpjIlxCBh5zg="></latexit>

∇2� =
1

r

@

@r

✓
r
@�

@r

◆
+

1

r2
@2�

@✓2

=
@2�

@r2
+

1

r

@�

@r
+

1

r2
@2�

@✓2

<latexit sha1_base64="hfkwN8n7sF+4c00L7xrBVqoMy2w="></latexit>

∇2� = ∇ ·∇� =
@2�

@x2
+

@2�

@y2

（偏微分鱳変換則鲗鱩鱐鱨鱫鲇導出可能鱥鱑計算鱴⼤変）

<latexit sha1_base64="EyapU1S6xtwELOebXYf7Ja/eP4A="></latexit>

１階微分鱳項鱑現鲑鲐鱘鱭鱰注意！



円柱座標



25

xy座標鱥鱖極座標表⽰鱜鱤鲇鱳�
・ �鱭� �鱳代鲔鲏鱰� �鱭� �鲗使鱋�

・ �鱴鲿鲣鳣鳀座標鱳鲃鲃�

r θ ρ ϕ

z

円柱座標

鲿鲣鳣鳀座標鱭鱳関係（変換則）

（ρ鱭θ鱰鱩鱉鱫解鱔鱭）

y

z

x

<latexit sha1_base64="Q9XraUeQAnTt2ppZ7PmmT8e9+nA="></latexit>

x =⇢ cos�

y =⇢ sin�

z =z

<latexit sha1_base64="NoqtEyqiCFSSleKcnEFv41PoCRM="></latexit>

⇢ =
p

x2 + y2

� =arctan
y

x
z =z

<latexit sha1_base64="DJ3e6bVqaDCjYZ76tkkLJ0OQu84="></latexit>r

<latexit sha1_base64="qUo9+WIYpA7iSvRPx2+Rh1WF5MY="></latexit>

� <latexit sha1_base64="+Y2Eto3arvDCu59bxeTOqIKPFnc="></latexit>⇢

<latexit sha1_base64="gIUIhV7ECGb1PHc1M+42EOhjDag="></latexit>z



26

xy座標鱥鱖極座標表⽰鱞鲐

円柱座標の基底ベクトル

y

z

x

<latexit sha1_base64="DJ3e6bVqaDCjYZ76tkkLJ0OQu84="></latexit>r

<latexit sha1_base64="qUo9+WIYpA7iSvRPx2+Rh1WF5MY="></latexit>

� <latexit sha1_base64="+Y2Eto3arvDCu59bxeTOqIKPFnc="></latexit>⇢

<latexit sha1_base64="gIUIhV7ECGb1PHc1M+42EOhjDag="></latexit>z

<latexit sha1_base64="i3SSCMFIYmRz39OACPz0LTuFp5Q="></latexit>ez

<latexit sha1_base64="cMiTOuBWceYhLLKtzpGfY97ui3A="></latexit>e⇢

<latexit sha1_base64="z30ZQd5/jiYEdOzoT41wHef5D+I="></latexit>e�

<latexit sha1_base64="84WlHIJm3eqigDoMj0aHinucwZ8="></latexit>

e⇢ =cos�ex + sin�ey

e� =� sin�ex + cos�ey

ez =ez

鱭�����鱴場所鱰鲍鲐鱘鱭鱰注意<latexit sha1_base64="cMiTOuBWceYhLLKtzpGfY97ui3A="></latexit>e⇢
<latexit sha1_base64="z30ZQd5/jiYEdOzoT41wHef5D+I="></latexit>e�

<latexit sha1_base64="i3SSCMFIYmRz39OACPz0LTuFp5Q="></latexit>ez

<latexit sha1_base64="cMiTOuBWceYhLLKtzpGfY97ui3A="></latexit>e⇢

<latexit sha1_base64="z30ZQd5/jiYEdOzoT41wHef5D+I="></latexit>e�

<latexit sha1_base64="i3SSCMFIYmRz39OACPz0LTuFp5Q="></latexit>ez

<latexit sha1_base64="cMiTOuBWceYhLLKtzpGfY97ui3A="></latexit>e⇢

<latexit sha1_base64="z30ZQd5/jiYEdOzoT41wHef5D+I="></latexit>e�

内積・外積
基底鳑鲧鳀鳣鱴正規直交



27円柱座標の位置ベクトル

y

z

x

<latexit sha1_base64="DJ3e6bVqaDCjYZ76tkkLJ0OQu84="></latexit>r

<latexit sha1_base64="i3SSCMFIYmRz39OACPz0LTuFp5Q="></latexit>ez

<latexit sha1_base64="cMiTOuBWceYhLLKtzpGfY97ui3A="></latexit>e⇢

<latexit sha1_base64="z30ZQd5/jiYEdOzoT41wHef5D+I="></latexit>e�

位置鳑鲧鳀鳣
<latexit sha1_base64="0qS1qdHE9yvVy7Qi1l2uskAx3Hk="></latexit>

r = ⇢e⇢ + zez

（φ鱳情報鱴�����鱑持鱨鱫鱉鲐鱘鱭鱰注意）

<latexit sha1_base64="70OJCQHpF6ZyiSD5Ylm83NX8+mE="></latexit>⇢e⇢

<latexit sha1_base64="HzoPVrCiDDxdxZ45hRYKGAhNAKo="></latexit>zez

<latexit sha1_base64="i3SSCMFIYmRz39OACPz0LTuFp5Q="></latexit>ez

<latexit sha1_base64="cMiTOuBWceYhLLKtzpGfY97ui3A="></latexit>e⇢

<latexit sha1_base64="z30ZQd5/jiYEdOzoT41wHef5D+I="></latexit>e�

<latexit sha1_base64="cMiTOuBWceYhLLKtzpGfY97ui3A="></latexit>e⇢



28円柱座標のベクトル場

y

z

x

<latexit sha1_base64="DJ3e6bVqaDCjYZ76tkkLJ0OQu84="></latexit>r

<latexit sha1_base64="i3SSCMFIYmRz39OACPz0LTuFp5Q="></latexit>ez

<latexit sha1_base64="cMiTOuBWceYhLLKtzpGfY97ui3A="></latexit>e⇢

<latexit sha1_base64="z30ZQd5/jiYEdOzoT41wHef5D+I="></latexit>e�

鳑鲧鳀鳣場
<latexit sha1_base64="Zo5PX5siZh7PbpZXn7I2mzAt3Rk="></latexit>

A

<latexit sha1_base64="B0ZCS/snThl3o5q7t3fR3Rikyzw="></latexit>

A⇢e⇢

<latexit sha1_base64="N09m2oyA5Qwr3g+q1By2Ji2tsLY="></latexit>

A�e�

<latexit sha1_base64="GLQONVqkWuOkTeiO2FNqJmNv8zU="></latexit>

Azez
<latexit sha1_base64="g1PO2Wv53c5ATDGVlcrccCOjjwE=">AAANGHiczVbdjttEFHbLX0kXaOGSm0OzK23bTRQn2xYJRWrZFeKniCL6J9Wr1cQex8PaYzMzTppafhEegWfggjvEHeKuPA3njJ04zi4VVKLC2lWcM+ecOXPO932ZSRYLbQaD5+fOv/b6G2++deHtzsWtd95979Ll9x/qNFc+f+CncaoeT5jmsZD8gREm5o8zxVkyifmjyckBrT+acaVFKu+bRcaPEjaVIhQ+M2g6vnTozSbXijsljOHOsaeiFKyBl9WX62TNItFY6QtZn61MzzrHl7qD/sA+cPrFrV+6Tv3cO7588WcvSP084dL4MdP6iTvIzFHBlBF+zMuOl2ueMf+ETfkTfJUs4fqosMctYQctAYSpwn9pwFrXIwqWaL1IJuiZMBPpzTUynrX2JDfhx0eFkFluuPSrjcI8BpMC9Q4Cobhv4gW+MF8JrBX8iCnmG+xwa5csWmjh6z2Nh4t40DpQEfKFTLIey03aXoi1z7L26YuDL </latexit>

A = A⇢e⇢ +A�e� +Azez



29円柱座標におけるナブラ演算子など
鳂鳎鳡演算⼦

<latexit sha1_base64="VCR6M09FdAl0XMrU71KwCuylaDk="></latexit>

∇ =ex
@

@x
+ ey

@

@y
+ ez

@

@z

=e⇢
@

@⇢
+ e�

1

⇢

@

@�
+ ez

@

@z

導出鱴２次元極座標鱭同様（⾃分鱬導出鱜鱫鲄鲐鱘鱭）

<latexit sha1_base64="PJS7kBCLmtIl4Vw/4oSQZ+WlOts="></latexit>

∇f =e⇢
@f

@⇢
+ e�

1

⇢

@f

@�
+ ez

@f

@z

<latexit sha1_base64="KsWkIZw8ieL0tiQ30yNGYL4id2U="></latexit>

∇ ·A =
1

⇢

@

@⇢
(⇢A⇢) +

1

⇢

@A�

@�
+

@Az

@z

勾配鱭発散

勾配

発散

鳡鳏鳡鲯鲚鳫
<latexit sha1_base64="0WxW/0uR2cPOI7eDJM/nLBlbCBY="></latexit>

∇2f =
@2f

@⇢2
+

1

⇢

@f

@⇢
+

1

⇢2
@2f

@�2
+

@2f

@z2



30円柱座標における回転（1/4）

証明

<latexit sha1_base64="2vw5TCN2Ss3St4DGfb0IKoxTNjI="></latexit>

∇×A =

✓
e⇢

@

@⇢
+ e�

1

⇢

@

@�
+ ez

@

@z

◆
⇥ (e⇢A⇢ + e�A� + ezAz)

=e⇢
@

@⇢
⇥ (e⇢A⇢ + e�A� + ezAz) + e�

1

⇢

@

@�
⇥ (e⇢A⇢ + e�A� + ezAz) + ez

@

@z
⇥ (e⇢A⇢ + e�A� + ezAz)

<latexit sha1_base64="EyapU1S6xtwELOebXYf7Ja/eP4A="></latexit>

<latexit sha1_base64="EyapU1S6xtwELOebXYf7Ja/eP4A="></latexit>

<latexit sha1_base64="QANbx7t1zt52k57eWUYmuruKfks="></latexit>

<latexit sha1_base64="QANbx7t1zt52k57eWUYmuruKfks="></latexit>

<latexit sha1_base64="1nCg4RfXK57zdO105/bcsc5Eh84="></latexit>

<latexit sha1_base64="1nCg4RfXK57zdO105/bcsc5Eh84="></latexit>

① ② ③

<latexit sha1_base64="awfoYC//w83c1oWfc7pL8MVxQlU="></latexit>

∇×A =e⇢

✓
1

⇢

@Az

@�
� @A�

@z

◆
+ e�

✓
@A⇢

@z
� @Az

@⇢

◆
+ ez

✓
1

⇢

@(⇢A�)

@⇢
� 1

⇢

@A⇢

@�

◆



31円柱座標における回転（2/4）
①

<latexit sha1_base64="YqwLPDvT274Fv1oX59EXM/U4xxg="></latexit>

=e⇢
@

@⇢
⇥ (e⇢A⇢ + e�A� + ezAz)

=e⇢ ⇥
@

@⇢
(e⇢A⇢ + e�A� + ezAz)

=e⇢ ⇥
✓
e⇢

@A⇢

@⇢
+ e�

@A�

@⇢
+ ez

@Az

@⇢

◆

=ez
@A�

@⇢
� e�

@Az

@⇢

(偏微分鱭外積鱳記号鱴順番鲗⼊鲑替鱍鱫鲍鱉)

(偏微分鱴６箇所鱰作⽤鱞鲐鱑基底鳑鲧鳀鳣鱴ρ鱰鲍鲎鱯鱉）

(基底鳑鲧鳀鳣鱳外積鲗計算鱜鱫整理）



32円柱座標における回転（3/4）
②

<latexit sha1_base64="6/FmT4CZ/9N79ahtBBfjGqQrpc8="></latexit>

=e�
1

⇢

@

@�
⇥ (e⇢A⇢ + e�A� + ezAz)

=
1

⇢
e� ⇥

✓
@e⇢
@�

A⇢ + e⇢
@A⇢

@�
+

@e�
@�

A� + e�
@A�

@�
+

@ez
@�

Az + ez
@Az

@�

◆

=
1

⇢

✓
�ez

@A⇢

@�
+ ezA� + e⇢

@Az

@�

◆
<latexit sha1_base64="EyapU1S6xtwELOebXYf7Ja/eP4A="></latexit> <latexit sha1_base64="EyapU1S6xtwELOebXYf7Ja/eP4A="></latexit>

<latexit sha1_base64="EyapU1S6xtwELOebXYf7Ja/eP4A="></latexit>

<latexit sha1_base64="gtcqSodTnkZKO7zrAkUq+i8IJM8="></latexit>= e�
<latexit sha1_base64="ua2TYj4YkHoFIkIoF6fuzRoMLYQ="></latexit>= �e⇢

<latexit sha1_base64="anPdE11sCHMwtrtPvoo1Jk6Jnuo="></latexit>

= 0

③
<latexit sha1_base64="KqBff8Y87GPnCLpTF4GZLAY9VBA="></latexit>

=ez
@

@z
⇥ (e⇢A⇢ + e�A� + ezAz)

=ez ⇥
✓
e⇢

@A⇢

@z
+ e�

@A�

@z
+ ez

@Az

@z

◆

=e�
@A⇢

@z
� e⇢

@A�

@z

(基底鳑鲧鳀鳣鱴����鱰鲍鲎鱯鱉）<latexit sha1_base64="tN7x+pchdjEFxGby7pRPo9aqRVw="></latexit>z



33円柱座標における回転（4/4）
①�+�②�+�③

<latexit sha1_base64="E9zlyHGHnhMbKtk6KoQEBWL6Ryw="></latexit>

=

✓
ez

@A�

@⇢
� e�

@Az

@⇢

◆
+

1

⇢

✓
�ez

@A⇢

@�
+ ezA� + e⇢

@Az

@�

◆
+

✓
e�

@A⇢

@z
� e⇢

@A�

@z

◆

=e⇢

✓
1

⇢

@Az

@�
� @A�

@z

◆
+ e�

✓
@A⇢

@z
� @Az

@⇢

◆
+ ez

✓
@A�

@⇢
� 1

⇢

@A⇢

@�
+

1

⇢
A�

◆

=e⇢

✓
1

⇢

@Az

@�
� @A�

@z

◆
+ e�

✓
@A⇢

@z
� @Az

@⇢

◆
+ ez

✓
1

⇢

@(⇢A�)

@⇢
� 1

⇢

@A⇢

@�

◆

(証明終)



３次元極座標



35３次元極座標（球座標）
鲿鲣鳣鳀座標鱭鱳関係（変換則）

（�r,�θ,�φ�鱰鱩鱉鱫解鱔鱭）

<latexit sha1_base64="DJ3e6bVqaDCjYZ76tkkLJ0OQu84="></latexit>r
<latexit sha1_base64="gIUIhV7ECGb1PHc1M+42EOhjDag="></latexit>z

<latexit sha1_base64="rYkkwWLPf6pYsKDsUS0kvsLVF4o="></latexit>x

<latexit sha1_base64="Bi3Lmbw9YVJqeeo2ch5NRPFdXTY="></latexit>y

<latexit sha1_base64="HeMGlwFLncsfInq5KslzTe+TY3k="></latexit>

✓

<latexit sha1_base64="Y2W5mCnnv8MVy6dHWzMic3/47SE="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="RCtTw5MMIJlENTOyq0TELazjD+4="></latexit>

x =r sin ✓ cos�

y =r sin ✓ sin�

z =r cos ✓

<latexit sha1_base64="sOVfK5Bi/oxAZKZxAaCVdsiZo58="></latexit>

r =
p

x2 + y2 + z2

✓ =arctan

 p
x2 + y2

z

!

� =arctan
⇣y
x

⌘



36３次元極座標の基底ベクトル（1/3）

<latexit sha1_base64="DJ3e6bVqaDCjYZ76tkkLJ0OQu84="></latexit>r

<latexit sha1_base64="z30ZQd5/jiYEdOzoT41wHef5D+I="></latexit>e�

<latexit sha1_base64="VubsLMhGiq1uYSt94BXX78hwcjU="></latexit>er

<latexit sha1_base64="JfwqYHWfnnxH/+/7GSqNF+rUVyk="></latexit>e✓

y

z

x

⾔葉鱬説明鱞鲐鱭…�
・ ��鱴位置鳑鲧鳀鳣鲗鱢鱳鲃鲃伸鱵鱜鱤⽅向�
・ ��鱴北極鱭南極鲗結鱻曲線鱳接線⽅向�
・ ��鱴同鱝緯度鱳曲線鱳接線⽅向�
・（図鲇⾒鱯鱑鲎考鱍鲍鱋）

<latexit sha1_base64="z30ZQd5/jiYEdOzoT41wHef5D+I="></latexit>e�

<latexit sha1_base64="VubsLMhGiq1uYSt94BXX78hwcjU="></latexit>er
<latexit sha1_base64="JfwqYHWfnnxH/+/7GSqNF+rUVyk="></latexit>e✓

鲿鲣鳣鳀座標鱳基底鳑鲧鳀鳣鱭鱳関係
<latexit sha1_base64="V2lUov+OemuyEFS1oncsD2mKcHg="></latexit>

er =sin ✓ cos�ex + sin ✓ sin�ey + cos ✓ez

e✓ =cos ✓ cos�ex + cos ✓ sin�ey � sin ✓ez =
@er
@✓

e� =� sin�ex + cos�ey =
1

sin ✓

@er
@�

正規直交鱞鲐
内積鱭外積鱴次鳒鱅鲰



37３次元極座標の基底ベクトル（2/3）

<latexit sha1_base64="DJ3e6bVqaDCjYZ76tkkLJ0OQu84="></latexit>r

<latexit sha1_base64="z30ZQd5/jiYEdOzoT41wHef5D+I="></latexit>e�

<latexit sha1_base64="VubsLMhGiq1uYSt94BXX78hwcjU="></latexit>er

<latexit sha1_base64="JfwqYHWfnnxH/+/7GSqNF+rUVyk="></latexit>e✓

y

z

x

内積

外積

<latexit sha1_base64="4C6pm/37AE2hKsqCtXiL6KZeBjo="></latexit>

er · er = 1

e✓ · e✓ = 1

e� · e� = 1

鱘鲑以外鱴0

正規直交鱞鲐

<latexit sha1_base64="X/BZSWrYUDqc3gEO1yftrmWbcqA="></latexit>

er ⇥ e✓ = e�

e✓ ⇥ e� = er

e� ⇥ er = e✓

<latexit sha1_base64="f+SjPJW9Mubjp85t6Df2t2wIAlA="></latexit>

e✓ ⇥ er = �e�

e� ⇥ e✓ = �er

er ⇥ e� = �e✓

<latexit sha1_base64="wnncIQWTQQq9iCpxm0/MhPiuVvk="></latexit>

er ⇥ er = 0

e✓ ⇥ e✓ = 0

e� ⇥ e� = 0

左鱳３鱩鱳式鱭�
<latexit sha1_base64="2/2hcbVWrC5tKnVdsDSEdj7KjKw="></latexit>

A⇥B = �B ⇥A

鱐鲎導出鱬鱒鲐

<latexit sha1_base64="VnpxH9V7hCvLhfcUgVLmRD8Wi+g="></latexit>

A⇥A = 0
鱐鲎鲔鱐鲐



38３次元極座標の基底ベクトル（3/3）
微分
鲿鲣鳣鳀座標鱳基底鳑鲧鳀鳣鱬書鱒下鱜，鲿鲣鳣鳀座標鱳基底鳑鲧鳀鳣鱴微分鱜鱤鲎0鱰鱯鲐鱘鱭注意鱜鱫計算鱞鲐

<latexit sha1_base64="l5+Mjwu6rKUDhJ4af0FawnxwjH0="></latexit>

@er
@r

= 0
@er
@✓

= e✓
@er
@�

= sin ✓e�

@e✓
@r

= 0
@e✓
@✓

= �er
@e✓
@�

= cos ✓e�

@e�
@r

= 0
@e�
@✓

= 0
@e�
@�

= � sin ✓er � cos ✓e✓



39３次元極座標の位置ベクトルおよびベクトル場

<latexit sha1_base64="DJ3e6bVqaDCjYZ76tkkLJ0OQu84="></latexit>r

<latexit sha1_base64="z30ZQd5/jiYEdOzoT41wHef5D+I="></latexit>e�

<latexit sha1_base64="VubsLMhGiq1uYSt94BXX78hwcjU="></latexit>er

<latexit sha1_base64="JfwqYHWfnnxH/+/7GSqNF+rUVyk="></latexit>e✓

y

z

x

位置鳑鲧鳀鳣

鳑鲧鳀鳣場

( �鱑θ鱭φ鱳情報鲗持鱨鱫鱉鲐)<latexit sha1_base64="VubsLMhGiq1uYSt94BXX78hwcjU="></latexit>er

<latexit sha1_base64="XT4r4h9dxyE+mQ0FQKKd4VpyKmI="></latexit>r =rer

<latexit sha1_base64="ONbLXIUb7kYUACP1yzUWRrII0jk="></latexit>

A =Arer +A✓e✓ +A�e�



40３次元極座標の位置ベクトルの微分

y

z

x

<latexit sha1_base64="HVpWs2IYlRjeuxkKzY12X6vDqyQ="></latexit>

dr =d(rer)

=dr er + r der

=dr er + r

✓
@er
@r

dr +
@er
@✓

d✓ +
@er
@�

d�

◆

=dr er + r(e✓ d✓ + sin ✓e� d�)

=dr er + r d✓ e✓ + r sin ✓ d� e�

<latexit sha1_base64="Wu1mKOYETlE3RsplKTHzR9nBMJc="></latexit>

dr =dr er + r d✓ e✓ + r sin ✓ d� e�

証明

位置鳑鲧鳀鳣鲗�r⽅向鱰鱳鱵鱜鱤鱭鱒鱰変鲔鲐⻑鱚

位置鳑鲧鳀鳣鲗�θ⽅向鱰�dθ�動鱐鱜鱤鱭鱒鱰描鱔曲線鱳⻑鱚（図鲇参照鱠鲍）

位置鳑鲧鳀鳣鲗�φ⽅向鱰動鱐鱜鱤鱭鱒鱰描鱔曲線鱳⻑鱚

<latexit sha1_base64="1cThWfVxG+1N8q9RJH9L/6keSZQ="></latexit> r(
r,
✓,
�)

<latexit sha1_base64="M+Zur4z/RQw2poWCVKuyoPCskiU="></latexit>

r(
r,
✓ +

d✓
,�
)

<latexit sha1_base64="b+3ZcTIgzAhhrNCAK3DtwIOt0dc="></latexit>

r d✓

<latexit sha1_base64="1nCg4RfXK57zdO105/bcsc5Eh84="></latexit>

<latexit sha1_base64="K+UauFjyA07kzJB20IaS2HAt5z4="></latexit>

<latexit sha1_base64="QANbx7t1zt52k57eWUYmuruKfks="></latexit>



41３次元極座標の勾配ベクトルとナブラ演算子
鲱鲣鳡鱅場�f�鱳全微分鱴

<latexit sha1_base64="Qo4pZEZUlYHljjFl5M2VhTby+oQ="></latexit>

df =
@f

@r
dr +

@f

@✓
d✓ +

@f

@�
d�

鲿鲣鳣鳀座標鱳鱭鱒鱰倣鱋鱭
<latexit sha1_base64="kkEXyWA9GDPkjIJTreDVjQQFa1E="></latexit>

df = ∇f · dr
鱯鲎

<latexit sha1_base64="Wu1mKOYETlE3RsplKTHzR9nBMJc="></latexit>

dr =dr er + r d✓ e✓ + r sin ✓ d� e� 鲗鱩鱐鱨鱫⼆鱩鱳式鲗⽐較鱞鲐鱭

<latexit sha1_base64="CvdnNtno3lE73YjUxEXCxZL9thU="></latexit>

∇f = er
@f

@r
+ e✓

1

r

@f

@✓
+ e�

1

r sin ✓

@f

@�
<latexit sha1_base64="VbClzgNCX/YKKMHowMHH7a/QyTM="></latexit>

∇ = er
@

@r
+ e✓

1

r

@

@✓
+ e�

1

r sin ✓

@

@�

勾配鳑鲧鳀鳣

鳂鳎鳡演算⼦



42３次元極座標の発散・回転・ラプラシアン
(⽅法１)�円柱座標鱳時鱭同様鱰，基底鳑鲧鳀鳣鲇微分鱚鲑鲐鱘鱭鱰気鲗鱩鱖鱫計算鱞鲐�
(⽅法２）鲿鲣鳣鳀座標鱐鲎変数変換鱞鲐

[⽅法１鱳⽅鱑⽐較的楽]

発散
<latexit sha1_base64="CD5WzMMNfkp3phAYDtgPEZg6v4U="></latexit>

∇ ·A =
1

r2
@(r2Ar)

@r
+

1

r sin ✓

@(sin ✓A✓)

@✓
+

1

r sin ✓

@A�

@�

<latexit sha1_base64="DIa6GxvEZChT+iMCGyszJv57DGU="></latexit>

∇×A =er
1

r2 sin ✓

✓
@(r sin ✓A�)

@✓
� @(rA✓)

@�

◆
+ e✓

1

r sin ✓

✓
@Ar

@�
� @(r sin ✓A�)

@r

◆
+ e�

1

r

✓
@(rA✓)

@r
� @Ar

@✓

◆

<latexit sha1_base64="2onhV+o3YrnOaaibas/zegAL8Xg="></latexit>

∇2A =
1

r2
@

@r
r2

@

@r
+

1

sin ✓

1

r2
@

@✓
sin ✓

@

@✓
+

1

r2 sin2 ✓

@2

@�2

回転

鳡鳏鳡鲯鲚鳫


