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場の理論(古典論)



場とは
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• 場 = 空間の各点上に定義された関数

スカラー関数 (スカラー場) ベクトル関数 (ベクトル場)

http://163.45.126.3/weather/forecast/temp/high/capital.html
https://news.yahoo.co.jp/articles/9d962fd909240b3c0eaedc16f02918603f577087/images/000

• 数式で言うと
ϕ(x, y, z) ≡ ϕ(x) ⃗A (x, y, z) ≡ ⃗A (x)



場とは
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• 時刻  に依存しててもいい：t

https://weathernews.jp/?fm=header

ϕ(x, y, z, t) ≡ ϕ(x, t)



場の励起と粒子
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• 場が励起してない(真空)

ϕ(x, t) = 0

• 場が局所的に励起してる

http://163.45.126.3/weather/forecast/temp/high/capital.html
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場の励起と粒子
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• 励起の伝搬は相対論的波動方程式(運動方程式)で記述される

ϕ

x

v• スカラー場のLagrangianは

ℒ = 1
2 ∂μϕ∂μϕ − m2

2 ϕ2 + %(ϕ3)

∂μ∂μ = ∂2
t − ∂i ∂i

∂μ∂μϕ(x, t) + m2ϕ(x, t) = %(ϕ2)

ほんとはnon-zeroの項があるけど、
が十分小さいとして無視するϕ

 摂動的な励起 (自由場近似ともいう)≃

→Euler-Lagrange方程式 (運動方程式)：



場の励起と粒子
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• 解いてみると

方向に伝搬する平面波⃗k

ϕ(x, t) ∼ e−i(ωt− ⃗k ⋅ ⃗x ) ω ≡ ⃗k 2 + m2

∂μ∂μϕ(x, t) + m2ϕ(x, t) = 0 ∂μ∂μ = ∂2
t − ∂i ∂i

https://dora.bk.tsukuba.ac.jp/~takeuchi/?量子力学Ⅰ%2F電子の波動方程式

さっきの絵よりは↓みたいな感じ



場の励起と粒子
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• 解いてみると

方向に伝搬する平面波⃗k

ϕ(x, t) ∼ e−i(ωt− ⃗k ⋅ ⃗x ) ω ≡ ⃗k 2 + m2

∂μ∂μϕ(x, t) + m2ϕ(x, t) = 0 ∂μ∂μ = ∂2
t − ∂i ∂i

https://dora.bk.tsukuba.ac.jp/~takeuchi/?量子力学Ⅰ%2F電子の波動方程式

• 場の理論では、このような励起
の伝搬を粒子の運動とみなす！

さっきの絵よりは↓みたいな感じ

量子力学の波動関数みたいだけどちょっと違う 

(まだ量子化していない)



粒子とソリトン
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• ソリトンと呼ばれる、別のタイプの励起もある

∂μ∂μϕ(x, t) + m2ϕ(x, t) = %(ϕ2)

さっきはこの部分(非線形項)を無視してたが、ここが
重要になって安定な励起が存在することがある



粒子とソリトン

9

• ソリトンと呼ばれる、別のタイプの励起もある

∂μ∂μϕ(x, t) + m2ϕ(x, t) = %(ϕ2)

さっきはこの部分(非線形項)を無視してたが、ここが
重要になって安定な励起が存在することがある

• 違う方程式での例

KdV方程式： ( : 係数)α, β

∂tu + α u ∂xu + β ∂3
xu = 0

非線形

``Collision of KdV solitons’’ (from YouTube)



粒子とソリトン
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• ソリトンと呼ばれる、別のタイプの励起もある

∂μ∂μϕ(x, t) + m2ϕ(x, t) = %(ϕ2)

さっきはこの部分(非線形項)を無視してたが、ここが
重要になって安定な励起が存在することがある

• 例2, 津波 (数式無し)

wikipedia  
``神奈川沖浪裏”

非線形性が重要な、非摂動的な励起 
(ビッグウェーブみたいな感じ)



ここまでのまとめ
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• 場の理論(古典論)における粒子：

非線形性が重要な、非摂動的な励起 
(ビッグウェーブみたいな感じ)

→ ϕ(x, t) ∼ e−i(ωt− ⃗k ⋅ ⃗x )

非線形項を無視した波動方程式で記述される摂動的な励起

∂μ∂μϕ(x, t) + m2ϕ(x, t) = 0

• ソリトン：

∂tu + α u ∂xu + β ∂3
xu = 0

非線形



目次

• 場の理論(古典論) 

• トポロジカルソリトン 

• 古典的スケール不変性とvortex string 

• まとめ



トポロジカルソリトン



トポロジカルソリトン
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• ソリトンが安定に存在するかどうかは、考えてる模型(=ラグランジ
アン=EOM)によって違う

• 特に模型の持つトポロジー的な性質によって安定在が保証されるソ
リトンをトポロジカルソリトンと呼ぶ

トポロジー = 連続変形しても変わらない構造



トポロジカルソリトンの例1
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ͿΜɺ্͔Βॱʹϙϐϡϥʔ౓͕͍ߴͱ͍͏͜ͱͰɺͲΜͳਓͰ΋ͨͿΜΠϯελϯτϯ͸ษ͢ڧΔͱ

ͱ͜ͷԼ͔Βɺ͏ݴʹٯ΍Δඞཁ΋ແ͍͔ͳ͍ͬͯ͏ͷ͕͋Γ·͢ɻͰɺͯ͑׶ͷͰɺ·͋͜͜Ͱ͏ࢥ

·͋Ͳ͏͔ͳɺҰ൪ԼͱҰ൪্͕ͨͿΜ؆୯ͰਅΜத͕ෳࡶʹͳͬͯ͘Δͱ͍͏͔͡ײ΋͠Ε·ͤΜ͚

Ͳ΋ɺࠓ೔͸ॱ൪ͱͯ͠͸·ͣ௿͔ݩ࣍Β͜͏΍͍ͬͯ͘ɺͱ͍͏͡ײͰ΍͍͖͍ͬͯͨͱ͍ࢥ·͢ɻ

௿ݩ࣍ͷྑ͞͸ɺ͋ͱͰͪΐͬͱ͍ݴ·͚͢Ͳ΋ɺ؆୯Ͱ͢ͶɻͰɺ΄ͱΜͲ͢΂ͯͷΞΠσΞ͕͜͜

ʹ٧·ͬͯΔͷͰɺڭҭతʹ͸ඇৗʹ͜͜Ͱ΍Δͷ͕͍͍͔ͳ͍ͬͯ͏͕͠͡ײ·͢ɻ

0.6 ۩ମྫ 1

スプーン スープ

۩ମྫͰ͚͢Ͳ΋ɺ1ݩ࣍ιϦτϯɺͭ·ΓΩϯΫͰ͢ͶɻͰɺͪΐͬͱ৔ͷཧ࿦ͷલʹɺ֮ײΛ௫Μ

Ͱ΋Β͍͍ͨͷͰɺͪΐͬͱɺ͓΋ͪΌͷ࿩Λ͠·͢ɻιϦτϯ͍ͬͯ͏ͷ͸ɺରশੑʹඇৗʹؔ͘ڧ

Δͱɻͦ͜ͰɺҰ൪؆୯ͳରশੑɺZ2ͯ͠܎ ରশੑɺྫ͑͹ࠨखͱӈखɺڸͰөͯ͠Ұॹͩͱ͍͏Α͏

ͳͦ͏͍͏໛ܕΛ͑ߟ·͠ΐ͏ɻ͜Μͳঢ়͕ͨͬ͋گͱ͠·͢ɻ͘͢͝େ͖ͳύʔςΟʔ͕͋ͬͨͱ͢

ΔɻͰɺςʔϒϧ͕͜͏ɺ͋ͬͯɺ΋ͷ͍͢͝௕͍ςʔϒϧ͕͋ͬͨͱɻͦ͜ʹɺεʔϓͱεϓʔϯ͕

֤ࣗͷલʹஔ͔Ε͍ͯΔͱɻ͜͏͍͏ঢ়گΛͪΐͬͱ૝૾ͯ͠Έ·͠ΐ͏ɻ

͜ͷܥͷ Z2 ରশੑ͸Կ͔ͱ͍͏ͱɺዞҙతͳΜͰ͚͢Ͳ΋ɺ͜ͷ֤ਓͷࠨଆͱӈଆʹରশʹεϓʔ

ϯ͕ஔ͔ΕͯΔΘ͚Ͱ͢Ͷɻͭ·Γɺࠨӈʹҧ͍͕ͳ͍Ͱ͢ͶɻࠨखͷεϓʔϯͱӈखͷεϓʔϯɺͲ

ͪΒ͕ࣗ෼༻͔Θ͔Βͳ͍͍ͬͯ͏ͷ͕͜ͷܥͷରশੑͰ͢ɻͰɺ௨ৗͷύʔςΟʔͷΑ͏ʹ௕͍ѫࡰ

͕͋ͬͨͷͰɺօ͞Μۭෲঢ়ଶͰΠϥΠϥͯ͠Δͱ͍͏Θ͚Ͱ͢Ͷɻରশੑ͕͍ߴঢ়ଶͰΤωϧΪʔ͕

Βɺ͍͍ͬͤʹεϓʔϯΛͨͬݴͳ͍ͬͯΔɻͰɺ·͋ʮ͍͖ͨͩ·͢ʯͱɻʮօ͞ΜͲ͏ͧʯͬͯ͘ߴ

औΓ·͢ɻͲ͏ͳΔͰ͠ΐ͏͔ʁͰɺ2ͭͷղ͕͋Δͱ͍ࢥ·͢ɻ

全員が右手でスプーンを取った場合

1ͭ͸ɺશһ͕ӈखͰɺ·͋ӈར͖ͷਓ͕ଟ͔ͬͨͱɻ͜͏औΔͱɺ͜ͷΑ͏ʹօ͞ΜεϓʔϯΛऔ

ΕͯɺεʔϓΛҿΊΔͱɻ

全員が左手でスプーンを取った場合

΋͔ͨ͠͠Βɺࠨར͖͕ଟ͍ͨͬͩࠃΒɺࠨखͰ͜͏͍͏ঢ়ଶʹͳ͔ͬͨ΋͠Ε·ͤΜɻ͍ͣΕʹ͠Ζ

օ͞Μຬ଍Ͱ͍͠خͱ͍͏Θ͚Ͱ͢Ͷɻͱʹ͔͘εʔϓ͕ҿΊ͍ͯ͠خͱ͍͏Θ͚Ͱ͢ɻ͜͜Ͱॏཁͳ

ͷ͸ɺౖͬͯͨঢ়ଶ͔Βօ͞ΜتΜͩঢ়ଶʹͳͬͯɺରশੑ͕ӈ͔͔ࠨʹഁΕͨΜͰ͢Ͷɻ͜Ε͕ରশ

ੑͷࣗൃతഁΕɻ

6

Soryushiron Kenkyu

• 非常に長いテーブルに人が座っていて、それぞれの前にスープとス
プーンが置いてある

• 左右を反転させる変換のもとで不変→  対称性を持つℤ2

• みんな早くスープを飲みたくてイライラしている。エネルギーが高
い状態である。

図と説明のクレジット: 衛藤稔氏「場の理論の位相的ソリトンとその役割」(2014年度夏の学校講義録)
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• 皆お腹が空いてきた。平和にスプーンを取るには次の2通りがある
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͕͋ͬͨͷͰɺօ͞Μۭෲঢ়ଶͰΠϥΠϥͯ͠Δͱ͍͏Θ͚Ͱ͢Ͷɻରশੑ͕͍ߴঢ়ଶͰΤωϧΪʔ͕

Βɺ͍͍ͬͤʹεϓʔϯΛͨͬݴͳ͍ͬͯΔɻͰɺ·͋ʮ͍͖ͨͩ·͢ʯͱɻʮօ͞ΜͲ͏ͧʯͬͯ͘ߴ

औΓ·͢ɻͲ͏ͳΔͰ͠ΐ͏͔ʁͰɺ2ͭͷղ͕͋Δͱ͍ࢥ·͢ɻ

全員が右手でスプーンを取った場合

1ͭ͸ɺશһ͕ӈखͰɺ·͋ӈར͖ͷਓ͕ଟ͔ͬͨͱɻ͜͏औΔͱɺ͜ͷΑ͏ʹօ͞ΜεϓʔϯΛऔ

ΕͯɺεʔϓΛҿΊΔͱɻ

全員が左手でスプーンを取った場合

΋͔ͨ͠͠Βɺࠨར͖͕ଟ͍ͨͬͩࠃΒɺࠨखͰ͜͏͍͏ঢ়ଶʹͳ͔ͬͨ΋͠Ε·ͤΜɻ͍ͣΕʹ͠Ζ

օ͞Μຬ଍Ͱ͍͠خͱ͍͏Θ͚Ͱ͢Ͷɻͱʹ͔͘εʔϓ͕ҿΊ͍ͯ͠خͱ͍͏Θ͚Ͱ͢ɻ͜͜Ͱॏཁͳ

ͷ͸ɺౖͬͯͨঢ়ଶ͔Βօ͞ΜتΜͩঢ়ଶʹͳͬͯɺରশੑ͕ӈ͔͔ࠨʹഁΕͨΜͰ͢Ͷɻ͜Ε͕ରশ

ੑͷࣗൃతഁΕɻ
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Soryushiron Kenkyu

トポロジカルソリトンの例1

図と説明のクレジット: 衛藤稔氏「場の理論の位相的ソリトンとその役割」(2014年度夏の学校講義録)
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• 皆お腹が空いてきた。平和にスプーンを取るには次の2通りがある

ͿΜɺ্͔Βॱʹϙϐϡϥʔ౓͕͍ߴͱ͍͏͜ͱͰɺͲΜͳਓͰ΋ͨͿΜΠϯελϯτϯ͸ษ͢ڧΔͱ

ͱ͜ͷԼ͔Βɺ͏ݴʹٯ΍Δඞཁ΋ແ͍͔ͳ͍ͬͯ͏ͷ͕͋Γ·͢ɻͰɺͯ͑׶ͷͰɺ·͋͜͜Ͱ͏ࢥ

·͋Ͳ͏͔ͳɺҰ൪ԼͱҰ൪্͕ͨͿΜ؆୯ͰਅΜத͕ෳࡶʹͳͬͯ͘Δͱ͍͏͔͡ײ΋͠Ε·ͤΜ͚

Ͳ΋ɺࠓ೔͸ॱ൪ͱͯ͠͸·ͣ௿͔ݩ࣍Β͜͏΍͍ͬͯ͘ɺͱ͍͏͡ײͰ΍͍͖͍ͬͯͨͱ͍ࢥ·͢ɻ

௿ݩ࣍ͷྑ͞͸ɺ͋ͱͰͪΐͬͱ͍ݴ·͚͢Ͳ΋ɺ؆୯Ͱ͢ͶɻͰɺ΄ͱΜͲ͢΂ͯͷΞΠσΞ͕͜͜

ʹ٧·ͬͯΔͷͰɺڭҭతʹ͸ඇৗʹ͜͜Ͱ΍Δͷ͕͍͍͔ͳ͍ͬͯ͏͕͠͡ײ·͢ɻ

0.6 ۩ମྫ 1

スプーン スープ

۩ମྫͰ͚͢Ͳ΋ɺ1ݩ࣍ιϦτϯɺͭ·ΓΩϯΫͰ͢ͶɻͰɺͪΐͬͱ৔ͷཧ࿦ͷલʹɺ֮ײΛ௫Μ

Ͱ΋Β͍͍ͨͷͰɺͪΐͬͱɺ͓΋ͪΌͷ࿩Λ͠·͢ɻιϦτϯ͍ͬͯ͏ͷ͸ɺରশੑʹඇৗʹؔ͘ڧ

Δͱɻͦ͜ͰɺҰ൪؆୯ͳରশੑɺZ2ͯ͠܎ ରশੑɺྫ͑͹ࠨखͱӈखɺڸͰөͯ͠Ұॹͩͱ͍͏Α͏

ͳͦ͏͍͏໛ܕΛ͑ߟ·͠ΐ͏ɻ͜Μͳঢ়͕ͨͬ͋گͱ͠·͢ɻ͘͢͝େ͖ͳύʔςΟʔ͕͋ͬͨͱ͢

ΔɻͰɺςʔϒϧ͕͜͏ɺ͋ͬͯɺ΋ͷ͍͢͝௕͍ςʔϒϧ͕͋ͬͨͱɻͦ͜ʹɺεʔϓͱεϓʔϯ͕

֤ࣗͷલʹஔ͔Ε͍ͯΔͱɻ͜͏͍͏ঢ়گΛͪΐͬͱ૝૾ͯ͠Έ·͠ΐ͏ɻ

͜ͷܥͷ Z2 ରশੑ͸Կ͔ͱ͍͏ͱɺዞҙతͳΜͰ͚͢Ͳ΋ɺ͜ͷ֤ਓͷࠨଆͱӈଆʹରশʹεϓʔ

ϯ͕ஔ͔ΕͯΔΘ͚Ͱ͢Ͷɻͭ·Γɺࠨӈʹҧ͍͕ͳ͍Ͱ͢ͶɻࠨखͷεϓʔϯͱӈखͷεϓʔϯɺͲ

ͪΒ͕ࣗ෼༻͔Θ͔Βͳ͍͍ͬͯ͏ͷ͕͜ͷܥͷରশੑͰ͢ɻͰɺ௨ৗͷύʔςΟʔͷΑ͏ʹ௕͍ѫࡰ

͕͋ͬͨͷͰɺօ͞Μۭෲঢ়ଶͰΠϥΠϥͯ͠Δͱ͍͏Θ͚Ͱ͢Ͷɻରশੑ͕͍ߴঢ়ଶͰΤωϧΪʔ͕

Βɺ͍͍ͬͤʹεϓʔϯΛͨͬݴͳ͍ͬͯΔɻͰɺ·͋ʮ͍͖ͨͩ·͢ʯͱɻʮօ͞ΜͲ͏ͧʯͬͯ͘ߴ

औΓ·͢ɻͲ͏ͳΔͰ͠ΐ͏͔ʁͰɺ2ͭͷղ͕͋Δͱ͍ࢥ·͢ɻ

全員が右手でスプーンを取った場合

1ͭ͸ɺશһ͕ӈखͰɺ·͋ӈར͖ͷਓ͕ଟ͔ͬͨͱɻ͜͏औΔͱɺ͜ͷΑ͏ʹօ͞ΜεϓʔϯΛऔ

ΕͯɺεʔϓΛҿΊΔͱɻ

全員が左手でスプーンを取った場合

΋͔ͨ͠͠Βɺࠨར͖͕ଟ͍ͨͬͩࠃΒɺࠨखͰ͜͏͍͏ঢ়ଶʹͳ͔ͬͨ΋͠Ε·ͤΜɻ͍ͣΕʹ͠Ζ

օ͞Μຬ଍Ͱ͍͠خͱ͍͏Θ͚Ͱ͢Ͷɻͱʹ͔͘εʔϓ͕ҿΊ͍ͯ͠خͱ͍͏Θ͚Ͱ͢ɻ͜͜Ͱॏཁͳ

ͷ͸ɺౖͬͯͨঢ়ଶ͔Βօ͞ΜتΜͩঢ়ଶʹͳͬͯɺରশੑ͕ӈ͔͔ࠨʹഁΕͨΜͰ͢Ͷɻ͜Ε͕ରশ

ੑͷࣗൃతഁΕɻ
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全員が右手でスプーンを取った場合

1ͭ͸ɺશһ͕ӈखͰɺ·͋ӈར͖ͷਓ͕ଟ͔ͬͨͱɻ͜͏औΔͱɺ͜ͷΑ͏ʹօ͞ΜεϓʔϯΛऔ

ΕͯɺεʔϓΛҿΊΔͱɻ

全員が左手でスプーンを取った場合

΋͔ͨ͠͠Βɺࠨར͖͕ଟ͍ͨͬͩࠃΒɺࠨखͰ͜͏͍͏ঢ়ଶʹͳ͔ͬͨ΋͠Ε·ͤΜɻ͍ͣΕʹ͠Ζ

օ͞Μຬ଍Ͱ͍͠خͱ͍͏Θ͚Ͱ͢Ͷɻͱʹ͔͘εʔϓ͕ҿΊ͍ͯ͠خͱ͍͏Θ͚Ͱ͢ɻ͜͜Ͱॏཁͳ
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ੑͷࣗൃతഁΕɻ
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Soryushiron Kenkyu

• 左右反転の対称性が破れている→対称性の自発的破れと呼ぶ

トポロジカルソリトンの例1

図と説明のクレジット: 衛藤稔氏「場の理論の位相的ソリトンとその役割」(2014年度夏の学校講義録)
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• 周りの人が適当に取ってしまうと、うっかりこういう状況が起きる
かもしれない

͜ͷεʔϓͷ࿩͸༗໊ͳ࿩ͳΜͰ͚͢Ͳ΋ɺ΋͏ 1౓ॏཁͳͱ͜ΖΛநग़͢Δͱɺܥʹ͸΋ͱ΋ͱର

শੑ͕͋ͬͨɻ΋ͱ΋ͱͷਓ΍৯ثͷ഑ஔ͕ͦΕʹ͋ͨΔɻͰɺॳظঢ়ଶ͸ରশత͕ͩෆ҆ఆͰ͢Ͷɻ

ΈΜͳεʔϓΛҿΈ͍͚ͨͲҿΊͳ͍ঢ়ଶͰ͋Δɻ͜͏ɺ͓͚͋ͣ͞ΕͯΔΘ͚Ͱ͢ɻͰɺ΍ͬͱɺͳ

Μ͔ͷ͖͔͚ͬʹɺΑΓ҆ఆͳঢ়ଶʹભҠ͢ΔΜͰ͢Ͷɻ͢Δͱɺରশੑ͕ഁΕΔͱɻͭ·Γεʔϓ͕

ҿΊΔঢ়ଶʹͳͬͨͱ͍͏Θ͚Ͱ͢ɻ͜ΕΛରশੑͷࣗൃతഁΕͱ͍͏Θ͚Ͱ͢ɻ

͔͠͠ɺ͜͏͍ͭ΋͏·͍͘͘ͱ͸ݶΒͳ͍Ͱ͢Ͷɻྫ͑͹ɺςʔϒϧ͕ඇৗʹ௕͔ͬͨͱ͠·͢ɻ

΋͏ແݶʹ௕͍Α͏ͳςʔϒϧ͕͋ͬͨͱ͠·͢ɻͦ͏͢Δͱɺӈ୺ͷਓ͸ɺࠨ୺ͷਓ͕ͲͬͪΛऔΔ

͔ͳΜͯ͑ݟͳ͍Θ͚Ͱ͢Ͷɻٯ΋વΓɻࠨͷਓ͸ӈͷਓ͕·ͬͨ͑͘ݟͳ͍͡Όͳ͍͔ͱɻͦ͏͢Δ

ͱɺ૬͕ؔͳ͍Ͱ͢Ͷɺ͑ݟͳ͍͔Βɻͣͬͱ͏͜޲ʹ͍Δਓ͕ӈखͷεϓʔϯΛऔΖ͏͕ࠨखͷε

ϓʔϯΛऔΖ͏͕ͬͪ͜ʹ͍Δਓ͸஌Βͳ͍ɺͲ͏Ͱ΋͍͍Θ͚Ͱ͢Ͷɻ

!

嬉 嬉 嬉 嬉 嬉 嬉 怒 嬉 嬉 嬉 嬉 嬉

ͦ͏͢Δͱɺ·͋͝૝૾ͷ௨Γɺͬͪ͜ଆʹ͍Δਓ͸ࠨखͰεϓʔϯΛऔͬͨͱɻͬͪ͜ଆʹ͍Δ

ਓ͸ӈखͰεϓʔϯΛऔͬͨͱɻΈΜͳ͍͠خΘ͚Ͱ͢Ͷɻͱ͜Ζ͕ 1 ਓ͚ͩɺεϓʔϯ͕ͳ͘ͳͬ

ͪΌͬͯɺ͓ʔ͍ɺԶεϓʔϯ͕Ͷ͑Αͱɻౖͬͨ··ͷਓ͕͍ΔΘ͚Ͱ͢Ͷ͜͜ʹɻ͜Ε͕ɺιϦτ

ϯͰ͢ɻͭ·Γɺ͜ͷਓͨͪͷౖΓͷΤωϧΪʔΛॎ࣠ʹͱͬͯɺԣ࣠ʹ͜ͷਓͨͪͷ࠲ඪΛͱΔͱɻ

エネルギー

孤立した安定なエネルギー塊
ソリトン

落ちることが出来ない

ͦ͏͢Δͱ͜ͷਓͨͪʢεϓʔϯΛऔΕͨਓͨͪʣ͸ɺ͔͍͠خΒɺΤωϧΪʔ௿͍Θ͚Ͱ͢ͶɻͰ͜

ͷਓʢεϓʔϯΛऔΕͳ͔ͬͨਓʣ͚ͩ΋͏ౖΓ৺಄ɺͰ͢Ͷɻ͜ͷΑ͏ʹ͚ͩ͜͜ΤωϧΪʔ͕͍ߴ

Θ͚Ͱ͢Ͷɻ͜ΕιϦτϯɻ͜ΕམͪΔ͜ͱͰ͖ͳ͍ΜͰ͢ɻεϓʔϯ͕ͳ͍͔Βɻ͔ͩΒɺ҆ఆͳΜ

Ͱ͢Ͷɻ

7

Soryushiron Kenkyu

トポロジカルソリトンの例1

図と説明のクレジット: 衛藤稔氏「場の理論の位相的ソリトンとその役割」(2014年度夏の学校講義録)
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• 周りの人が適当に取ってしまうと、うっかりこういう状況が起きる
かもしれない

͜ͷεʔϓͷ࿩͸༗໊ͳ࿩ͳΜͰ͚͢Ͳ΋ɺ΋͏ 1౓ॏཁͳͱ͜ΖΛநग़͢Δͱɺܥʹ͸΋ͱ΋ͱର

শੑ͕͋ͬͨɻ΋ͱ΋ͱͷਓ΍৯ثͷ഑ஔ͕ͦΕʹ͋ͨΔɻͰɺॳظঢ়ଶ͸ରশత͕ͩෆ҆ఆͰ͢Ͷɻ

ΈΜͳεʔϓΛҿΈ͍͚ͨͲҿΊͳ͍ঢ়ଶͰ͋Δɻ͜͏ɺ͓͚͋ͣ͞ΕͯΔΘ͚Ͱ͢ɻͰɺ΍ͬͱɺͳ

Μ͔ͷ͖͔͚ͬʹɺΑΓ҆ఆͳঢ়ଶʹભҠ͢ΔΜͰ͢Ͷɻ͢Δͱɺରশੑ͕ഁΕΔͱɻͭ·Γεʔϓ͕

ҿΊΔঢ়ଶʹͳͬͨͱ͍͏Θ͚Ͱ͢ɻ͜ΕΛରশੑͷࣗൃతഁΕͱ͍͏Θ͚Ͱ͢ɻ

͔͠͠ɺ͜͏͍ͭ΋͏·͍͘͘ͱ͸ݶΒͳ͍Ͱ͢Ͷɻྫ͑͹ɺςʔϒϧ͕ඇৗʹ௕͔ͬͨͱ͠·͢ɻ

΋͏ແݶʹ௕͍Α͏ͳςʔϒϧ͕͋ͬͨͱ͠·͢ɻͦ͏͢Δͱɺӈ୺ͷਓ͸ɺࠨ୺ͷਓ͕ͲͬͪΛऔΔ

͔ͳΜͯ͑ݟͳ͍Θ͚Ͱ͢Ͷɻٯ΋વΓɻࠨͷਓ͸ӈͷਓ͕·ͬͨ͑͘ݟͳ͍͡Όͳ͍͔ͱɻͦ͏͢Δ

ͱɺ૬͕ؔͳ͍Ͱ͢Ͷɺ͑ݟͳ͍͔Βɻͣͬͱ͏͜޲ʹ͍Δਓ͕ӈखͷεϓʔϯΛऔΖ͏͕ࠨखͷε
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!

嬉 嬉 嬉 嬉 嬉 嬉 怒 嬉 嬉 嬉 嬉 嬉

ͦ͏͢Δͱɺ·͋͝૝૾ͷ௨Γɺͬͪ͜ଆʹ͍Δਓ͸ࠨखͰεϓʔϯΛऔͬͨͱɻͬͪ͜ଆʹ͍Δ
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トポロジカルソリトンの例1

図と説明のクレジット: 衛藤稔氏「場の理論の位相的ソリトンとその役割」(2014年度夏の学校講義録)
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• 隣の人からスプーンを奪っても、奪われた人がまた励起状態になる
だけ → ソリトン自体は消えない

トポロジカルソリトンの例1

図と説明のクレジット: 衛藤稔氏「場の理論の位相的ソリトンとその役割」(2014年度夏の学校講義録)
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なぜこういうことが起きたのか？

右手と左手どちらを取るか2通りあって、
遠方の人々が別々の方を取ってしまった

→そのしわ寄せとしてソリトンが現れた
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エネルギー

孤立した安定なエネルギー塊
ソリトン

落ちることが出来ない
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7

Soryushiron Kenkyu

なぜこういうことが起きたのか？

右手と左手どちらを取るか2通りあって、
遠方の人々が別々の方を取ってしまった

→そのしわ寄せとしてソリトンが現れた

エネルギー最低状態(真空)が2通りあって、端っこの方で別々の
状態を取ると間にソリトンが現れる

一般化：
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7

Soryushiron Kenkyu

なぜこういうことが起きたのか？

右手と左手どちらを取るか2通りあって、
遠方の人々が別々の方を取ってしまった

→そのしわ寄せとしてソリトンが現れた

エネルギー最低状態(真空)が2通りあって、端っこの方で別々の
状態を取ると間にソリトンが現れる

一般化：

どう連続変形しても、ソリトンは消えない→トポロジカルに安定
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対応する例: 1+1次元のキンクソリトン

ϕLagrangian:

V(ϕ)

v−v(1+1 D)

x

ϕ

全体で左の真空を取った場合

ポテンシャル項 V(ϕ)

ℒ = 1
2 (∂μϕ)2 − λ

4 (ϕ2 − v2)2

• 同じことを数式でやりましょう
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対応する例: 1+1次元のキンクソリトン

ϕLagrangian:

V(ϕ)

v−v(1+1 D)

端で別々の真空を選んでしまった 
→ソリトン！

x

ϕ

全体で左の真空を取った場合

ポテンシャル項 V(ϕ)

ℒ = 1
2 (∂μϕ)2 − λ

4 (ϕ2 − v2)2

• 同じことを数式でやりましょう
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• 同じことを数式でやりましょう

ϕLagrangian:

V(ϕ)

v−v(1+1 D)

• 時間依存してない場合の運動方程式：

∂2
xϕ(x) = λ(ϕ2 − v2)ϕ(x)

ポテンシャル項 V(ϕ)

ℒ = 1
2 (∂μϕ)2 − λ

4 (ϕ2 − v2)2

対応する例: 1+1次元のキンクソリトン
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• 同じことを数式でやりましょう

ϕLagrangian:

V(ϕ)

v−v(1+1 D)

• 時間依存してない場合の運動方程式：

∂2
xϕ(x) = λ(ϕ2 − v2)ϕ(x)

ϕK(x) = v tanh [ λ
2 v(x − x0)]

ポテンシャル項 V(ϕ)

ℒ = 1
2 (∂μϕ)2 − λ

4 (ϕ2 − v2)2

• 端で別々の真空を選んだというのを反映するため、
境界条件  のもとで解くとϕ |x=±∞ = ± v xx0

+v

−v

ϕK(x)E[ϕK]

: ソリトンの位置x0

対応する例: 1+1次元のキンクソリトン
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• 同じことを数式でやりましょう

ϕLagrangian:

V(ϕ)

v−v(1+1 D)

• 時間依存してない場合の運動方程式：

∂2
xϕ(x) = λ(ϕ2 − v2)ϕ(x)

ϕK(x) = v tanh [ λ
2 v(x − x0)]

ポテンシャル項 V(ϕ)

ℒ = 1
2 (∂μϕ)2 − λ

4 (ϕ2 − v2)2

• 端で別々の真空を選んだというのを反映するため、
境界条件  のもとで解くとϕ |x=±∞ = ± v xx0

+v

−v

ϕK(x)E[ϕK]

エネルギーの励起=ソリトンが現れた！
: ソリトンの位置x0

対応する例: 1+1次元のキンクソリトン
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• 人がいっぱいいるエレベータの中って、
なんとなく上を向いちゃいますよね

トポロジカルソリトンの例2

• 真上を向いてるとすると、それぞれの人
は回転対称性を持つ

疲れる

• 首が疲れると、視線を下ろしたくなる 
→回転対称性が自発的に破れる

エネルギーが低い状態回転対称
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• この人たちがエレベーターにいっぱいいたとしましょう

トポロジカルソリトンの例2

図のクレジット: 衛藤稔氏「場の理論の位相的ソリトンとその役割」(2014年度夏の学校講義録)
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ΈΜͳಉ͡ํ޲Λ͍͖ͨ޲ͱɻͰ΋ํ͖޲͸ࣗ༝Ͱ͢ΑͶɻ

ྫ͑͹͜͏͍͏͜ͱ΋͋ͬͯ΋͍͍ͱɻ·ͬͨ͘͘޲ʹࠨʹٯͱɻ͍·ӈͱࠨ΍Γ·͚ͨ͠Ͳɺ360◦

Ͳ͜Ͱ΋͍͍͡Όͳ͍Ͱ͔͢ͱɻԿ΋ঢ়گ͸มΘΒͳ͍Ͱ͢Ͷɻͦ͏͢Δͱਅۭ͍ͬͯ͏ͷ͸ɺ͖ͬ͞
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ͨ͠ΒͦΕ͸ԁͰ͋Δͱɻ͖ͬ͞͸ 2఺ͩͬͨͱ͍͏Θ͚Ͱ͚͢Ͳ΋ͦΕ͕ԁʹͳͬͨͱɻ͡Ό͋ɺ͜
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11

Soryushiron Kenkyu

疲れる

• みんな右を向いてて、誰とも見つめ合わないので平和

上から見た図
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Soryushiron Kenkyu

疲れる

• みんな右を向いてて、誰とも見つめ合わないので平和

• 全体が から のどの方向を向いてても同じ0 2π

真空は角度  の自由度を持つ 

→ 真空は円周( )をなす
θ ∈ [0,2π)

S1

上から見た図
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• うっかりこういうこともあるかもしれない

トポロジカルソリトンの例2

͜ͷਓΛ ΛৼΓ͔ͿͬͨਓɺϚεήʔϜΈ͍ͨͷ͕͋݋Μฒ΂Δͱɻ͜͏͍͏ɺͨ͘͞ʹۭؒݩ࣍2
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Soryushiron Kenkyu

疲れる

• 誰とも見つめ合いたくないので、真ん中の人が視線を下ろせなくなっ
てしまった！
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Soryushiron Kenkyu

つ、つらい

図のクレジット: 衛藤稔氏「場の理論の位相的ソリトンとその役割」(2014年度夏の学校講義録)
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Soryushiron Kenkyu

真ん中はエネルギーが高い→ソリトン！

つ、つらい

図のクレジット: 衛藤稔氏「場の理論の位相的ソリトンとその役割」(2014年度夏の学校講義録)
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なぜこういうことが起きたのか？
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視線の向きも一周

図のクレジット: 衛藤稔氏「場の理論の位相的ソリトンとその役割」(2014年度夏の学校講義録)
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図のクレジット: 衛藤稔氏「場の理論の位相的ソリトンとその役割」(2014年度夏の学校講義録)

真空に円周 の自由度があって、境界で一周してると中心に
ソリトンが現れる

S1
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ℒ = − 1
4 FμνFμν + |Dμϕ |2 + m2 |ϕ |2 − λ |ϕ |4

→  対称性が自発的に破れるU(1)

V(ϕ)• Abelian-Higgs model in 2+1D

• が真空を選ぶ: ϕ ⟨ϕ⟩ = veiθ0

x

y

• それぞれの場所で違う真空を選んだとする

V(ϕ)V(ϕ)

対応する例: 2+1次元のvortex
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ℒ = − 1
4 FμνFμν + |Dμϕ |2 + m2 |ϕ |2 − λ |ϕ |4

• Abelian-Higgs model in 2+1D

x

y

• 特に、遠方で  の位相が一周してるとするϕ

対応する例: 2+1次元のvortex
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ℒ = − 1
4 FμνFμν + |Dμϕ |2 + m2 |ϕ |2 − λ |ϕ |4

• Abelian-Higgs model in 2+1D

真ん中に絶対ソリトンが現れる！

x

y

• 特に、遠方で  の位相が一周してるとするϕ V(ϕ)

対応する例: 2+1次元のvortex
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ℒ = − 1
4 FμνFμν + |Dμϕ |2 + m2 |ϕ |2 − λ |ϕ |4

• Abelian-Higgs model in 2+1D

• 以下の場の配位を仮定：

ϕ(x) = v f(r)eiθ Aθ(x) = a(r)r
θ x

y

V(ϕ)

の位相が一周巻き付いてるϕ

ただし f(∞) = a(∞) = 1

[Nielsen-Olesen ’73]

[Abrikosov ’58]対応する例: 2+1次元のvortex
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4 FμνFμν + |Dμϕ |2 + m2 |ϕ |2 − λ |ϕ |4

• Abelian-Higgs model in 2+1D

• 以下の場の配位を仮定：

ϕ(x) = v f(r)eiθ Aθ(x) = a(r)

• 運動方程式：

f′ ′ + 1
r

f′ − (1 − a)2

r2 f − 1
2

∂V
∂f

= 0

a′ ′ − 1
r

a′ + 2(1 − a)f 2 = 0

Out[� ]=

f(r)

a(r)

1 2 3 4 5
r

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

r
θ x

y

V(ϕ)

の位相が一周巻き付いてるϕ

ただし f(∞) = a(∞) = 1

[Nielsen-Olesen ’73]

[Abrikosov ’58]対応する例: 2+1次元のvortex
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ℒ = − 1
4 FμνFμν + |Dμϕ |2 + m2 |ϕ |2 − λ |ϕ |4

• Abelian-Higgs model in 2+1D

• 確かに中心で励起してる解が存在！→ ANO vortexと呼ぶ

• 以下の場の配位を仮定：

ϕ(x) = v f(r)eiθ Aθ(x) = a(r)

• 運動方程式：

f′ ′ + 1
r

f′ − (1 − a)2

r2 f − 1
2

∂V
∂f

= 0

a′ ′ − 1
r

a′ + 2(1 − a)f 2 = 0

Out[� ]=

f(r)

a(r)

1 2 3 4 5
r

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

r
θ x

y

V(ϕ)

の位相が一周巻き付いてるϕ

ただし f(∞) = a(∞) = 1

[Nielsen-Olesen ’73]

[Abrikosov ’58]対応する例: 2+1次元のvortex
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[Nielsen-Olesen ’73]

[Abrikosov ’58]3+1次元にしましょう(vortex string)

y

z

x vortex string

ℒ = − 1
4 FμνFμν + |Dμϕ |2 + m2 |ϕ |2 − λ |ϕ |4

• Abelian-Higgs model in 3+1D
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[Nielsen-Olesen ’73]

[Abrikosov ’58]

• さっきの配位を 軸方向に拡張するz

3+1次元にしましょう(vortex string)

y

z

x vortex string

ℒ = − 1
4 FμνFμν + |Dμϕ |2 + m2 |ϕ |2 − λ |ϕ |4

• Abelian-Higgs model in 3+1D



28

[Nielsen-Olesen ’73]

[Abrikosov ’58]

• さっきの配位を 軸方向に拡張するz

3+1次元にしましょう(vortex string)

 方向に伸びた励起！ 

→ ANO vortex stringと呼ぶ

z

(ひも理論のひもとは違うものです)

y

z

x vortex string

ℒ = − 1
4 FμνFμν + |Dμϕ |2 + m2 |ϕ |2 − λ |ϕ |4

• Abelian-Higgs model in 3+1D



ここまでのまとめ
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• トポロジカルソリトン：トポロジー的な性質によって安定在が保証
されるソリトン

• 1+1次元での例：キンク
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エネルギー

孤立した安定なエネルギー塊
ソリトン

落ちることが出来ない
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Soryushiron Kenkyu

• 2+1次元、3+1での例：vortex (string)
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Soryushiron Kenkyu

つ、つらい

y

z

x

r

θ
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古典的スケール不変性とvortex string



実はvortex stringはアツい

32https://www2.yukawa.kyoto-u.ac.jp/~lunch.seminar/
files/120627_Hiramatsu.pdf

• 超伝導物質中のMagnetic flux tube

• 宇宙でのVortex string: Cosmic string (宇宙ひも)

• CMB (宇宙マイクロ波背景放射)

• 重力波

• 重力レンズ

• 発見されれば新物理の強い証拠、
しかし未だ見つからず

• 超伝導体の相図と関係

Cosmic String Network

Takashi Hiramatsu
Cosmic strings

1-dimensional topological defect, produced through the spontaneous symmetry
breaking (SSB) of the vacuum state of some kinds of fields. 

It's possible for various kinds of field to exist in the early epoch of the universe, 
and some of them can be responsible for the formation of CSs.

cosmic strings domain wallsour universe
(visible region)



(最も)重要な問い： 

vortex string同士の相互作用

33



(最も)重要な問い： 

vortex string同士の相互作用

33

引力 / 斥力？ 

長距離力 / 短距離力？



Interaction of Vortex Strings

34

• 2本の 軸に並行な vortex stringsを考えるz

x
y

斥力？ 引力？

• 超伝導体では、
斥力 (type II)

/ 17 Ryusuke Jinno (IFT) "Coleman-Weinberg Abrikosov-Nielsen-Olesen strings" [ 2205.04394 ]02

TOPOLOGICAL DEFECTS
➤ Topological defects:  Ubiquitous objects in quantum field theory

- Cosmology:  cosmic strings and gravitational-wave emission

- Domain walls, Vortices (strings), Monopoles, ...

➤ Best-known example:  Abrikosov-Nielsen-Olesen vortex in superconductors

V(Φ) = m2 |Φ |2 + λ |Φ |4

➤ Vortices (strings) are interesting in e.g.

{{- Condensed matter systems:
magnetic flux tubes

quantum vorticies
 in superconductors

Φ : Cooper pair of electrons

ANO vortex
m2

A = 2g2v2
Φ

m2
Φ = 4λv2

Φ
⟨Φ⟩ = vΦ = − m2

2λ
m2 < 0 → →

引力 (type I)

Abrikosov 格子という構造を作る
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TOPOLOGICAL DEFECTS
➤ Topological defects:  Ubiquitous objects in quantum field theory

- Cosmology:  cosmic strings and gravitational-wave emission

- Domain walls, Vortices (strings), Monopoles, ...

➤ Best-known example:  Abrikosov-Nielsen-Olesen vortex in superconductors

V(Φ) = m2 |Φ |2 + λ |Φ |4

➤ Vortices (strings) are interesting in e.g.

{{- Condensed matter systems:
magnetic flux tubes

quantum vorticies
 in superconductors

Φ : Cooper pair of electrons

ANO vortex
m2

A = 2g2v2
Φ

m2
Φ = 4λv2

Φ
⟨Φ⟩ = vΦ = − m2

2λ
m2 < 0 → →

超伝導性がすぐ壊れる

• cosmic stringの場合、相互作用が宇宙の中での時間発展を決める

→ 宇宙の歴史にもろに影響する

(wikipedia)
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TOPOLOGICAL DEFECTS
➤ Topological defects:  Ubiquitous objects in quantum field theory

- Cosmology:  cosmic strings and gravitational-wave emission

- Domain walls, Vortices (strings), Monopoles, ...

➤ Best-known example:  Abrikosov-Nielsen-Olesen vortex in superconductors

V(Φ) = m2 |Φ |2 + λ |Φ |4

➤ Vortices (strings) are interesting in e.g.

{{- Condensed matter systems:
magnetic flux tubes

quantum vorticies
 in superconductors

Φ : Cooper pair of electrons

ANO vortex
m2

A = 2g2v2
Φ

m2
Φ = 4λv2

Φ
⟨Φ⟩ = vΦ = − m2

2λ
m2 < 0 → →

Eg.) ANO stringの相互作用
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• 2本のANO string間の相互作用：
β ≡

m2
ϕ

m2
A

= 4λv2

2g2v2

0 1 2 3 4 5 6

11

12

13

14

0 1 2 3 4 5 6

11

12

13

14

15

0 1 2 3 4 5 6

12.45

12.50

12.55

12.60

12.65

0 1 2 3 4 5 6
13.3

13.4

13.5

13.6

13.7

13.8

13.9

14.0

interaction potential

 
(type II)
β > 1

 
(type I)
β < 1

斥力 or 引力 for  and β > 1 β < 1

 (BPS limit)β = 1

d
ℒ = − 1

4 FμνFμν + |Dμϕ |2 + m2 |ϕ |2 − λ |ϕ |4

[Nielsen-Olesen ’73]

[Abrikosov ’58]

• さっきの模型：



Coleman-Weinberg potential

36
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• 場の二次項の無いColeman-Weinberg potential

VCW(Φ) = λ(Φ) |Φ |4 : running quartic couplingλ(Φ)

VCW(Φ)

λ ( |Φ |2 − 1)
2

[Coleman-Weinberg ’73]

• 原点付近で平坦な構造
• スケールは量子効果を通じて現れる 

→ヒッグス粒子質量の起源を説明できる
[Iso-Okada-Orikasa ’09] [Iso-Orikasa ’12] [Chway+ ’13]

• tree level → =const., スケール不変、no SSBλ

• quantum effects → , triggers SSBλ(Φ) = λCW (log |Φ |2

v2 − 1
2 )

微視的な自由度に依存



Coleman-Weinberg potential

36
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

0.00

0.05

0.10

0.15
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• 場の二次項の無いColeman-Weinberg potential

VCW(Φ) = λ(Φ) |Φ |4 : running quartic couplingλ(Φ)

VCW(Φ)

λ ( |Φ |2 − 1)
2

[Coleman-Weinberg ’73]

• 原点付近で平坦な構造
• スケールは量子効果を通じて現れる 

→ヒッグス粒子質量の起源を説明できる
[Iso-Okada-Orikasa ’09] [Iso-Orikasa ’12] [Chway+ ’13]

• tree level → =const., スケール不変、no SSBλ

• quantum effects → , triggers SSBλ(Φ) = λCW (log |Φ |2

v2 − 1
2 )

微視的な自由度に依存
このポテンシャルがvortex stringの相互作用に影響するか 

→ Yes!!



Model
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• 3+1 D Abelian-Higgs model w/ two types of potential

V(Φ) = λ (log |Φ |2

v2 − 1
2 ) |Φ |4

S = ∫ d4x [− 1
4 FμνFμν + |DμΦ |2 − V(Φ)]

V(Φ) = λ ( |Φ |2 − v2)
2

• usual Quadratic-Quartic • Coleman-Weinberg

• 両方の模型で 対称性が自発的に破れる → vortex stringが存在U(1)

Dμ = ∂μ + igAμ

• Quadratic-Quartic → 普段のANO vortex string

• Coleman-Weinberg → Coleman-Weinberg ANO string! (new!)



Model
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• 場の再定義をしておくと便利： Aμ → Aμ/g Φ → Φ/g

S = 1
g2 ∫ d4x [− 1

4 FμνFμν + |DμΦ |2 − Vβ(Φ)] Dμ = ∂μ + iAμ

Vβ(Φ) = β
2 ( |Φ |2 − 1)

2
Vβ(Φ) = β

2 (log |Φ |2 − 1
2 ) |Φ |4

• usual Quadratic-Quartic • Coleman-Weinberg

• 一つのパラメータのみに依存 β ≡
m2

ϕ

m2
A

= 2λ
g2



Axisymmetric string
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• 遠方で一周した配位を考える：

Φ(x) = f(r)eiθ Aθ(x) = a(r)

y

z

x

r

θ

β = 0.5 β = 1.5

winding # = 1 & magnetic flux ∫ d2x B = 2π

0 1 2 3 4 5 6 7
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

QQ

CW

f(r)

a(r)

0 1 2 3 4 5 6 7
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

QQ

CW

f(r)

a(r)

• 解の振る舞い自体は大きな違いがない



Asymptotics of CW-ANO string
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• このことは解の漸近形 @  からも理解できるr → ∞

• ,  @  なので、   and 

について線形化した形に書き換える

f(r) ≃ 1 a(r) ≃ 1 r → ∞ δf ≡ 1 − f

δa ≡ 1 − a

In particular, for VAH, the tension (3.3) can be rewritten as

T = 2⇡

Z 1

0

dr r E(r)

= 2⇡|n|

+ 2⇡

Z 1

0

dr r

"✓
f 0 + |n|

a� 1

r
f

◆
2

+
n2

2r2

✓
a0 +

r

|n|
(f2

� 1)

◆
2

+
1

2
(� � 1)(f2

� 1)2
#
.

(3.8)

The first and second terms in the integrand are in squared forms and thus always give

positive values. Therefore, the tension is bounded from below as

T � 2⇡|n|+ 2⇡

Z 1

0

dr r


1

2
(� � 1)(f2

� 1)2
�
. (3.9)

Moreover, if � � 1, the second term in Eq. (3.9) also becomes non-negative, so that one

has the Bogomol’nyi bound; T � 2⇡|n|. In particular, for � = 1 the last term in Eq. (3.8)

vanishes, and the equations of motion (3.5) and (3.6) can be rewritten as the first-order

Bogomol’nyi equations [25] in terms of f and a:

f 0 + |n|
a� 1

r
f = 0, a0 +

r

|n|
(f2

� 1) = 0, (3.10)

for which the tension is given by the Bogomol’nyi limit

T = 2⇡|n| (� = 1). (3.11)

Hence, the vortex becomes stable in sense that its tension takes the lowest value of the

energy bound. This is the BPS state. In the case of VAH, the stability of the vortex strings

can be understood analytically in terms of �, but this is not possible for the CW potential

VCW. Thus the stability analysis of the latter should instead rely on numerical methods.

Clarifying the stability of vortex strings for the CW type potential is one of the main

purposes in this work, and is done in Sec. 4.

We close this subsection by mentioning the behavior of f and a as functions of r. Since

exact solutions to Eqs. (3.5) and (3.6) do not exist even in the case of the AH potential,

numerical methods are necessary to obtain the full solutions. This is discussed in the next

subsection. Instead, we here explore the asymptotic behaviors of f and a in an analytic

way. In the limit r ! 1, the functions f and a are su�ciently close to the vacuum

values, and hence it is convenient to rewrite the equations of motion to the leading order

in �f ⌘ 1� f ⌧ 1 and �a ⌘ 1� a ⌧ 1 as

�f 00 +
1

r
�f 0

� 2��f = O((�f)2, (�a)2), (3.12)

�a00 �
1

r
�a0 � 2�a = O((�f)2, (�a)2), (3.13)

from which it is clear that �f and �a behave as

�f / r�1/2 exp
h
�

p
2�r

i
, �a / r1/2 exp

h
�
p
2r
i
, (3.14)

– 9 –

真空まわりの二次曲率のみに依存
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

0.00

0.05

0.10
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0.20

• 漸近形はポテンシャルの詳細によらない：

δf ≃ r−1/2 exp [− 2βr] δa ≃ r1/2 exp [− 2r]



周した配位にしてみるn
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• Field configuration:

Φ(x) = f(r)einθ Aθ(x) = n a(r)
r

θ

winding #  & magnetic flux = n ∫ d2x B = 2πn

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
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5.5

6.0

6.5

7.0

1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0
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7.0

7.5
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6.20
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6.35

2.0 2.1 2.2 2.3 2.4
6.6

6.7

6.8

6.9

7.0

7.1

• String tension for QQ and CW cases:

• For QQ case, all lines cross at  (BPS state) while it doesn't 
happen for CW case (next slide).

β = 1

(QQ) (CW)



BPS state
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• In Quadratic Quartic case, the energy can be rewritten by 
completion of square:

[Bogomol’nyi '76]

[Prasad-Sommerfield '75]

In particular, for VAH, the tension (3.3) can be rewritten as

T = 2⇡

Z 1

0

dr r E(r)

= 2⇡|n|

+ 2⇡

Z 1

0

dr r
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2r2
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r

|n|
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� 1)

◆
2

+
1

2
(� � 1)(f2

� 1)2
#
.

(3.8)

The first and second terms in the integrand are in squared forms and thus always give

positive values. Therefore, the tension is bounded from below as
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Moreover, if � � 1, the second term in Eq. (3.9) also becomes non-negative, so that one

has the Bogomol’nyi bound; T � 2⇡|n|. In particular, for � = 1 the last term in Eq. (3.8)

vanishes, and the equations of motion (3.5) and (3.6) can be rewritten as the first-order

Bogomol’nyi equations [25] in terms of f and a:
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f = 0, a0 +

r

|n|
(f2

� 1) = 0, (3.10)

for which the tension is given by the Bogomol’nyi limit

T = 2⇡|n| (� = 1). (3.11)

Hence, the vortex becomes stable in sense that its tension takes the lowest value of the

energy bound. This is the BPS state. In the case of VAH, the stability of the vortex strings

can be understood analytically in terms of �, but this is not possible for the CW potential

VCW. Thus the stability analysis of the latter should instead rely on numerical methods.

Clarifying the stability of vortex strings for the CW type potential is one of the main

purposes in this work, and is done in Sec. 4.

We close this subsection by mentioning the behavior of f and a as functions of r. Since

exact solutions to Eqs. (3.5) and (3.6) do not exist even in the case of the AH potential,

numerical methods are necessary to obtain the full solutions. This is discussed in the next

subsection. Instead, we here explore the asymptotic behaviors of f and a in an analytic

way. In the limit r ! 1, the functions f and a are su�ciently close to the vacuum

values, and hence it is convenient to rewrite the equations of motion to the leading order

in �f ⌘ 1� f ⌧ 1 and �a ⌘ 1� a ⌧ 1 as

�f 00 +
1

r
�f 0

� 2��f = O((�f)2, (�a)2), (3.12)

�a00 �
1

r
�a0 � 2�a = O((�f)2, (�a)2), (3.13)

from which it is clear that �f and �a behave as

�f / r�1/2 exp
h
�

p
2�r

i
, �a / r1/2 exp

h
�
p
2r
i
, (3.14)

– 9 –

T

• For , the last term vanishes and the EOMs reduce to β = 1

f′ + |n |
a − 1

r
f = 0 a′ + r

|n |
( f 2 − 1) = 0 BPS equations

T
|n |

= 2π But, CW case doesn't have this 
property due to the log-potential.



Two string system
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d

• put two parallel strings orthogonally to  plane 

w/ distance .

xy
d

string core



Calculation of interaction potential

44

• minimization is performed by the relaxation method 
(gradient flow):

∂τX = − δE
δX

 or X = Φ Ai

→ minimum-energy configuration w/ fixed d

τ EX

d

1. put two strings w/ distance d

2. fix distance  (pinning string cores)d

3. minimize the energy of the system

4. do 1~3 for various d
→ interaction potential as a function of d

: fictitious timeτ
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Result: Energy barrier
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TOPOLOGICAL DEFECTS
➤ Topological defects:  Ubiquitous objects in quantum field theory

- Cosmology:  cosmic strings and gravitational-wave emission

- Domain walls, Vortices (strings), Monopoles, ...

➤ Best-known example:  Abrikosov-Nielsen-Olesen vortex in superconductors

V(Φ) = m2 |Φ |2 + λ |Φ |4

➤ Vortices (strings) are interesting in e.g.

{{- Condensed matter systems:
magnetic flux tubes

quantum vorticies
 in superconductors

Φ : Cooper pair of electrons

ANO vortex
m2

A = 2g2v2
Φ

m2
Φ = 4λv2

Φ
⟨Φ⟩ = vΦ = − m2

2λ
m2 < 0 → →

attractive

large
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by quantum tunneling.
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Other potentials
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Figure 15. Potentials used in App. A: ṼAH (blue), ṼCW (red), ṼAH�cut with Ṽ0 = 0.5 (yellow),
ṼAH�36 (green), and ṼAH�48 (light blue).

the CW potential. We study the rescaled potentials

ṼAH�cut =

8
>>>><

>>>>:

�

2
Ṽ0

✓
|�̃| <

q
1�

p
Ṽ0

◆
,

�

2

⇣
|�̃|2 � 1

⌘
2

✓
|�̃| >

q
1�

p
Ṽ0

◆
,

(A.1)

ṼAH�36 =
2�

9

⇣
|�̃|3 � 1

⌘
2

, (A.2)

ṼAH�48 =
�

8

⇣
|�̃|4 � 1

⌘
2

. (A.3)

We plot these potentials in Fig. 15. We calculate the d-dependence of the energy of the

two-string system with the same method as the main text. The result is shown in Fig. 16.

We see that all of these potentials develop an energy barrier around d ⇠ 2� 3.

B Explanation with one-string ansatz

In this appendix we study whether the superposition of the string configuration with wind-

ing number n = 1 can explain the behavior of the energy. In Fig. 17 we show the compari-

son between the energy calculated from the actual two-string configuration (blue) and that

from superposed one-string ansatz (red). For the latter, we first solve for the axisymmetric

configuration that minimizes the energy for n = 1, and then superpose two of such config-

urations at distance d. The superposition is done with � = �L⇥�R and Ai = Ai,L+Ai,R,

with the subscripts L and R are for the left and right strings, respectively. We see that the

superposed configurations explain the behavior of the blue lines at large distances, while

they fail at small distances.

– 30 –

36

cut

48

CW

QQ
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Discussion
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• Formation of Abrikosov-like lattice in superconductor?

• Cosmic string in universe → reconnection? gravitational waves?

repulsive attractive

large d small d

might lead to non-trivial dynamics! (future work)

dilute → lattice-like structure 
dense → gather and merge!

novel phase transition!



Summary
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• Coleman-Weinberg potentialを持つAbelian-Higgs模型での
vortex stringを調べた (CW-ANO string).

• 通常の ANO vortex stringと違って、 の時に2本間の相互作用
ポテンシャルがエネルギー障壁を持つことがわかった

β > 1

VCW(Φ) = β
2 (log |Φ |2

v2 − 1
2 ) |Φ |4

0 1 2 3 4 5 6

11

12

13

14

0 1 2 3 4 5 6

11

12

13

14

15

0 1 2 3 4 5 6

12.45

12.50

12.55

12.60

12.65

0 1 2 3 4 5 6
13.3

13.4

13.5

13.6

13.7

13.8

13.9

14.0

repulsive

/ 17 Ryusuke Jinno (IFT) "Coleman-Weinberg Abrikosov-Nielsen-Olesen strings" [ 2205.04394 ]02

TOPOLOGICAL DEFECTS
➤ Topological defects:  Ubiquitous objects in quantum field theory

- Cosmology:  cosmic strings and gravitational-wave emission

- Domain walls, Vortices (strings), Monopoles, ...

➤ Best-known example:  Abrikosov-Nielsen-Olesen vortex in superconductors

V(Φ) = m2 |Φ |2 + λ |Φ |4

➤ Vortices (strings) are interesting in e.g.

{{- Condensed matter systems:
magnetic flux tubes

quantum vorticies
 in superconductors

Φ : Cooper pair of electrons

ANO vortex
m2

A = 2g2v2
Φ

m2
Φ = 4λv2

Φ
⟨Φ⟩ = vΦ = − m2

2λ
m2 < 0 → →

attractive

large

/ 17 Ryusuke Jinno (IFT) "Coleman-Weinberg Abrikosov-Nielsen-Olesen strings" [ 2205.04394 ]02

TOPOLOGICAL DEFECTS
➤ Topological defects:  Ubiquitous objects in quantum field theory

- Cosmology:  cosmic strings and gravitational-wave emission

- Domain walls, Vortices (strings), Monopoles, ...

➤ Best-known example:  Abrikosov-Nielsen-Olesen vortex in superconductors

V(Φ) = m2 |Φ |2 + λ |Φ |4

➤ Vortices (strings) are interesting in e.g.

{{- Condensed matter systems:
magnetic flux tubes

quantum vorticies
 in superconductors

Φ : Cooper pair of electrons

ANO vortex
m2

A = 2g2v2
Φ

m2
Φ = 4λv2

Φ
⟨Φ⟩ = vΦ = − m2

2λ
m2 < 0 → →

short
for distance

/ 17Ryusuke Jinno (IFT)"Coleman-Weinberg Abrikosov-Nielsen-Olesen strings" [ 2205.04394 ] 02

TOPOLOGICAL DEFECTS
➤Topological defects:  Ubiquitous objects in quantum field theory

- Cosmology:  cosmic strings and gravitational-wave emission

- Domain walls, Vortices (strings), Monopoles, ...

➤Best-known example:  Abrikosov-Nielsen-Olesen vortex in superconductors

V(Φ)=m2|Φ|2+λ|Φ|4

➤Vortices (strings) are interesting in e.g.

{ { - Condensed matter systems:
magnetic flux tubes

quantum vorticies
 in superconductors

Φ: Cooper pair of electrons

ANO vortex
m2

A=2g2v2
Φ

m2
Φ=4λv2

Φ
⟨Φ⟩=vΦ=−m2

2λ
m2<0→→

/ 17Ryusuke Jinno (IFT)"Coleman-Weinberg Abrikosov-Nielsen-Olesen strings" [ 2205.04394 ] 02

TOPOLOGICAL DEFECTS
➤Topological defects:  Ubiquitous objects in quantum field theory

- Cosmology:  cosmic strings and gravitational-wave emission

- Domain walls, Vortices (strings), Monopoles, ...

➤Best-known example:  Abrikosov-Nielsen-Olesen vortex in superconductors

V(Φ)=m2|Φ|2+λ|Φ|4

➤Vortices (strings) are interesting in e.g.

{ { - Condensed matter systems:
magnetic flux tubes

quantum vorticies
 in superconductors

Φ: Cooper pair of electrons

ANO vortex
m2

A=2g2v2
Φ

m2
Φ=4λv2

Φ
⟨Φ⟩=vΦ=−m2

2λ
m2<0→→

energy barrier


