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§1. 序
中心アファイン極小超曲面はWang ([16]) により, Euclid空間内の非退
化中心アファイン超曲面に対する中心アファイン計量の面積積分の停留
超曲面として定義された, 中心アファイン微分幾何における研究対象であ
る. Wang自身は中心アファイン計量が定値な場合に上の面積積分の第一
変分を計算し, 原点を中心とする固有アファイン超球面は中心アファイン
極小超曲面であることを示した他, 第二変分も計算し, 中心アファイン計
量が負定値な原点を中心とする固有アファイン超球面は安定で, 原点を中
心とする楕円面は不安定であることを示した.

Wangの仕事からも分かるように, 中心アファイン極小超曲面はアファ
イン超球面と深い関わりをもつ. アファイン超球面はアファイン型作用素
がスカラー作用素となる Euclid空間内の超曲面で, 等積アファイン微分
幾何における研究対象である. 等積アファイン微分幾何を含むアファイン
微分幾何については, 例えば [1, 13] を参照されたい. 特に, アファイン型
作用素が零作用素でないアファイン超球面は固有であるというが, 固有ア
ファイン球面, 即ちEuclid空間が 3次元の場合, その歴史は二十世紀初め
のTzitzéica ([14]) の仕事にまで遡ることができる.

3次元Euclid空間R3内の曲面を局所的に考え, 領域DからR3 への写
像 f として表しておき, Kを f のEuclid Gauss曲率, dを原点と f の接平
面の符号付きEuclid距離, 即ち原点からのEuclid支持関数とし, d 6= 0と

する. このとき, Tzitzéicaは K

d4
が原点を固定する等積アファイン変換,

即ち等積中心アファイン変換で不変であることを発見し, この量が一定の
の曲面をS曲面とよんだ. K 6= 0のS曲面は原点を中心とする固有アファ
イン球面に他ならない. また, 例えば等積アファイン計量が不定値の場合
の固有アファイン球面に対する積分可能条件は一般に

(logψ)xy = −ψ − 1

ψ2

と表され, この方程式はTzitzéica方程式ともよばれる.



ここではR3内の中心アファイン極小超曲面, 即ちの中心アファイン極
小曲面を局所的に考えるが, このような状況ですら本質的に新しい例は
余り知られていない. また, Schief ([11]) が示したように, 中心アファイ
ン極小曲面は可積分系理論的な側面ももち, 固有アファイン球面に対する
Tzitzéica変換の一般化や離散化が可能である. なお, [11]では中心アファ
イン極小曲面を一般化アファイン球面とよんでいる.

§2. 中心アファイン微分幾何
まず, アファイン微分幾何よりは親しみのある Euclid微分幾何につい
て少しだけ思い出しておく. R3内の曲面 f を領域DからR3への写像 f

として表しておき, (x1, x2)を局所座標とする. Euclid 微分幾何ではR3に
標準内積 〈 , 〉が備わっていると考えるから, 曲面 f に対する単位法ベク
トル場 nを定めることができる. このとき, Gauss方程式はChristoffel記
号 Γk

ij (i, j, k = 1, 2) を用いて

fxixj
= Γ1

ijfx1 + Γ2
ijfx2 + 〈fxixj

, n〉n (i, j = 1, 2)

と表される.

一方, アファイン微分幾何ではR3はアファイン空間であり, 曲面と横
断的に交わるベクトル場として, nに代わるものを考えることになる. こ
のようなものとして曲面の位置ベクトルを選ぶことのできる曲面が中心
アファイン曲面である. よって, f が中心アファイン曲面のとき, 中心ア
ファイン曲面としての Gauss方程式は上とは異なる Christoffel記号 Γ̃k

ij

(i, j, k = 1, 2) 及び中心アファイン計量とよばれる (0, 2)テンソル場 hを
用いて

fxixj
= Γ̃1

ijfx1 + Γ̃2
ijfx2 − h(∂xi

, ∂xj
)f (i, j = 1, 2)

と表される.

中心アファイン曲面は中心アファイン計量が非退化, 定値, 不定値の場
合に応じて, それぞれ非退化, 定値, 不定値であるという. 上の 2式と nの
内積を取ると

〈fxixj
, n〉 = −h(∂xi

, ∂xj
)〈f, n〉

となるから,中心アファイン曲面が定値,或いは不定値であることはEuclid

Gauss曲率がそれぞれ正, 或いは負であることと同値である.

§3. 中心アファイン極小曲面
簡単のため f を不定値中心アファイン曲面とする. 局所座標として漸
近線座標 (x, y)を選んでおき, f の定義域Dは有界であるとする. また,



Φ(x, y, t)を不定値中心アファイン曲面の 1径数族で,

Φ = f + t(λf + µfx + νfy) + o(t) (t→ 0)

となるものとする. 但し, λ, µ, νはDの境界で 0となるD上の実数値関
数である. 更に, Adxdyを Φの中心アファイン計量の面積要素とすると,

第一変分公式
d

dt

∣∣∣∣
t=0

∫
D

Adxdy = ±2

∫
D

ρxyλdxdy

が成り立つ. 但し, f の Euclid Gauss曲率K及び f の原点からの Euclid

支持関数 d = 〈f, n〉を用いて

ρ = −1

4
log

(
−K
d4

)
とおいた. また, hを f の中心アファイン計量とすると, 第一変分公式の
右辺の符号は h(∂x, ∂y)と異符号である. §1において述べたことから, ρは
等積中心アファイン変換で不変な量となる. なお, 等積アファイン微分幾
何の言葉を用いると, eρは fの原点からの等積アファイン支持関数と符号
を除いて一致する. 第一変分公式より, f が中心アファイン極小であるこ
とは ρが漸近線座標に関してローレンツ調和, 即ち ρxy = 0であることと
同値である. よって, 中心アファイン極小曲面はEuclid微分幾何における
調和逆平均曲率曲面や Bianchi 曲面のアファイン微分幾何版ともみなす
ことができる. 調和逆平均曲率曲面及びBianchi曲面の基本的事項につい
ては, 例えば [2]を参照されたい.

後で用いるために, 上とは異なる方法で中心アファイン極小曲面を特徴
付けよう. f を非退化中心アファイン曲面, ∇̃を中心アファイン曲面 f の
誘導する接続, ∇̂を f の中心アファイン計量 hの Levi-Civita接続とする.

このとき, 差テンソルとよばれる (1, 2)テンソル場C及び中心アファイン
Tchebychevベクトル場とよばれるベクトル場 T が

C = ∇̃ − ∇̂, T =
1

2
trhC

により定められる. 但し, 第 2式の右辺は

hij = h(∂xi
, ∂xj

), (hij) = (hij)
−1, Ck

ij∂xk
= C(∂xi

, ∂xj
)

とおき,

trhC = hijCk
ij∂xk



により定められる.

このとき,

T = gradhρ

が成り立つことが分かるから, §1において述べたことより, f が原点を
中心とする固有アファイン球面であることは T = 0であることと同値で
ある.

更に, fが中心アファイン極小であることは中心アファインTchebychev

作用素 ∇̂T のトレースが消えることと同値であることが分かる. 特に, 原
点を中心とする固有アファイン球面は中心アファイン極小曲面である. 次
に述べるように, 多くの中心アファイン極小曲面の例はトレースを取る以
前に ∇̂T 自体が消えているものとして知られている.

§4. 中心アファイン極小曲面の例
まず, 二次曲面は中心アファイン極小曲面となる. 実際, 原点を中心と
する楕円面, 一葉双曲面, 二葉双曲面は T = 0となる中心アファイン極小
曲面である. これらは固有アファイン球面の例でもある. また, 原点を頂
点とする楕円放物面, 原点を鞍点とする双曲放物面からそれぞれ原点を除
いたものは T = 0ではないが ∇̂T = 0となる中心アファイン極小曲面で
ある. これらは非固有アファイン球面, 即ちアファイン型作用素が零作用
素となるアファイン球面の例でもある.

また, §3の最後において述べたように, 原点を中心とする固有アファイ
ン球面は T = 0 で特徴付けられる中心アファイン極小曲面である. f を
原点を中心とする固有アファイン球面, κを中心アファイン計量 hの曲率,

即ち中心アファインGauss曲率とする. 等積アファイン計量の曲率が一
定のアファイン球面は Magid-Ryan ([8]), Simon ([12]) らによって分類さ
れたが, 原点を中心とする固有なものについては等積アファイン計量の曲
率が一定であることは中心アファイン曲面とみなしたときの κが一定で
あることと同値であることが分かるため, T = 0で κが一定の中心アファ
イン極小曲面は彼らの分類によって得られたものに含まれる. 特に, この
とき κ = 0, 1である. 以下, f = (X, Y, Z)とおき, 中心アファイン合同を
除いて考えることにする.

まず, T = 0, κ = 0となる f はMagid-Ryanの結果より, 次の (1), (2)

の何れかで表される.

(1) XY Z = 1.

(2) (X2 + Y 2)Z = 1.



また, T = 0, κ = 1となる f は Simonの結果より, 次の (1)～(3)の何れ
かで表される.

(1) 原点を中心とする楕円面.
(2) 原点を中心とする二葉双曲面.

(3) f = A′(u) + vA(u). 但し, Aは det

 A

A′

A′′

 が 0でない定数となる

R3値関数.

更に, Liu-Wang ([7]) により, 上に挙げたものを除いて ∇̂T = 0となる
f は次の (1)～(5)の何れかで表され, すべて κ = 0をみたす.

(1) XαY βZγ = 1, αβγ(α+ β + γ) 6= 0.

(2)

{
exp

(
−α tan−1 X

Y

)}
(X2 + Y 2)βZγ = 1, γ(2β + γ)(α2 + β2) 6= 0.

(3) Z = −X(α logX + β log Y ), β(α+ β) 6= 0.

(4) Z = ±X logX +
Y 2

X
.

(5) f = (ex, A1(x)e
y, A2(x)e

y). 但し, A1, A2は任意関数 a = a(x)に
対する微分方程式A′′ − A′ − a(x)A = 0の線形独立な解.

なお, [7]には (4)の例が落ちている ([6]).

Vrancken ([15]) は ∇̂T 6= 0で T が ∇̂T の固有ベクトルとなる定値中心
アファイン極小曲面がある 1階の常微分方程式の解を用いて記述される
ことを示したが, 具体的な曲面の形は与えていない.

筆者は [3]において, 中心アファイン曲面の不変量の 1つである 3次微分
にある種の対称性を仮定し, κが一定の中心アファイン極小曲面を分類し,

その中で ∇̂T 6= 0となるものを具体的に得た. この例は不定値な場合は

f =

(
e−u

u
cos v,

e−u

u
sin v, 1 − 1

u

)
,

定値な場合は
f =

(
e−u+v

u
,
e−u−v

u
, 1 − 1

u

)
と表され, Vranckenが調べた性質をみたすことが分かる.



§5. Meijer の G 関数を用いて表される例
筆者は [4]において中心アファインGauss曲率 κが一定で中心アファイ
ンTchebychev作用素 ∇̂T が対角化可能でない中心アファイン極小曲面を,

また [5]において κと Pick 関数 J が一定の中心アファイン極小曲面を分
類した. なお, Pick関数は §3において現れた記号を用いて,

J =
1

2
‖C‖2 =

1

2
hkrh

iphjqCk
ijC

r
pq

により定められる. 上の二つの分類のどちらにおいても新しい中心アファ
イン極小曲面の例を二つ得ることができた.

一つめは κ = 1, J = 0で, §4において述べた Simon による例を一般化
した

f = A′(u) + vA(u)

と表される線織面である. 但し, Aは det

 A

A′

A′′

が 0でないR3値関数

である.

二つめは κ = 0, J = −1で,

f(x, y) =

(
∞∑

n=0

ϕn,1(x)y
n,

∞∑
n=0

ϕn,2(x)y
n,

∞∑
n=0

ϕn,3(x)y
n

)

と表されるものである. 但し, (x, y)は x0 6= 0となる (x0, 0)の周りにおけ
る漸近線座標, ϕ0,1, ϕ0,2, ϕ0,3は微分方程式

xϕ′′′ + ϕ′′ − ϕ = 0

の線形独立な解で, 更に

ϕn+1,i =
x

n+ 1
ϕ′′

n,i (i = 1, 2, 3)

である.

複素線積分を用いて

Gm,n
p,q

(
z

∣∣∣∣∣a1, . . . , ap

b1, . . . , bq

)
=

1

2πi

∫
L

m∏
j=1

Γ(bj + s)
n∏

j=1

Γ(1 − aj − s)

q∏
j=m+1

Γ(1 − bj − s)
p∏

j=n+1

Γ(aj + s)

z−sds



により定められる Meijer の G 関数はmax{p, q}階の微分方程式{
(−1)p−m−nz

p∏
j=1

(
z
d

dz
− aj + 1

)
−

q∏
j=1

(
z
d

dz
− bj

)}
G(z) = 0

をみたし, 多くの初等関数や特殊関数を表すことができることで知られて
いる. 但し, m,n, p, qは 0 ≤ m ≤ q, 0 ≤ n ≤ pをみたす整数で, z 6= 0

である. パラメータ a1, . . . , ap, b1, . . . , bqに対する条件や積分経路Lの他,

Meijer の G 関数に関する詳しいことについては [9]や [10]を参照された
い. 特に, 上の 3階微分方程式の解は

ϕ(x) = c1G
2,0
0,3

(
x2

8

∣∣∣∣∣ —
1
2
, 1

2
, 0

)
+ ic2G

1,0
0,3

(
−x

2

8

∣∣∣∣∣ —
1
2
, 1

2
, 0

)

+ c3G
1,0
0,3

(
−x

2

8

∣∣∣∣∣ —

0, 1
2
, 1

2

)
(c1, c2, c3 ∈ R)

によりあたえられる. なお,右辺の第 2項と第 3項は一般化超幾何関数 0F2

を用いて表すことができる.
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