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概 要
三次元ユークリッド空間のガウス曲率一定曲面 (K 6= 0)が随伴族を

もち，それらの曲面が可積分系の手法を用いて表現される事は良く知ら
れている．本報告では，同変なガウス曲率一定円柱面の場合の分類につ
いて述べる．複素化と実形の手法を用いて，統一的にそれらを説明する．
これらの結果は Nick Schmitt氏 (Tübingen大学)との共同研究で得ら
れたものである [6]．

序
三次元ユークリッド空間 R3 のガウス曲率一定曲面K 6= 0（以下 CGCと
略記）の構造方程式は可積分な非線形偏微分方程式である事はよく知られて
いる [1]．特に正一定の場合は, 双曲的サイン・ゴルドン，負一定の場合はサイ
ン・ゴルドンと呼ばれる可積分系となる．この事は幾何学的には R3のCGC

曲面が一径数族, “同伴族”を持つという事から導かれる．この同伴族はスペ
クトル径数とも呼ばれ，サイン・ゴルドン，双曲的サイン・ゴルドン方程式
を可積分系として特徴付けるものとして重要である．
R3のCGC曲面の中で一番簡単な曲面は回転面であり，この場合構造方程
式は常微分方程式となり，楕円関数を用いて解く事ができる．得られた曲面
の随伴族は同変 CGC曲面をなす．逆に同変 CGC曲面はすべてこの様にし
て得られる．興味深い事に回転面でない同変 CGC曲面の随伴族の中で位相
的に円柱になるものが存在する事が知られている，図 2, [2].

ここでは，同変 CGC曲面のモデュライ空間を記述し，すべての位相的に
円柱面になる同変CGC曲面が特徴づけられたを報告する．詳しくは論文 [6]

を見ていただきたい．正，負の場合を統一的，効率良く表す為にC3内の複素
CGC曲面の理論を用いた [4]．特にここで用いた手法は，可積分系の理論の
スペクトル曲線の変形理論と対応している．実際，位相的な同変 CGC円柱
面を特徴付ける為に，勾配流を記述する事を行っている．驚くべき事に，こ
の勾配流は，非常に綺麗な形になり（楕円積分を係数とする多項式）その事
によって，特徴づけが得られる.
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図 1: CGC回転面. 左の図は，正の場合の平行曲面として得られる平均曲率
一定回転面（ダラネーアンデュロイド（上）とノドイド（下））, 中の図は，
その平行正 CGC回転面．右の図は負 CGC回転面，ミンディング曲面と呼
ばれる．

図 2: 回転面でない位相的な円柱面（螺旋対称性を持つ）. ダラネー・ツイズ
ラー（左上）, 正CGCツイズラー (左下)とミンディング・ツイズラー (右).

1 複素CGCはめ込み
Dを C2の領域として，f を Dから C3への正則はめ込みとする．C3には，
複素双線形形式 〈−,−〉によって，複素計量を入れておく．f によって引き戻
した誘導計量は，ある特別な座標系 (z, w) ∈ D̃ ⊂ D（ナル座標）が存在して

g = eudzdw,

と書ける．ここで u = u(z, w)は D̃上の正則関数.

第二基本形式 II は II := −〈df, dN〉 で定義され，

II = Qdz2 + euHdzdw +Rdw2 (1.1)

と表現できる．ここで，N は f に対する単位法ベクトル場，Q = 〈fzz, N〉,
R = 〈fww, N〉, H = 2e−u〈fzw, N〉. K = det(g−1II) を複素ガウス曲率と定
義する. 曲面 f の構造方程式は，次の様に与えられる．

uzw − 2RQe−u + 1
2H

2eu = 0, (1.2)

Qw − 1
2Hze

u = 0, Rz − 1
2Hwe

u = 0. (1.3)
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複素ガウス曲率K が零でない一定の曲面をガウス曲率一定（CGC）曲面と
言い，fK で表す．
良く知られている様に，fK の構造方程式は Q → λ−2Q と R → λ2R，

λ ∈ C× で不変である. 従って, fK は随伴族 fK,λ を持つ. この fK,λ に大し
て, 動標構の族 F : D → SL2Cが存在して次が成立する [4]:

α = F−1dF = F−1Fzdz + F−1Fwdw = Udz + V dw, (1.4)

ここで

U =

(
1
4uz − 1

2λ
−1Heu/2

Qe−u/2 −1
4uz

)
, V =

(
−1

4uw −Re−u/2

1
2λHe

u/2 1
4uw

)
, (1.5)

u, Q, Rと H は (1.1)で定義されている. ΛSL2Cを滑らかな写像 g : S1 →
SL2Cのなす群とすると (1.4)で定義される F は ΛSL2Cの元である. F の事
を fK の拡張動標構と呼ぶ.

2 同変CGC円柱面
天下りであるが，まず定義を与える．

定義 1. G/Kを等質空間とする．(x, y) ∈ C2からG/Kへの正則写像 φがC-
同変とは，ξ ∈ Lie(G)と φ̃ : C → G/K が存在して，φ(x, y) = exp(yξ)φ̃(x)

が成立する事である．

fK を複素CGCはめ込みとし, F をその拡張動標構とする. (x, y) ∈ C2を
次で定める.

(z, w) = (x+ iy, x− iy),

ここで (z, w)は fK のナル座標. 拡張動標構 F が同変であるとしよう.つまり

F (x, y) = exp

(
1

2
χye1

)
g(x), (2.1)

が成立するとする. ここで χ =
√
aλ+ bλ−1 + c をとし, e1 は sl2C の基

底, g(x) ∈ SL2C は y に依存しない. fK の単位法ベクトル場 N は F を用
いて N = 1

2Fe1F
−1 と表され, SL2C/K への同変写像である, ここで K =

{diag(a, a−1) | a ∈ C×}.
逆にすべての SL2C/K への同変写像の拡張動標構 F は, 初期値の任意性を
除いて (2.1)で与えられる事が知られている [2, 定理 3.4]. 複素 CGCはめ込
みの単位法ベクトル場が同変である時, 複素同変 CGCはめ込みと呼ぶ.

v = eu/2 とおいて, 計算すると U と V は

U =

(
1
4v

−1vx −1
2λ

−1Hv

Qv−1 −1
4v

−1vx

)
, V =

(
− 1

4v
−1vx −Rv−1

1
2λHv

1
4v

−1vx

)
, (2.2)
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となる. ここで vは xにしかよらない事に注意する. またQ,Rは定数となる.

構造方程式（正確にはその積分）は,

(v−1vx)
2 +H2v2 + 4QRv−2 − 2λHR− 2λ−1HQ = χ2. (2.3)

であり, ここで χ2 は

χ2 = −2λHR− 2λ−1HQ+ 2c (2.4)

である. この方程式の微分は, ガウス方程式 (1.2)であり, 実際

(v−1vx)x +H2v2 − 4QRv−2 = 0 (2.5)

となる.

注意 2.1. 今までは, すべて複素 CGCはめ込みについての話をしてきたが,

実形を適切に取る事によって, すべての話三は次元ユークリッド空間のCGC

曲面の話と考える事ができる [5].

2.1 ガウス方程式の解
ここでは, 方程式 (2.3)を (2.5) の条件の下で解く事にする. （ある種の曲
面を実現できない解を除く為,(2.3)の微分である (2.5)は無視できない.）一
般性を失わずにH,Q,R, cは次で与えられるとして良い.

(H,Q,R, c) = (ε, εδ2/2, εδ2/2, (εδ)2(r + r−1)/2), (2.6)

ここで ε, δ2 ∈ {1, i}, r ∈ C×.

命題 2.2. F を拡張動標構とし, H,Q,R, c を (2.6) で与えられるとする. この
時方程式 (2.3)の解は条件 (2.5) の下でヤコビの楕円関数 sn(x,m)[3, 18ペー
ジ]を用いて次の様に表現される.

v = δ
√
r sn(iεδ

√
r
−1
x, r). (2.7)

さらに,

1. もし ε = δ = 1, x, y ∈ R, λ ∈ S1, r ∈ R+でかつ初期条件を適切に選べ
ば, 対応する曲面は R3 の同変正 CGC曲面である.

2. もし ε = δ = 1, x, iy ∈ R, λ ∈ R+, r ∈ R− ∪ S1 でかつ初期条件を適
切に選べば, 対応する曲面は R3 の同変負 CGC曲面である.
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ミンディング, λ = 1, v ∈ S1, χ ∈ R ダラネー, λ = ±1, v ∈ R+, χ ∈ iR
直線 r = 1 円柱面 λ = ±1 r = 1

チューブ型 r ∈ S1 \ {±1} アンデュロイド λ = −1 r ∈ R+ \ {1}
擬球または直線 r = −1 ノドイド λ = 1 r ∈ R+ \ {1}
コニカル型 r ∈ R− \ {−1}

表 1: ミンディングとダラネー曲面. (負 CGC回転面と正 CGC回転面の平
行曲面.)

2.2 同変CGC円柱面の勾配流
この節では,同変CGC曲面が位相的に円柱面になる必要十分条件を与える.

(H,Q,R, c) = (ε, εδ2/2, εδ2/2, (εδ)2(r + r−1)/2)とし, χ2 を (2.4) で定義
されるものとし, さらに vを (2.7)の解とする. ωを

ω =

∫ ρ

0

(
2R

−λ−1Hv2(t) + 2R
− 2Q

−λHv2(t) + 2Q

)
dt, (2.8)

で定義する. ここで ρは vの基本周期とする. この時次が成立する.

命題 2.3. fK を (r, λ)で径数付けされる複素同変 CGCはめ込みとする. ψ

を次で定義する.

ψ(r, λ) =
iχ2(r, λ)ω′(r, λ)

χ′(r, λ)
, (2.9)

ここで ωは (2.8)定義される関数で ′は λでの微分とする. この時 fK がある
(r0, λ0) ∈ C2に対して位相的に円柱面である必要十分条件は次で与えられる.

ψ(r0, λ0)

π
∈ Q.

この命題により, 位相的に円柱面であるかどうかは, ψ/πの有理性を調べれ
ば良い事となる. ψの等位面は次の勾配流で与えられる.

(ṙ, λ̇) =

(
−∂ψ
∂λ

,
∂ψ

∂r

)
, (2.10)

ここで ·は流れの径数での微分を表す. 方程式 (2.10)を勾配流方程式と呼ぼう.

2.3 同変CGC円柱面のモデュライ空間
この節では, 勾配流方程式 (2.10)を具体的に書き下そう.
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最初に第一種,第二種,第三種完全楕円積分についての復習をしよう [3, 9–10

ページ]:

K(k) =

∫ π/2

0

dt√
1− k2 sin2(t)

, E(k) =

∫ π/2

0

√
1− k2 sin2(t) dt,

Π(α2, k) =

∫ π/2

0

dt

(1− α2 sin2(t))
√
1− k2 sin2(t)

=

∫ K(k)

0

dt

1− α2 sn2(t, k)
,

(2.11)

ここで sn(t, k)は母数 kのヤコビの楕円関数. ρ1 と ρ2 を

ρ1 = (iεδ)−1
√
rK(r), ρ2 = (iεδ)−1

√
r
−1

K(r−1) (2.12)

とする.この時 4ρ1 は 4ρ2 は方程式 (2.7)の vの周期となる. 2(ρ1 ± ρ2)が周
期格子になる事に注意する. ω1 と ω2 を (2.8)で定義される ωであって, ρを
ρ1 と ρ2 で置き換えたものとする. この時 ω1 は次の様に計算される.

ω1 =

∫ ρ1

0

(
2R

−Hλ−1v2(t) + 2R
− 2Q

−Hλv2(t) + 2Q

)
dt,

= (iεδ)−1
√
r
(
Π(λ−1r, r)−Π(λr, r)

)
.

(2.13)

同様にして ω2 は

ω2 = (iεδ)−1
√
r
−1 (

Π(λ−1r−1, r−1)−Π(λr−1, r−1)
)

(2.14)

となる. この時 (2.9)の ψは次の様に計算できる.

命題 2.4. ψ1と ψ2を (2.9)の ψであって ωを ω1 と ω2に置き換えたものと
する. この時 ψ1 と ψ2 は完全楕円積分 (2.11)を用いて次の様に計算される

ψj(r, λ) = iχ(r, λ)

(
λ+ λ−1

λ− λ−1
ρj(r)−

2

λ− λ−1
Jj(r)− ωj(r, λ)

)
, (2.15)

ここで

J1(r) = (iεδ)−1
√
r
−1

(K(r)− E(r)), (2.16)

J2(r) = (iεδ)−1
√
r(K(r−1)− E(r−1)). (2.17)

さらに ψ2(r, λ) = ψ1(r
−1, λ)が成立する.

それでは, 勾配流方程式 (2.10)を座標

(p, q) =

(
r + r−1

2
,
λ+ λ−1

2

)
. (2.18)

を用いて計算しよう. a1, a2 を整数とし ρと β を次で定める.

ρ = a1ρ1 + a2ρ2, β =
a1 J1 +a2 J2

ρ
.

β は pにしかよらない事に注意する. 長い計算の後, 次の定理が示される.
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定理 2.5. 複素同変CGCはめ込みに対する勾配流方程式 (2.10) は座標 (p, q)

の下で次の様に表される：

(ṗ, q̇) =
(
(1− p2)(1− qβ), (1− q2)(1− pβ)

)
. (2.19)

三次元ユークリッド空間の場合はさらに次の事がわかる.

系 2.6. ε = δ = 1と (p, q) ∈ R2 を仮定する. この時 (1 − p2)−1 でスケール
変換した勾配流方程式 (2.19)は

(ṗ, q̇) =
(
(1− qβ), (1− q2)(1− pβ)(1− p2)−1

)
(2.20)

であり, 流れは R2 \ {p = −1} ∪ {(1, 1)}で正則である.

これまでの議論をまとめると次の定理が得られる.

定理 2.7. 三次元ユークリッド空間の同変 CGC曲面のモデュライ空間は次
のD1（ガウス曲率正の場合）とD2（ガウス曲率負の場合）である：

D1 = {(p, q) ∈ R2 | 1 ≤ p <∞,−1 ≤ q ≤ 1},

D2 = {(p, q) ∈ R2 | −∞ < p ≤ 1, 1 ≤ q <∞}.

勾配流方程式 (2.20)の中の位相的円柱面を定める流れは正則となり, D1, D2

の稠密な部分集合を与える. 特にガウス曲率正の場合, 位相的円柱面は退化
した曲面である直線の同伴族からすべて得られる.
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