
対称空間上のベクトル束、等径関数とラドン変換

長友康行
九州大学大学院数理学研究院

1. Introduction

本稿の最初の目的はコンパクト型の対称空間上で組織的に等径関数を構成
することにある。そのために、対称空間 G/K 上のベクトル束と切断を利用
する。ベクトル束と切断を指定するためにGの既約表現W で、その主軌道
がW 内の余次元 1の球面となっているものを選ぶ。この表現をKに制限す
ることにより、等質ベクトル束を得る。Frobeniusの相互律により、W はこ
のベクトル束の切断のなす空間とみなせるので、W の元をひとつ固定して、
ベクトル束の切断を得る。このとき、この切断の固定部分群としてH ⊂ Gを
得るが、仮定からGのHによる商空間は球面となることに注意する。

Gはコンパクトであるので、W の不変内積を利用して、指定された切断の
ノルムの 2乗を関数 f : G/K → Rとみなす。f の零点集合はG/Kの全測地
的部分多様体となることが示される。

H のG/K への作用が余等質性 1であるときには、f は等径関数となるこ
とがわかる。この場合、ベクトル束とその切断を利用した対称空間内の部分
多様体の幾何学を構築し、ベクトル束の第 2基本形式と切断が等径関数の正
則等位面（等径超曲面）の形作用素と関係することを示す。その結果、等径
超曲面の平均曲率や主曲率を求めることができる。平均曲率は統一的に記述
されるが、主曲率の記述においては対称空間の個性が反映される。また、等
径超曲面の族内にただ一つ極小超曲面が存在することがわかる。
余等質性が 1より大きいときには、f は等径関数ではないことが示される。

しかし、新たな関数を導入することによってRk値等径関数が得られる（kは
作用の余等質性を表す）。さらに、新しい等径関数 f̃を構成できる。この f̃は
f よりも大きな対称性を持つ。すなわちH ⊂ H̃ ⊂ Gをみたす部分群 H̃が存
在し、H̃は f̃ を不変にする。この f̃ と H̃の出現を、W と関連した表現、ベ
クトル束とその切断を使って代数的、幾何学的に説明する。なお、副産物と
して、H-軌道は等焦点部分多様体ではないことも示される。
最後に、ラドン変換R : C∞(G/K) → C∞(H\G) を定義し、ここで得られ

た対称空間G/K の等径関数のラドン変換を考察する。等径関数のラドン変
換は球面上の等径関数となり、その等径超曲面の異なる主曲率の個数はHの
G/Kへの作用の余等質性により異なる。余等質性が 1であれば、得られた球
面内の等径超曲面の相異なる主曲率の数は 2となり、それ以外の場合には、4
となる。特に、尾関‐竹内 [10]により得られた非等質な等径超曲面に対応す
る等径関数が得られる。
本研究は久留米高専の高橋正郎氏との共同研究 [8]である。



2. 準備

2.1. 等径関数.

定義 2.1. リーマン多様体 (M, g)上のRk値関数 f : M → Rkが等径関数で
あるとは、f = (f1, · · · , fk)とおいたときに、

(1) ⟨dfi, dfj⟩ = Fij(f1, · · · , fk)
(2) ∆fi = Gi(f1, · · · , fk)

となる関数 Fij, Gi : Rk → R が存在することである。

正則値に対する f の等位面は等径部分多様体といわれる。
球面上の等径関数の例を挙げる。球面上の等径超曲面の主曲率は定数であ

ることが知られており、異なる主曲率の数を gとすれば、g = 1, 2, 3, 4, 6とな
る [5]。

例. (g = 2) SN−1をRN 内の単位球面とする。(x1, · · · , xN)をRN の標準的
な座標関数とする。このとき、
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は等径関数である。ただし、2 5 p 5 N − 2, p + q = N とする。等径超曲面
は Sp−1 × Sq−1 と同一視される。

この例では等径超曲面は球面の等長変換群の軌道となっている。このよう
な等径超曲面は等質であるといわれる。g = 1, 2, 3 の場合には、等径超曲面
はすべて等質であることが知られている。また、等質な等径超曲面は [3]の
結果を利用することにより、高木‐高橋により分類されている [11]。しかし、
g = 4の場合には非等質な等径超曲面が存在する。
まず、野水による g = 4である等径関数の例を紹介する [9]。

例. S2N−1をCN (N = 3)内の単位球面であるとする。(x1+iy1, · · · , xN +iyN)
をCN の標準的な座標関数とする。このとき、(
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は等径関数である。この例でも等径超曲面は等質である。

非等質な等径超曲面の例は、尾関‐竹内により発見された [10]。後にFerus,
KarcherとMünznerが組織的に非等質等径超曲面を構成した [1]。これらの等
径関数はOT-FKM型といわれる。

3. 関数の構成

(G,K)をコンパクト型の既約対称対であるとする。ただし、コンパクトリー
群Gは単連結であり、その閉部分群Kは連結であるとする。コンパクト対称
空間G/K 上のベクトル束とその切断を利用して、以下のように関数を構成
する。
まず、W をG不変スカラー積をもつ、主軌道が余次元 1の球面となるGの

既約表現とする。このような表現は以下の表現に限る [2]。



•Table 3.1
G SU(n) Spin(n) Spin(7) Spin(9) Sp(n)

W Cn, Cn∗ Rn S7 S9 C2n ∼= C2n∗

G Spin(8) G2

SM S+
8 , S−

8 R7

この表において, Sn は Spin(n)のスピン表現であり、S±
n は Spin(n)の半ス

ピン表現である。
次にその表現を部分群Kに制限して得られるK表現を考え、W をK既約

表現に分解する。

W = U0 ⊕ V0, dim U0 = p, dim V0 = q.

（W 自身がK既約表現となる場合も存在するが、このような場合は除く。）等
質ベクトル束をU := G×K U0, V := G ×K V0とおく。Frobeniusの相互律に
より、W ⊂ Γ(U), Γ(V ) とみなせる。
このとき、(V → G/K,W )による誘導写像 [7]

i : G/K → Grp(W ), i(gK) = gU0 ⊂ W

が等長写像となるようにG/Kの計量 gを定める。ただし、Grp(W )上ではW
のスカラー積から導入されるFubini-Study型のリーマン計量を考えることに
する。すると、i : G/K → Grp(W )は全測地的部分多様体となる [7]。
さらに次の定理が成り立つ。ここで、n = dim G/Kとする。

定理 3.1. W がGの実表現であれば、任意の s ∈ W ⊂ Γ(U)と t ∈ W ⊂ Γ(V )
に対して、

∆s =
n

p
s, ∆t =

n

q
t

が成り立つ。
W がGの複素表現であれば、任意の s ∈ W ⊂ Γ(U)と t ∈ W ⊂ Γ(V ) に

対して、
∆s =

n

2p
s, ∆t =

n

2q
t

が成り立つ。

そこで、w ∈ W (|w| = 1)に対応する U → G/K, V → G/Kの切断をそれ
ぞれ、s ∈ Γ(U), t ∈ Γ(V )とおく。w ∈ W の固定部分群をH ⊂ Gとおく。
関数 |s|2 : G/K → R が考察の対象である。
定理 3.1から、次の結果が得られる。ここで、N := dim W である。

定理 3.2. W がGの実表現であれば、

∆|s|2 =
2nN

pq

(
|s|2 − p

N

)
,

が成り立つ。
W がGの複素表現であれば、

∆|s|2 =
nN

pq

(
|s|2 − p

N

)
,

が成り立つ。



したがって、関数 |s|2 : G/K → R は等径関数の定義内の条件 (2)を満たす
ことがわかる。しかし、一般には条件 (1)は満たされない。

4. 臨界部分多様体

G/Kの二つの部分集合を以下のように定義する。

S0 :=
{
x ∈ G/K | |s|2 = 0

}
, SM :=

{
x ∈ G/K | |s|2 = 1

}
定理 4.1. (cf. [6]) 関数 |s|2 : G/K → Rの臨界点のなす集合は S0 ∪ SM と
なる。S0, SM ともにH-軌道であり、G/Kの全測地的部分多様体となる。ま
た、|s|2 : G/K → RはMorse-Bott関数である。

•Table 3.2
G/K W H U0 ⊕ V0 S0, SM

SU(n)/SO(n) Cn SU(n − 1) Rn ⊕ Rn SU(n − 1)/SO(n − 1)

Grp(C
n) Cn SU(n − 1) Cp ⊕ Cq Grp(C

n−1), Gp−1(C
n−1)

Grp(R
n) Rn Spin(n − 1) Rp ⊕ Rq Grp(R

n−1), Gp−1(R
n−1)

Sn−1 Rn Spin(n − 1) R ⊕ Rn−1 Sn−1, 2points

Gr4(R
7) S7 G2 R4 ⊕ R4 G2/SO(4), G2/SO(4)

Gr4(R
8) S±

8 Spin(7) R4 ⊕ R4 Gr4(R
7), Gr3(R

7)

Gr4(R
9) S9 Spin(7) R8 ⊕ R8 Gr4(R

7), Gr3(R
7)

Sp(n)/U(n) C2n Sp(n − 1) Cn ⊕ Cn∗
Sp(n − 1)/U(n − 1)

Grp(H
n) Hn Sp(n − 1) Hp ⊕ Hq Grp(H

n−1), Gp−1(H
n−1)

G2/SO(4) R7 SU(3) R4 ⊕ R3 SU(3)/SO(3), CP 2

5. 等径関数

補題 5.1. cを関数 |s|2 : G/K → Rの正則値とする。以下の３つの場合を除
いて、Sc := (|s|2)−1

({c})もH-軌道となる。（したがってHのG/Kへの作用
は余等質次元 1の作用となる。）

(G/K,W ) : (SU(n)/SO(n),Cn) ,
(
Sp(n)/U(n),C2n

)
,

(
Gr4(R

9), S9

)
.

それぞれのH作用の主軌道の余次元は 2, 3, 2となる。

ここで、余等質次元が1である場合と他の場合を分けて考察することにする。

5.1. 余等質次元= 1の場合.

補題 5.2. HのG/Kへの作用が余等質次元 1の場合には、|s|2は等径関数と
なる。

|s|2の正則点において、Scの単位法ベクトル n を

n =
grad f

|grad f |
と定める。また、切断 s, tとベクトル束の第 2基本形式 I, Jを利用して、G/K
の接ベクトル束の準同型 Ĩと J̃ を次のように定める。

g(ĨX, Y ) =
1

2
{gV (IXs, IY s) + gV (IY s, IXs)}



g(J̃X, Y ) =
1

2
{gU (JXt, JY t) + gU (JY t, JXt)} .

Ĩと J̃ はH不変な対称作用素となる。
このとき、Scの形作用素をAnとおけば、

An =
2

|df |

(
Ĩ − J̃

)
.

が成り立つ。Ĩと J̃の固有空間分解および固有値は完全に決定できるので、Sc

の平均曲率および主曲率を求めることができる。

定理 5.3. grad |s|2のノルムは以下のようになる。

∣∣grad |s|2
∣∣ =

2|s||t|
√

n
pq

, W : 実表現,

|s||t|
√

n
pq

, W : 複素表現.

定理 5.4. Scの平均曲率mは

m =


1

|s||t|

√
n
pq
{|s|2(q − 1) − |t|2(p − 1)} , W : 実表現,

1
2|s||t|

√
n
pq
{|s|2(2q − 1) − |t|2(2p − 1)} , W : 複素表現

となる。特にただひとつの c ∈ (0, 1)に対して、Scは極小超曲面であること
がわかる。

主曲率は統一的には記述されず、多様体と表現W の個性が反映される結果
となっている。なお、|s|2 = cであるが、切断を尊重し、|s|, |t|を用いて主曲
率を記述する。

定理 5.5.
(
Grp(R

N),RN
)
の場合、Scの主曲率は

|s|
|t|

, −|t|
|s|

, 0,

となり、その重複度はそれぞれ q − 1, p − 1, (p − 1)(q − 1)となる。

定理 5.6.
(
Grp(C

N),CN
)
の場合、Scの主曲率は

1√
2|s||t|

(|s|2 − |t|2), |s|√
2|t|

, − |t|√
2|s|

, 0,

となり、その重複度はそれぞれ 1, 2(q − 1), 2(p− 1), 2(p− 1)(q − 1)となる。

定理 5.7.
(
Grp(H

N),HN
)
の場合、Scの主曲率は

1

2|s||t|
(|s|2 − |t|2), |s|

2|t|
, − |t|

2|s|
, 0,

となり、その重複度はそれぞれ 3, 4(q − 1), 4(p− 1), 4(p− 1)(q − 1)となる。

定理 5.8. (Gr4(R
7), S7)の場合、Scの主曲率は√
3

12

1

|s||t|

{
3(|s|2 − |t|2) ±

√
9 − 4|s|2|t|2

}
, 0,

となり、その重複度はそれぞれ 3, 3, 5となる。



定理 5.9. (G2/SO(4),R7)の場合、Scの主曲率は

1√
6

1

|s||t|

{
(|s|2 − |t|2) ±

√
1 − |s|2|t|2

}
, −

√
2

3

|t|
|s|

, 0,

となり、その重複度はそれぞれ 2, 2, 1, 2となる。

なお、ここで、

f̃ = |s|2 − p

N

と定義する。このとき、f̃ は固有関数となる。もちろん、等径関数である。

5.2. 余等質次元> 1の場合. 例外的な３つの場合には、|s|2は等径関数では
ないことが示される。しかし、さらに関数を定義することによって、Rk値等
径関数を構成できる（kはそれぞれの余等質次元を表す）。なお、これらの場
合、主軌道は等焦点部分多様体ではないことも示すことができる。

• (SU(n)/SO(n),Cn) (n = 3)

補題 5.10. R2に値をとる関数 F を以下のように定義する。

F :=
(
|s|2 − |t|2, 2gU(s, t)

)
.

このとき、F は等径関数となる。

さらに f̃ = |F |2 = (|s|2 − |t|2)2
+ 4gU(s, t)2と定める。

定理 5.11. f̃ は対称空間 SU(n)/SO(n)上の等径関数となる。

w ∈ W と f̃の関係を説明する。hをW ∼= Cnの不変エルミート積とすれば、
w̃ := iw⊗ h(·, w)− i

n
In ∈ W ⊗W ∗は su(n)の元とみなせる。すると su(n)の

標準分解 su(n) = so(n)⊕m に応じて、w̃ はホロノミー束 SU(n)×SO(n) so(n)
の切断 s̃を誘導する。このとき、

2|s̃|2 = 4
(
|s|2|t|2 − gU(s, t)2

)
= 1 −

{(
|s|2 − |t|2

)2
+ 4gU(s, t)2

}
= 1 − f̃

が成り立つ。w̃は H̃ := S(U(1) × U(n − 1)) の作用で不変であるので、次の
結果が成り立つ。

補題 5.12. 等径関数 f̃ は H̃の作用の下で不変である。

H̃の SU(n)/SO(n)への作用は余等質性 1である。

補題 5.13. f̃ の臨界点の集合は f̃−1(0)と f̃−1(1)からなる。

補題 5.14. F−1(0)は f̃−1(0)と一致し、SU(n)/SO(n) の極小部分多様体と
なる。

定理 5.15. f̃−1(1)は SU(n)/SO(n) の全測地的部分多様体となる。

• (Sp(n)/U(n),Cn)



補題 5.16. R3に値をとる関数 F を以下のように定義する。

F :=
(
|s|2 − |t|2, 2(s, t)

)
.

このとき、F は等径関数となる。ただし、(s, t)は U → Sp(n)/U(n)と V →
Sp(n)/U(n) との双対関係を利用したC値関数である。

さらに f̃ = |F |2 = (|s|2 − |t|2)2
+ 4 |(s, t)|2と定める。

定理 5.17. f̃ は対称空間 Sp(n)/U(n)上の等径関数となる。

w ∈ W と f̃の関係を説明する。ωをW ∼= C2nの不変シンプレクティック形
式とする。Sp(n)既約分解∧2C2n = ∧2

0C
2n ⊕Cω を考え、w ∧ jw ∈ ∧2C2nの

∧2
0C

2n 成分を w̃とおく。U(n)表現として、∧2
0C

2n = ∧2Cn ⊕∧2Cn∗ ⊕ su(n)C

と既約分解されるので、w̃が実構造で不変であることを考慮すれば、w̃はベ
クトル束 Sp(n) ×U(n)

(
∧2Cn ⊕ ∧2Cn∗)R の切断 s̃を誘導する。このとき、

2|s̃|2 = 4
(
|s|2|t|2 − |(s, t)|2

)
= 1 −

{(
|s|2 − |t|2

)2
+ 4|(s, t)|2

}
= 1 − f̃

が成り立つ。w ∧ jwは H̃ := Sp(1)× Sp(n− 1) で不変であるので、次の結果
が成立する。

補題 5.18. 等径関数 f̃ は H̃の作用の下で不変である。

注意. Sp(n)/U(n)はエルミート対称空間なので、H̃の部分群 Sp(1)作用に対
する運動量写像 µ : Sp(n)/U(n) → sp(1) を考えることができる。この運動量
写像が等径関数 F である。

H̃の Sp(n)/U(n)への作用は余等質性 1である。

補題 5.19. f̃ の臨界点の集合は f̃−1(0)と f̃−1(1)からなる。

補題 5.20. F−1(0)は f̃−1(0)と一致し、Sp(n)/U(n) の極小部分多様体となる。

定理 5.21. f̃−1(1)は Sp(n)/U(n) の全測地的部分多様体となる。

• (Gr4(R
9), S9)

まずスピン表現 S9の 2次の対称積 S2S9の既約分解を考える。

S2S9 = R ⊕ R9 ⊕ ∧4R9.

Π : S2S9 → R9 を直交射影とすれば、Spin(9)同変写像 α : S9 → R9を

α(w) = Π(w ⊗ w)

と定義することができる。
また、Spin(4) × Spin(5)表現空間として、U0 = S+

4 ⊗ S5, V0 = S−
4 ⊗ S5な

ので, 既約分解
U0 ⊗ V0 = R4 ⊗

(
R ⊕ R5 ⊕ so(5)

)
を得る。そこで、直交射影 π0 : U0 ⊗ V0 → R4 を利用して、同語反復束 S →
Gr4(R

9) の切断 π0(s ⊗ t)を得る。
このとき、α(w)の誘導する切断がπ0(s⊗t)であることがわかる。これはR9

の元が誘導する同語反復束 S → Gr4(R
9)の切断であるから、(Gr4(R

9),R9)
の場合に帰着され、次の結果を得る。



定理 5.22. f̃ := |π0(s ⊗ t)|2 は H̃ := Spin(8)の作用で不変な等径関数である。

なお、この場合もR2値等径関数を得る。

補題 5.23. R2に値をとる関数 F を以下のように定義する。

F :=
(
|s|2 − |t|2, f̃

)
.

このとき、F は等径関数となる。

補題 5.24. F−1
(
0, 1

8

)
= f̃−1

(
1
8

)
はGr4(R

9) の全測地的部分多様体となる。

注意. F−1
(
0, 1

8

)
= f̃−1

(
1
8

)
から、次のよく知られた等質空間としての表示を

得る。
Spin(7)/Sp(1) × Sp(1) ∼= Gr3(R

8).

6. ラドン変換

最後に二つのファイブレーション π1 : G → H\G, π2 : G → G/Kを利用し
て、ラドン変換R : C∞(G/K) → C∞(H\G) を以下のように定義する。すな
わち、f ∈ C∞(G/K)に対して、Hの正規化されたHaar測度 dµを利用して、
R(f) ∈ C∞(H\G)を

R(f)(x) =

∫
π−1
1 ({x})

π∗
2fdµ

と定義する。

定理 6.1. HのG/Kへの作用が余等質次元 1の場合には、|s|2のラドン変換
は球面 SN−1 ⊂ W 上の主曲率が２種類の等径関数となる。

実際に、W が実表現であるときには、

g−1w = x1e1 + · · · + xNeN

という座標を用意すると、

R(f̃) =
1

N

{
q

p∑
i=1

x2
i − p

q∑
α=1

x2
α

}
となる。

定理 6.2. SU(n)/SO(n) (n = 3) 上の等径関数 f̃ のラドン変換は、野水によ
り定義されたCnの単位球面上の等径関数となる。

定理 6.3. Sp(n)/U(n)上の等径関数 f̃ のラドン変換は球面 S4n−1 ⊂ C2n上の
主曲率が４種類の等径関数となる。

ここまでの例では、ラドン変換で得られた等径関数は球面内の等質な等径
超曲面に対応する等径関数であるが、(Gr4(R

9), S9)の場合には非等質な等径
超曲面に対応する等径関数が得られる。この結果は [1], [10]を参照すること
により示され、尾関‐竹内により得られた等径関数であることがわかる。

定理 6.4. Gr4(R
9) 上の等径関数 f̃ のラドン変換は、スピン表現 S9内の単位

球面 S15上の主曲率が４種類の等径関数となる。この等径超曲面は等質では
ない。
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