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1. 導入と主結果

Gを非コンパクトな実簡約リー群とし，Hをその閉部分群，KをGの
極大コンパクト部分群とする．このとき，次の幾何的な問題を考える：

問題 1.1 (軌道分解). G/H = K · Sを満たす ‘スライス’ Sを求めよ．

スライス Sが特によい幾何構造が存在するとき，GとHの満たすべ
き条件を研究することに興味をもっている．また，Sを (幾何構造を付
加せず)十分小さく選ぶことは次の問題と同等である：

問題 1.2 (両側剰余空間). 両側剰余空間K\G/Hを具体的に記述せよ．
対称空間G/Hに対する研究は古くから行われている．一方で，G/H
が対称空間ではない場合，問題 1.1に対する一般論はほとんど知られ
ていない．そこで，問題 1.1を次のリー群論的視点から考えたい：

問題 1.3 ((一般化された)カルタン分解). Gの部分集合Aで

G = KAH(1.1)

となるものを記述せよ．

実際に，上の分解 (1.1)によって，S := AH/H とおけば問題 1.1に
1つの答えを与える．
この研究は，非対称空間G/Hの構造理論の研究を群作用という視点
から捉えようという試みだけではなく，G/H上の関数空間の上の表現
に対して，既約分解を導出や不変式論へ応用も視野に入れており，微
分幾何・表現論の両面において重要であると考える．
さて，H = Kのときは，可換群A ' RrankG/Kによって，カルタン分
解G = KAKが得られる．Hが (コンパクトとは限らない)一般の対称
部分群の場合でも，[1, Theorem 4.1]によって非コンパクトな可換群B

を用いてG = KBHと分解されることが知られている (この分解もカル

研究集会「部分多様体幾何とリー群作用」(東京理科大学森戸記念館：2010年 9月
8日–10日)における記録集.
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タン分解とよぶ)．Bの次元は対称空間G/Hの実階数 d = rankRG/H

で与えられる．
一方，G/Hが対称空間ではない場合，積写像K ×A×H → Gが全
射となるような可換群Aは存在するとは限らない．
対称でない等質空間に対する本研究の第一歩として，[7]では非管状
型エルミート対称空間G/Kの複素化GC/KCを底空間とするC×-束

KC/[KC, KC]→ GC/LC := GC/[KC, KC]→ GC/KC(1.2)

について研究を行い，

GC = GuALC(1.3)

を満たす (rankG/K + 1)次元の可換群Aを構成した [7, Corollary 4.1]．
ただし，GuはGCのコンパクトな実型，[KC, KC]はKCの交換子群を
表し1，LC := [KC, KC]とおいた．
この結果に続く形で，本講演では次の複素等質空間

GC/HC := SL(2n+ 1,C)/Sp(n,C).

を扱い，次の分解定理が得られたこと報告する．

定理 1.1 (cf. [8, Theorem 1.1]). (GC, HC) = (SL(2n+ 1,C), Sp(n,C))

に対して，一般化されたカルタン分解

GC = GuAHC.(1.4)

を満たすAは次で与えられる：

A ' R · T · · · · · T︸ ︷︷ ︸
n−1

·Rn.(1.5)

注意 1.2. (1.5)におけるn−1個のT ' SO(2)はそれぞれSL(2n+1,R)

の部分群として互いに異なる形で実現される．隣合う Tは互いに非可
換である．よって，Aは群ではない (詳細は第 4章参照)．

2. 準備

本章の前半では，我々の対象であるGC/HC = SL(2n+1,C)/Sp(n,C)

について知られていることを整理する．後半では，証明の際に用いる
対称空間に対するカルタン分解について復習する．

2.1. 複素等質空間 SL(2n + 1,C)/Sp(n,C)のもつ性質. 複素等質空間
SL(2n + 1,C)/Sp(n,C) は対称空間ではないが，幾何的，表現論的に
次の構造をもつ．

1K が半単純ではなく，[KC,KC]はKC の余次元 1の部分群となる．
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2.1.1. ファイバー束の構造. 複素等質空間GC/HCはGC-同変な正則ファ
イバー束

KC/HC → GC/HC → GC/KC(2.1)

の構造をもつ．ここで，底空間

GC/KC := SL(2n+ 1,C)/GL(2n,C)

およびファイバー

KC/HC = GL(2n,C)/Sp(n,C)

はともに対称空間である．一方で，ファイバーKC/HCの複素次元は
2n2 + nであり，分解 (1.4)を与えるAを具体的に構成することは (1.3)

と比べて容易ではない2．

2.1.2. Spherical variety. 非対称空間 GC/HC は (GC の作用によって)

sphericalであることが知られている [6]，つまり，GCのボレル部分群に
よるGC/HCの開軌道が存在する．[10]によって，GC/HCが spherical

であるとき，GC/HC上の正則関数全体の空間O(GC/HC)がGCの表現
として重複なく分解される3．
この表現論的視点から，sphericalという特別なクラスに対しては対
称空間におけるカルタン分解の拡張として (1.4)を与えることができる
と予想している4．この意味で，本記録集では分解 (1.4)を一般化され
たカルタン分解とよぶことにする．

2.2. 対称空間におけるカルタン分解. この節では，一般の (連結な)実
簡約リー群Gとして，対称空間G/H に対するカルタン分解が次で与
えられることを [1, Theorem 4.1]にしたがって紹介する．
HがGの対称部分群であるため，(Gθ)0 ⊂ H ⊂ Gθを満たすGの対

合的自己同型 θが存在する．Gのカルタン対合 µで θと可換なものを
選ぶ．K := Gµとすると，KはGの極大コンパクト部分群となる．
次に，G,H,Kのリー環をそれぞれ g, h, kと表し，θ, µの微分を同じ
記号で表す．このとき，h = gθ, h = gµとなる．ここで，

g−θ,−µ := {X ∈ g : (−θ)X = (−µ)X = X} = g−θ ∩ g−µ

の極大可換部分空間を aとし，A := exp aとする．

事実 2.1 ([1, Theorem 4.1]). G = KAH.

2[7]で扱った複素等質空間は，ファイバーが 1次元の場合と見なせる．
3GC の表現として既約分解した際に，各既約成分が高々１度しか現れないときを

いう．複素対称空間や (1.3)で述べた C×-束も sphericalである [6]．
4文献 [3, 7, 8, 9]に非対称な等質空間に対する一般化されたカルタン分解の研究結

果がある．



4 笹木 集夢 (ATSUMU SASAKI)

定義より，Aの次元はG/Hの実階数 rankRG/Hで与えられる．

3. 定理 1.1の証明の概略

本章では，定理 1.1の証明の概略を述べ，次章でその詳細を解説する．
複素シンプレクティック群 Sp(n,C)を特殊線型群 SL(2n + 1,C) =

{g ∈ GL(2n+ 1,C) : det g = 1}の部分群として，
Sp(n,C) = {g ∈ SL(2n+ 1,C) : tgJ ′ng = J ′n}

と実現する．ただし，

J ′n =

(
1

Jn

)
:=




1

0 −1

1 0
. . .

0 −1

1 0




∈ SL(2n+ 1,R).

(3.1)

非対称な複素等質空間GC/HCはGC-同変な正則ファイバー束の構造
(2.1)をもつことを思い出そう (第 2.1.1節参照)．対称空間に対しては，
事実 2.1によってカルタン分解を与える．カルタン分解を含むいくつ
かの分解公式を導いた後 (Steps 1–3 参照)，小林氏によって導入された
‘編み上げ’ ることによって (1.4)を構成する ([3], Step 4 参照)．
以下に，Aを構成する手順を紹介する．

Step 1 (底空間GC/KCのカルタン分解).

GC/KC = SL(2n+ 1,C)/S(GL(1,C)×GL(2n,C))

' SL(2n+ 1,C)/GL(2n,C)

は対称空間であるので，事実 2.1より，

補題 3.1. Gu ⊂ GC ⊃ KCに対してカルタン分解

GC = GuA1KC(3.2)

を得る．特に，GC/KCの実階数は 1であり，よってA1 ' Rである．

Step 2 (ファイバーKC/HCのカルタン分解). 次に，KCの極大コンパ
クト部分群Ku = U(2n)をとる．このとき，

KC/HC = GL(2n,C)/Sp(n,C)

も対称空間なので，
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補題 3.2. Ku ⊂ KC ⊃ HCに対して

KC = KuA2HC(3.3)

を満たすA2 ' Rnが存在する．
しかし，A1Ku 6= KuA1 なので，さらにKu の分解を考える必要が

ある．

Step 3 (Kuの分解). HCの極大コンパクト部分群Hu = Sp(n) = Gu ∩
HCをとる．M1をKuにおけるA1の中心化群，M2をHuにおけるA2

の中心化群とする．このとき，M1 ' U(2n− 1), M2 ' SU(2)nとなる
(具体的な形は第 4.3節参照)．そこで，Kuの分解定理

Ku = M1A3M2(3.4)

を満たすA3を構成する (詳細は命題 4.3で説明する)．

Step 4 (編み上げの手法). 最後に，分解 (3.2)–(3.4)を次のように ‘編
み上げ’ていく．

GC = GuA1KC (∵ (3.2))

= GuA1(KuA2HC) (∵ (3.3))

= GuA1(M1A3M2)A2HC (∵ (3.4))

= GuM1A1A3A2M2HC (∵ A1M1 = M1A1, A2M2 = M2A2)

= Gu(A1A3A2)HC (∵ M1 ⊂ Gu,M2 ⊂ Hu ⊂ HC).

したがって，A := A1A3A2とおけばGCの分解定理GC = GuAHCを
得る．

上で用いた各群の包含関係を次の図式 1 にまとめておこう．

HC ⊃ Hu⊂ ⊃
KC M2

⊃ ⊃ ⊃
GC Ku

⊂ ⊂
Gu ⊃ M1

Table 1. Gu\GC/HCに対する編み上げの手法

4. 定理 1.1の証明

本章では，前章で述べた各 stepについて解説を行う．
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4.1. Gu\GC/KC. この節では，GC/KC = SL(2n+ 1,C)/GL(2n,C)が
対称空間であることを見よう．このとき，補題 3.1は事実 2.1からした
がう．
GC上の対合的自己同型 θ1を θ1(g) := I1,2ngI1,2nで定義する．ただし，

I1,2n = diag(1,−1,−1, . . . ,−1)とする．このとき，Gθ1
C = KCとなる．

また，GCのカルタン対合 µを µ(g) = (tg)−1とすると，µは θ1と可換
になる．よって，事実 2.1を適用することで補題 3.1を得る．
実際に，

a1 := R(E1,2 + E2,1)

は g−θ1,−µの極大可換部分空間であり，

A1 := exp a1 =








cosh t sinh t

sinh t cosh t

I2n−1


 : t ∈ R





(4.1)

となる．

4.2. Ku\KC/HC. 前節と同様に，KC/HC = GL(2n,C)/Sp(n,C)も対
称空間であるから，再び事実 2.1を用いることで補題 3.2を得る．
実際に，θ2(g) := (J ′n)−1(tg)J ′n (g ∈ GC)とおくと，KCは θ2-安定で

HC = Kθ2
C で与えられる．また，GCのカルタン対合 µのKCへの制限

はKCのカルタン対合を与え，K
µ
C = S(U(1) × U(n)) ' U(n)となる．

また，µは θ2と可換である．
ここで，

a2 :=
n∑
j=1

R(E2j,2j + E2j+1,2j+1)

とし，

A2 : = exp a2(4.2)

= {diag(1, et1 , et1 , et2 , et2 , . . . , etn , etn) : t1, . . . , tn ∈ R}

とすれば，補題 3.2を満たす．

4.3. M1\Ku/M2. 可換群A1 ((4.1)参照)はKuと可換ではないことに注
意しておこう．よって，KuにおけるA1の中心化群M1，さらにHu :=

HC∩KuにおけるA2の中心化群M2を用意し，両側剰余空間M1\Ku/M2

を具体的に考える必要がある．
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2つの中心化群M1,M2は次のように表される：

M1 =

{(
aI2

g

)
∈ Ku : a ∈ U(1), g ∈ U(2n− 1)

}

M2 =








1

g1I2

. . .

gnI2


 ∈ Ku : g1, . . . , gn ∈ SU(2)




.

よって，

M1\Ku/M2 ' U(2n− 1)\U(2n)/SU(2)n =: K1\K/K2.(4.3)

(4.3)の右辺に注目すると，K/K1 = U(2n)/U(2n − 1)は 2n次元複
素ベクトル空間 C2n内の単位球面 S4n−1と微分同相である．このこと
を利用して，まず S4n−1におけるK2 = SU(2)nの作用を考え，この作
用による各軌道と交叉する部分多様体 T を構成しよう．
{~e1, . . . , ~e2n}をC2nの標準正規直交基底とする．この基底による座標

表示を用いると，SU(2)nのC2nへの作用は，

(g1, . . . , gn) · t(v1, . . . , v2n) =




g1
t(v1, v2)

g2
t(v3, v4)

...

gn
t(v2n−1, v2n)




で与えられる．特殊ユニタリ群の閉部分群SU(2)nはC2nの標準正規直
交基底に関するエルミート内積を保存するので，S4n−1 = {v ∈ C2n :

‖v‖ = 1}に作用する．
補題 4.1. S4n−1の部分多様体 T0を

T0 =

{
n∑
j=1

rj~e2j−1 ∈ S4n−1 : r1, . . . , rn ∈ R
}
' Sn−1.

このとき，S4n−1 = K2 · T .

Proof. SU(2)のC2による作用によって，C2 = SU(2) ·R t(1, 0) と分解
されることより，

T :=
n∑
j=1

R~e2j−1

とおくとC2n = K2 · T と分解される．よって，
S4n−1 = (K2 · T ) ∩ S4n−1 = K2 · (T ∩ S4n−1) = K2 · T0.

�
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次に，微分同相K/K1 ' S4n−1, gK1 7→ g~e1を通して，K の部分群
BでB/(B ∩K1)が T0と微分同相となるものは次のように表される：
各 j = 1, 2, . . . , n− 1に対して，Kの 1次元部分群Bjを

Bj := expR(E2j+1,2j−1 − E2j−1,2j+1).

で定義する．これらを用いて，

B := Bn−1Bn−2 · · ·B2B1

とおくと，B/(B ∩K1) ' T0となる．よって，補題 4.1から，

K/K1 = K2 · (B/(B ∩K1)).

したがって，K = K2BK1という分解が得られた．K,K1, K2は群であ
るから，次に命題を得る．

命題 4.2. K = K1B
−1K2．ただし，B−1 = B1B2 · · ·Bn−1．

最後に，M1\Ku/M2 ' K1\K/K2から，次の命題が示された．

命題 4.3. Ku = S(U(1)× U(n))の部分集合A3を次で定義する：

A3 := 1×B−1.(4.4)

このとき，Ku = M1A3M2．

注意 4.4. Bjの定義より，BjBj+1 6= Bj+1Bj (j = 1, 2, . . . , n− 2)であ
るため，Bは群ではない．よって，A3は群ではない．

4.4. 定理 1.1の証明. 以上の準備をもって，定理 1.1の証明を与えよう．

Proof of 定理 1.1. A := A1A3A2 とすると，(4.1), (4.2), (4.4)から A

が (1.5)の形をしていることが分かる．また，この Aに対して GC =

GuAHCと分解されることは既に step 4で見た．よって，定理 1.1が示
された． �

注意 4.5. 第 4.2節で定義したGCの自己同型 θ2は，KC上では対合的
だがGC上では対合的ではない．ここで，θ2

2 = θ2 ◦ θ2は第 4.1節で定
義した対合的自己同型 θ1に一致することが分かる．特に，θ4

2 = idを満
たし，よって θ2はGC上の位数 4の自己同型である．
さらに，HC = Kθ2

C = (Gθ1
C )θ2 = G

θ2
2 ,θ2
C = Gθ2

C となる．つまり，HCは
位数 4の自己同型 θ2による固定点集合として表される．ゆえに，等質
空間GC/HCは 4-対称空間である．
この視点による研究は現在進展中である．
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5. Application to visible actions on SL(2n+ 1,C)/Sp(n,C)

最後に，定理 1.1の応用として非対称な複素等質空間GC/HC = SL(2n+

1,C)/Sp(n,C)における可視的作用を考えよう．
まず，強可視的作用の定義を復習しよう．連結な複素多様体Dにリー
群Gが正則に作用しているとする．このとき，次を満たすDの実部分
多様体 SとD上の反正則微分同相 σが存在するとき，この作用を強可
視的であるという ([2, Definition 3.3.1])：

D = G · S,(V.1)

σ|S = idS,(S.1)

σ(x) ∈ G · x (∀x ∈ D).(S.2)

定理 1.1によって D = SL(2n + 1,C)/Sp(n,C)は強可視的作用を
もつ．

定理 5.1. GCのコンパクトな実型 Gu = SU(2n + 1)は複素等質空間
D = SL(2n+ 1,C)/Sp(n,C)に強可視的に作用する．

Proof. (V.1)–(S.2)を満たす Sと σが存在することを示せばよい．
(1.5)で述べたAに対して

S := AHC/HC(5.1)

とおけば，定理 1.1によって

GC/HC = Gu · S(5.2)

と分解される．よって，上の Sは (V.1)を満たす．
次に，GC上の反正則対合 σを

σ(g) := g (g ∈ GC)

とする．このとき，HCは σ-安定なので，GC/HC上の反正則微分同相
を誘導する (同じ記号 σを用いる)：

σ(gHC) = σ(g)HC (g ∈ GC).

σ|A = idAであることがAの定義より確かめられる．よって，σ|S =

idSが得られる．
また，任意の x ∈ GC/HCに対して，(5.2)より g ∈ Guと s ∈ Sが存
在して x = g · sと表される．このとき，

σ(x) = σ(g) · σ(s) = σ(g) · s = σ(g)g−1 · x.
σ(g)g−1 ∈ Guより，σ(x) ∈ Gu · x．
以上より，GC/HCにおけるGuの作用は強可視的である． �
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注意 5.2. GC/HC上の正則関数のなす空間をO(GC/HC)と表すとき，
この空間は GCの表現として無重複に既約分解されることが知られて
いる ([6])．
一方で，定理 5.1はO(GC/HC)がGCの表現として無重複であるこ

との別証明を与える ([2, 5]参照)．

注意 5.3. (5.1)で与えた Sの次元は Aの次元に等しく 2nである．こ
れは，等質空間GC/HCの階数 (および実階数)に等しい．

注意 5.4. GCの反正則対合 σについて，Gσ
C = SL(2n + 1,R) となる．

SL(2n+ 1,R)は SL(2n+ 1,C)の正規実型であり，よってGu = Gµ
Cを

満たすカルタン対合 µと σは可換である．
一般の複素等質空間に対するコンパクト実型の作用による強可視性
の証明についても，正規実型を実現する反正則対合と，それと可換な
カルタン対合によって，スライスの取り方について一般的な解釈が与
えられるのではないかと予想している．
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