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1. Introduction.

Gを Lie群、H をその閉部分群で、Ad(H)がコンパクトなものとする。<,>をGの左不変計量から
誘導された等質空間G/H のG-不変リーマン計量とする。

Gの位数 3の自己同型写像 σが存在して以下を満たすとき、(G/H,<, >)（もしくは、(G/H, σ,<, >)）
をリーマン 3-対称空間とよぶ。

(1) (Gσ)0 ⊂ H ⊂ Gσ, (Gσ は σの固定点全体、Gσ
0はその単位元を含む連結成分)

(2) s を π ◦ σ = s ◦ π で定まる (G/H,<, >)の微分同相写像とするとき、s は等長的
g, h をそれぞれG, H のリー環とし、gのAd(H)-不変かつ σ-不変分解 g = h + mをとり、mとG/H

の {H}における接空間とmを同一視しておく。このとき、(m, 〈, 〉)の等長変換 J を

σ|m = −1
2
Idm +

√
3

2
J

によって定める。σと Ad(H)は可換であることから J からG/H 上にG-不変概複素構造が誘導される
ことがわかる (同じ記号 J で表す)。このG-不変概複素構造 J を、G/Hの標準概複素構造と呼ぶ ([G])。

今、Gをコンパクト (単純)リー群、<,>をGの両側不変計量から誘導されたG/H のリーマン計量、
σをGの位数 3の外部型自己同型写像とする。ここでは、J に関する (G/H, <, >, σ)の半分次元、全実
全測地的部分多様体の分類について述べる。

2. 内部型の場合.

σが内部型のときは、第 2種、または第 3種の単純階別リー環から以下のようにしてコンパクトリー
マン 3-対称空間 (G/H, <,>, σ)の J に関する半分次元、全実全測地的部分多様体は構成・分類される
([To1], [To2]): g∗を noncompact 単純 Lie環でその複素化も単純であるものとし、

g∗ = g∗−ν + · · ·+ g∗0 + · · ·+ g∗ν

を第 ν種 (ν = 2または 3)の単純階別 Lie環で g∗の複素化も単純であるものとする。また、Zをこの階
別 Lie環の characteristic element とし、τ を grade-reversing Cartan involutionとする。g∗ = k + pを
τ に対応する Cartan decomposition (τ |k = 1, τ |p = −1)とすると、

σ := Ad(exp
2π

3
√−1Z)

によってコンパクト単純リー環 g := k +
√−1pの位数 3の内部型自己同型写像が定まる。Gを gを Lie

環とするコンパクト単純 Lie群とし、Hを h := gσ に対応するGの analytic Lie部分群とする。さらに、
K を kに対応する Gの analytic Lie部分群とする。このとき、o := {H} ∈ G/H のK-軌道K · o は内
部型のコンパクトリーマン 3-対称空間 (G/H, <,>, σ)の標準概複素構造 J に関して、半分次元、全実全
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測地的部分多様体となり。逆に、任意のこのような部分多様体はこのようにして得られたものに共役で
ある。

τ に対応する gの対合も τ で表すと, Z ∈ pであることから τ(
√−1Z) = −√−1Z が成り立っている。

したがって
τ ◦ σ = σ−1 ◦ τ (τ ◦ σ = σ2 ◦ τ) (2.1)

となることがわかる。
実は一般に次が成り立つ：
補題 2.1 (G/H, 〈, 〉, σ)をコンパクトリーマン 3-対称空間とする (内部型とは限らない)。 Gの対合 τ

で, (2.1)をみたすものが存在するとき, Gτ · oは (G/H, 〈, 〉, σ)の J に関する半分次元, 全実全測地的部
分多様体となる。逆も成り立つ。

3. D4
(3)型のアフィンリー環.

gc, tcをそれぞれD4型の複素単純 Lie環, gcのCartan部分環とし, Π := {α1, α2, α3, α4}を (gc, tc)の
基本ルート系とする。さらに, δ := α1 + 2α2 + α3 + α4を (gc, tc)の最高ルートとする。

ν を次で定義されるD4のDynkin図形の自己同型写像 ν̄ から誘導される gcの位数 3の自己同型写像
とする:

ν̄(α1) = α4, ν̄(α2) = α2, ν̄(α3) = α1, ν̄(α4) = α3.

gc = g−̄1 + g0̄ + g1̄を νの固有空間による直和分解とする。 ここで gī ( ī ∈ Z3)は固有値 ξi (ξ3 = 1)
に対する固有空間。
今,

L(gc) :=
⊕

i∈Z
L(gc, i), L(gc, i) := ti ⊗ gī ⊂ C[t, t−1]⊗ gc

とおき, さらに
L̂(gc) := L(gc)⊕CK ⊕Cd

とおく. L̂(gc)のブラケット積を

[ti ⊗X, tj ⊗ Y ] = ti+j ⊗ [X, Y ] +
i

3
δi+j,0(X, Y )K,

[K, L̂(gc)] = {0},
[d, ti ⊗X] = iti ⊗X.

で定める。L̂(gc)をD4
(3)型のアフィン Lie環と呼ぶ。 また, t̂ := t0 ⊗ (tc ∩ g0̄) + CK + Cdとおいて,

これを L̂(gc)のCartan部分環と呼ぶ。
次に L̂(gc)の Chevalley generatorsを構成しよう。

θ := α1 + α2 + α3,

E2 := eα1 + eα3 + eα4 , E3 := eα2 ,

F2 := e−α1 + e−α3 + e−α4 , F3 := e−α2 ,

E1 := e−θ + ξ2e−ν̄(θ) + ξe−ν̄2(θ), F1 := −eθ − ξeν̄(θ) − ξ2eν̄2(θ),
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とおく。ここで, eα達は gcの tcに関するルート αに対するルートベクトルで

[eα, e−α] = α, [eα, eβ] = ±eα+β

をみたすものとする。 このとき,

Ê1 := t⊗ E1, Êi := t0 ⊗ Ei (i = 2, 3),
F̂1 := t−1 ⊗ F1, F̂i := t0 ⊗ Fi (i = 2, 3),

は L̂(gc)の Chevalley generatorsとなる。
a ∈ C×に対して, 準同型写像 φa : L(gc) −→ gcを φa(ti ⊗X) := aiX で定める。
補題 3.1 L(gc)の任意の properな極大イデアルは, ある a ∈ C×用いて Kerφa = (1 − (a−1t)3)L(gc)

と表される。

4. 主結果.

補題 2.1より, コンパクトリーマン 3-対称空間 (G/H, <,>, σ)の標準概複素構造 J に関する半分次元、
全実全測地的部分多様体は, (2.1)を満たすGの対合 τ を用いてK · o (K = Gτ )と表された。
主定理. 外部型のコンパクトリーマン 3-対称空間 (G/H, <,>, σ)の標準概複素構造 J に関する半分次

元、全実全測地的部分多様体は次の Table 1.のうちのいずれかに共役である。

Table 1.
g h = gσ k = gτ τ

so(8) g2(= gσ1) so(7) τ1

so(8) g2(= gσ1) so(3)⊕ so(5) τ2

so(8) su(3)(= gσ2) so(3)⊕ so(5) τ3

ここで,

σ1 = ν,

σ2(Ek) = Ek, σ2(Fk) = Fk σ2(E3) = ξE3, σ2(F3) = ξ2F3, (k = 1, 2),

τ1(e±α1) = e±α1 , τ1(e±α2) = e±α2 , τ1(e±α3) = e±α4

τ2(e±α1) = e±α1 , τ2(e±α2) = −e±α2 , τ2(e±α3) = e±α4 ,

τ3 = ν0 ◦ ω0, ν0(eαi) = eαi (i = 2, 4), ν0(eα1) = eα3 , ω0(eαj ) = −eαj .

5. 主定理の証明.

g = so(8), h = su(3)(= gσ2)の場合の証明を述べる。
まず, L̂(gc)の自己同型写像 σ̂2を次で定める：

σ̂2(Êk) = Êk, σ̂2(F̂k) = F̂k, k = 1, 2,

σ̂2(Ê3) = ξÊ3, σ̂2(F̂3) = ξ2F̂3, σ̂2(h) = h, h ∈ t̂.
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{Êi, F̂i; i = 1, 2, 3}が L̂(gc)の Chevalley generators であることから, σ̂2が well-definedであることが
わかる。このとき, φ1 ◦ σ̂2 = σ2 ◦ φ1 によって, Gの位数 3の自己同型写像 σ2 がで定まることもわか
る。Table 1.における ν0は, gcのDynkin図形の対合から誘導された gcの対合で, ω0は gcのChevalley
involutionと呼ばれるもの。 このとき (実際には, eαj , e−αj 達を上手くとる必要があるが),

τ3(E1) = F1, τ3(Ei) = −Fi, i = 2, 3

となり, σ2 ◦ τ3 = τ3 ◦ σ2
2が成り立つ。

次に, τ を σ2 ◦ τ = τ ◦ σ2
2をみたす gの任意の対合とする。h := gσ2 ∼= su(3)であり, hcは {Ei, Fi; i =

1, 2} で生成される. さらに対称空間の分類と次元の考察をすることから

hτ ∼= so(3)

でなくてはならないことがわかる。Int(h)の共役の下で

hτ = R(E1 + F1) + R(E2 − F2) + R[E1 + F1, E2 − F2]

としてよので, τ(E1 + F1) = E1 + F1, τ(E1 − F1) = −(E1 − F1)などから, 次がわかる：

τ(E1) = F1, τ(F1) = E1, τ(E2) = −F2, τ(F2) = −E2. (5.1)

補題 5.1 τ(E3) ∈ CF3.

補題 5.1の証明： σ2(E3) = ξE3, σ2(F3) = ξ2F3, σ2 ◦ τ = τ ◦ σ2
2であったから

σ2(τ(E3)) = ξ2τ(E3), すなわち τ(E3) ∈ g(σ2, ξ
2). (5.2)

ここで, g(σ2, ξ
2)は σ2の固有値 ξ2に対する固有空間。今、Lγ を L(gc)のルート γに対するルート空間

とすると, g(σ2, ξ
±1)は次の部分空間を φ1で gcに落としたものに一致する：

L±γ3 + L±(γ2+γ3) + L±(2γ2+γ3) + L±(3γ2+γ3) + L±(γ1+γ2+γ3)

+L±(γ1+2γ2+γ3) + L±(γ1+3γ2+γ2) + L±(2γ1+2γ2+γ3)

+L±(2γ1+3γ2+γ3) + L±(3γ1+3γ2+γ3).

g(σ2, ξ
±1)を k := g(σ2, 1)-加群とみたとき, 上記のことより, E3が g(σ2, ξ)の lowest weight vectorで

あり, さらに (5.1), (5.2)より τ(E3)は g(σ2, ξ
2)の highest weight vectorとなる。 したがって,

τ(E3) ∈ φ1(L−γ3) = CF3

となり, 補題 5.1が示される。

補題 5.1より
τ(E3) = cF3, τ(F3) = c−1E3, c ∈ C (|c| = 1)

とおける。
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注意 5.2 τ ∈ Aut(g)としているので, |c| = 1としている。また, τ = τ3の場合, c = −1となっており,
実はこのことから任意の τ い対して c3 = −1でなくてはならないことがわかる。

任意の q ∈ C (|q| = 1)に対して,

µ̂(Ê1) = Ê1, µ̂(Ê2) = Ê2, µ̂(Ê3) = qÊ3,

µ̂(F̂1) = F̂1, µ̂(F̂2) = F̂2, µ̂(F̂3) = q−1F̂3,

により L(gc)の自己同型 µ̂が定まる。このとき, 直接計算してみると

µ̂((1− t3)Ê2) = (1− q3t3)Ê2,したがって µ̂((1− t3)L(gc) = (1− q3t3)L(gc)

が成り立つことがわかる。したがって, 補題 3.1から µ ◦φ1 = φs−1 ◦ µ̂により, gcの (kcを不変にする)自
己同型 µが定義されることがわかる。ここで, sは s3 = q3を満たす複素数。

τ ◦ µと µ ◦ τ3を計算してみると次が簡単に確かめられる：

τ ◦ µ(E1) = s−1F1, µ ◦ τ3(E1) = sF1,

τ ◦ µ(E2) = −F2, µ ◦ τ3(E2) = −F2,

τ ◦ µ(E3) = cqF3, µ ◦ τ3(E3) = −q−1F3.

したがって, s2 = 1, cq2 = −1とすれば (s = −1, q = c), µ−1τµ = τ3が成り立つ。 以上から, σ = σ2の
場合に主定理が証明された。

注意 5.3 σ = σ1の場合, k := gσ1 ∼= g2は

E2, E3, F2, F3,

で生成される。この場合, (2.1)を満たす gの対合 τ は, Int(h)の共役の下で次のいずれかをみたすこと
が分かる (対称空間の分類より)：

(1) τ |k(E2) = E2, τ |k(F2) = F2, τ |k(E3) = −E3, τ |k(F3) = −F3,

(2) τ |k = Idk.

σ = σ2 の場合と同様の議論により, τ は, (1)の場合は τ1 と, (2)の場合は τ2 と共役になることが示さ
れる。
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