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1. はじめに

本稿では [1]で導入した境界付き多様体のモースホモロジーについて解
説を行う. そもそもモースホモロジーが明確に意識されたのはE. ウィッテ
ンによる超対称性とモース理論との関係を述べた論文 [5]に始まる. 次節
で詳しく述べるがモースホモロジーとはおおよそ次のようなものである.

M をリーマン多様体とし, f : M → RをM 上のモース関数とする. その
とき f の臨界点を生成元としモース指数を次数とする次数付き加群を考
え, さらにモース指数の差が 1の臨界点の間を結ぶ勾配ベクトル場の積分
曲線の本数を結合係数とする準同型写像を定義する. するとこの次数付き
加群と準同型写像はチェイン複体となり, これをモース複体とよぶ. また
そのホモロジー群をモースホモロジーとよび, 実はこのようにして定義し
たモースホモロジーはM の特異ホモロジーと同型になるということがわ
かる.

本稿では次の第 2節で発見的に閉多様体のモースホモロジーを導入し,

それを踏まえ第 3節では境界付き多様体のモースホモロジーについて述
べる.

2. 閉多様体のモースホモロジー

M を n次元の向き付けられた閉多様体, gをM 上のリーマン計量とす
る. 次に f : M → RをM 上のモース関数とする. すると次の式によりM

上のベクトル場Xf が定まる.

df = g(Xf , ·).

このXf を勾配ベクトル場とよぶ. また φt : M → M を次の式で定まるイ
ソトピーとする. 

dφt

dt
= −Xf ◦ φt,

φ0 = idM .

ただし idM はM 上の恒等写像である. そこで f の臨界点 pに対し, pの
安定多様体 Spを次で定義する.

Sp :=

{
x ∈ M : lim

t→+∞
φt(x) = p

}
.
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また同様に f の臨界点 pに対して pの不安定多様体 Upを次で定義する.

Up :=

{
x ∈ M : lim

t→−∞
φt(x) = p

}
.

このとき臨界点 pのモース指数を µ(p)と書くことにすると Spは n−µ(p)

次元の開球に微分同相であり, Upはµ(p)次元の開球に微分同相である. ま
た Spと Upは pにおいて横断的に交わり, Spと Upにはその交点数が+1

となるようにそれぞれ向きを与えておく.

ここで注意点が一つ. 異なる臨界点の不安定多様体は交わらないので
M は不安定多様体の直和になる. しかし一般に不安定多様体による多様
体M の分割はCW複体にはならない. これはある不安定多様体が同じ次
元の不安定多様体に貼り付く可能性があり, その場合CW複体の条件を満
たさないからである. しかし実はどんなモース関数もほんの少し摂動すれ
ばそのようなことはなくなり, 不安定多様体がCW複体を与えることが知
られている. したがって以下では不安定多様多によるM の分割がCW複
体を与えていると仮定する.

ひとたび CW複体が与えられると, そこからM の特異ホモロジーを計
算することができる. まずMkを以下のように定義する.

Mk :=
∪

µ(p)≤k

Up.

また連結準同型

δk : Hk(M
k,Mk−1;Z) → Hk−1(M

k−1,Mk−2;Z)

は
δk−1 ◦ δk = 0

を満たす. これは連結準同型の幾何学的な意味が相対サイクルの境界を
取るということからも直ちに分かる (つまり境界の境界は空集合なので
δk−1 ◦ δk = 0). したがってチェイン複体 (H∗(M

∗,M∗−1;Z), δ∗)が得られ
たが, このチェイン複体のホモロジー群はM の特異ホモロジーH∗(M ;Z)
と同型になる. これが CW 複体から特異ホモロジーを計算する方法で
あった.

一方, 自然な同一視

Hk(M
k,Mk−1;Z) ∼=

⊕
µ(p)=k

ZUp

の下では連結準同型は次の様に書き下せる

δkUp =
∑

µ(q)=k−1

♯(∂Wp ∩ Sq)Uq.
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ただしWpは十分小さい ε > 0に対して

Wp := {x ∈ Up : f(x) ≥ f(p)− ε}

で定義され, ♯(∂Wp ∩Sq)は ∂Wpと Sqの交点数である (摂動されたモース
関数では ∂Wpと Sq は横断的に交わることに注意する). 実は連結準同型
のこの表し方は本質的に J. ミルナーの本 [4]に登場している. そしてこの
表し方は我々にモースホモロジーの定義を教えてくれる. まずモース関数
f の臨界点を生成元とする次数付き加群 Ck(f)を次で定義する.

Ck(f) :=
⊕

µ(p)=k

Zp.

ただしpはfの臨界点である. これはpとUpの同一視の下Hk(M
k,Mk−1;Z)

と同型である. 次に ∂Wpと Sqの交点 xは, pと qを結ぶ−Xf の積分曲線
で xを通過するものと一対一の対応が付けられる. したがって臨界点 p, q

に対して

M̃(p, q) :=

{
l : R → M :

dl

dt
= −Xf ◦ l(t), lim

t→−∞
l(t) = p, lim

t→+∞
l(t) = q

}
と定義し, また M̃(p, q)の元 l, l′ に対してある c ∈ Rが存在して l(t) =

l′(t+ c)となるとき同値と定め, その同値類の集合をM(p, q)と定義する.

このときM(p, q)には ∂Wp ∩ Sq との同一視を通じて向きを与える. そこ
で準同型写像 ∂k : Ck(f) → Ck−1(f)を

∂kp :=
∑

µ(q)=k−1

♯M(p, q)q

と定義する. ただし ♯M(p, q) はM(p, q) の正の向きの点を +1, 負の
向きの点を −1 としたときのそれらの和である. この ∂k は Ck(f) ∼=
Hk(M

k,Mk−1;Z), M(p, q) ∼= ∂Wp ∩ Sq の同一視の下 δk に一致する. し
たがってわれわれはチェイン複体 (C∗(f), ∂∗)を得た. これをモース複体,

そのホモロジー群をモースホモロジーとよぶ. また導入の仕方よりモース
ホモロジーがM の特異ホモロジーと同型になることも明らかである.

3. 境界付き多様体のモースホモロジー

本節では [1]で導入された境界付き多様体のモースホモロジーの解説を
行う.

M をコンパクトで向き付けられた境界付き n次元多様体, ∂M をその
境界とする. また ∂M のカラー近傍を [0, 1)× ∂M とし, [0, 1)成分の座標
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を rと書くことにする. 次に gをM \ ∂M 上のリーマン計量でカラー近
傍に制限すると

g|(0,1)×∂M =
1

r
dr ⊗ dr + rg∂M

の形をしているものとする. ただし g∂M は ∂M 上のリーマン計量である.

そして f : M \ ∂M → RをM \ ∂M 上のモース関数で次の条件 (1)(2)を
満たすものとする.

(1) f |(0,1)×∂M = rf∂M , ただし f∂M は ∂M 上のモース関数.

(2) γ ∈ ∂M が f∂M の臨界点ならば f∂M (γ) ̸= 0.

γ ∈ ∂M が f∂M の臨界点で f∂M (γ) > 0となるとき γを正の境界臨界点と
よび, 同様に δ ∈ ∂M が f∂M の臨界点で f∂M (δ) < 0となるとき δを負の
境界臨界点とよぶ. またここでは f の臨界点を内部臨界点とよぶことにす
る. なお本節では p, p′と書いたら内部臨界点, γ, γ′と書いたら正の境界臨
界点, δ, δ′と書いたら負の境界臨界点を表すものとする.

カラー近傍 (0, 1)× ∂M 上での勾配ベクトル場Xf は

Xf |(0,1)×∂M = rf∂M
∂

∂r
+Xf∂M

となる. ただしXf∂M は f∂M と g∂M に関する勾配ベクトル場である. そ
こでM 上のベクトル場Xf を

Xf :=

Xf , on M \ ∂M,

Xf∂M on {0} × ∂M

と定義する. また φt : M → M を次の式で定まるイソトピーとする.
dφt

dt
= −Xf ◦ φt,

φ0 = idM .

さて閉多様体の場合, 摂動されたモース関数の不安定多様体はCW複体
の構造を定めた. しかし上の境界付き多様体上のモース関数は f, f∂M を
摂動しても一般に CW複体の構造を与えるとは限らない. 以下その点に
ついて説明する. まずBkを k次元開球とし, B

k
を k次元閉球とする. ま

た ∂B
k
でB

k
の境界を表す. 次に

Hk := {(x1, . . . , xk) : x21 + · · ·+ x2k < 1, xk ≥ 0}

とし, ∂Hk := {(x1, . . . , xk) ∈ Hk : xk = 0}とする. 内部臨界点 p ∈
M \ ∂M に対し, その安定多様体 Spを

Sp :=

{
x ∈ M : lim

t→+∞
φt(x) = p

}
⊂ M \ ∂M,

4



と定義する. また同様に内部臨界点 p ∈ M \ ∂M に対し, その不安定多様
体 Upを

Up :=

{
x ∈ M : lim

t→−∞
φt(x) = p

}
⊂ M \ ∂M.

と定義する. このとき Spは Bn−µ(p)に微分同相であり, Upは Bµ(p)に微
分同相である. また Spと Upは pにおいて横断的に交わり, Spと Upには
その交点数が+1となるようにそれぞれ向きを与えておく. 次に正の境界
臨界点 γ ∈ ∂M に対し, その安定多様体 Sγ を

Sγ :=

{
x ∈ M : lim

t→+∞
φt(x) = γ

}
⊂ M,

と定義し, また同様に正の境界臨界点 γ ∈ ∂M に対し, その不安定多様体
Uγ を

Uγ :=

{
x ∈ M : lim

t→−∞
φt(x) = γ

}
⊂ ∂M.

と定義する. このとき Sγ はHn−µ(γ)に微分同相であり，Uγ はBµ(γ)に微
分同相である. ただしここで µ(γ)は f∂M : ∂M → Rのモース指数であ
る. また Sγ と Uγ は γ において横断的に交わり, Sγ と Uγ にはその交点
数が+1となるようにそれぞれ向きを与えておく. 最後に負の境界臨界点
δ ∈ ∂M に対し, その安定多様体 Sδ を

Sδ :=

{
x ∈ M : lim

t→+∞
φt(x) = δ

}
⊂ ∂M,

と定義し, また同様に負の境界臨界点 δ ∈ ∂M に対し, その不安定多様体
Uδ を

Uδ :=

{
x ∈ M : lim

t→−∞
φt(x) = δ

}
⊂ M.

と定義する. このとき Sδ はBn−1−µ(γ)に微分同相であり，Uδ はHµ(γ)+1

に微分同相である. ただしここでも µ(γ)は f∂M : ∂M → Rのモース指数
とする. また Sδ と Uδ は δにおいて横断的に交わり, Sδ と Uδ にはその交
点数が+1となるようにそれぞれ向きを与えておく.

さて我々の境界付き多様体上のモース関数の不安定多様体が一般には
CW複体を与えない理由であるが, まずUδは開球に微分同相ではない. ま
たUγは同じ次元のUδに貼り付く可能性がある. これはモース関数を摂動
しても解消されない. したがって我々の境界付き多様体上のモース関数の
不安定多様体は一般には CW複体を与えない. しかしこれらの不安定多
様体を用いてM に適当なストラティフィケイションを与えることができ,

そこから得られるあるチェイン複体のホモロジー群がM のアブソリュー
トな特異ホモロジーH∗(M ;Z)と同型になる. 次にそのことを説明する.
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正の境界臨界点 γ ∈ ∂M に対し微分同相写像 iγ : Bµ(γ) → Uγ ⊂ ∂M

を一つ固定し, これを連続写像 iγ : B
µ(γ) → ∂M に拡張する. このとき注

意であるが iγ は ∂B
µ(γ)
上で単射とは限らない. 次に δ1, . . . , δN ∈ ∂M を

µ(δ1) = · · · = µ(δN ) = µ(γ)−1となる負の境界臨界点とし, これもまた同
様に微分同相写像 iδj : H

µ(δj)+1 → Uδj ⊂ M (j = 1, . . . , N)を固定してお
く. ここでγとδjを結ぶ勾配ベクトル場の積分曲線の本数をkj本とする (も
ちろん kj = 0もありうる). H

µ(δj)+1
1 , . . . , H

µ(δj)+1
kj

を kj 個のHµ(δj)+1の

コピーとし, Ajiを i
−1
γ (Uδj ∩∂M) = Aj1⊔· · ·⊔Ajkj ⊂ ∂B

µ(γ)
で定義する.

ただし Ajiはそれぞれ連結成分とする. そこで x ∈ Aji ⊂ ∂B
µ(γ))

と y ∈
∂H

µ(δj)+1
i を iγ(x) = iδj (y)となるとき同一視しH

µ(δj)+1
1 , . . . , H

µ(δj)+1
kj

を

B
µ(γ)
に貼りつけ, eγをB

µ(γ)∪Hµ(δj)+1
1 ∪· · ·∪Hµ(δj)+1

kj
の内点集合とする.

このとき eγ は µ(γ)次元開球と同相である. つぎに写像 Iγ : eγ → M を
Bµ(γ),H

µ(δ1)+1
1 , . . . , H

µ(δN )+1
kN

上に制限したときそれぞれ iγ , iδ1 , . . . , iδN
に等しい写像と定義する. このとき注意であるが Iγ は kj ≥ 2 のとき
H

µ(δj)+1
1 ∪ · · · ∪H

µ(δj)+1
kj

上で単射ではない.

これだけの準備の下, 次にM の特異ホモロジーの計算方法を述べる. ま
ずMkを

Mk :=
∪

µ(p)≤k

Up ∪
∪

µ(γ)≤k

Uγ ∪
∪

µ(δ)≤k−1

Uδ

と定義する. ただしここでも pは内部臨界点, γは正の境界臨界点, δは負
の境界臨界点とする. このときMkは∪

µ(p)≤k

Up ∪
∪

µ(γ)≤k

Iγ(eγ)

にホモトピックであることに注意する. また連結準同型

δk : Hk(M
k,Mk−1;Z) → Hk−1(M

k−1,Mk−2;Z)

は以前と同様に
δk−1 ◦ δk = 0

を満たす. したがって我々はチェイン複体 (H∗(M
∗,M∗−1;Z), δ∗)を得た

が, このチェイン複体のホモロジー群も閉多様体のときと同様にM のア
ブソリュートな特異ホモロジーH∗(M ;Z)と同型になる ([1]参照).

一方, 自然な同一視

Hk(M
k,Mk−1;Z) ∼=

⊕
µ(p)=k

ZUp ⊕
⊕

µ(γ)=k

ZIγ
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の下では連結準同型は次の様に書き下せる

δkUp =
∑

µ(p′)=k−1

♯(∂Wp ∩ Sp′)Up′ +
∑

µ(γ′)=k−1

♯(∂Wp ∩ Sγ′)Iγ′ ,

δkIγ =
∑

µ(γ′)=k−1

♯(∂Wγ ∩ Sγ′)Iγ′ +
∑

µ(δ)=k−1
µ(p′)=k−1

♯(∂Wγ ∩ Sδ)♯(∂Wδ ∩ Sp′)Up′ .

ただしここでも p, p′は内部臨界点, γ, γ′は正の境界臨界点, δは負の境界
臨界点とする. 我々はこれをもとに境界付き多様体のモースホモロジーを
次のように定義する. まず f の内部臨界点と正の境界臨界点を生成元とす
る次数付き加群 Ck(f)を次で定義する.

Ck(f) :=
⊕

µ(p)=k

Zp⊕
⊕

µ(γ)=k

Zγ.

ただしpはfの内部臨界点, γは正の境界臨界点である. これはpとUp, γと
Iγの同一視の下Hk(M

k,Mk−1;Z)と同型である. またM(p, p′), M(p, γ′),

MN (γ, γ′), MN (γ, δ), M(δ, p′) をそれぞれ pと p′を結ぶ (M における)

勾配ベクトル場の積分曲線の集合, pと γ′を結ぶ (M における)勾配ベク
トル場の積分曲線の集合. γ と γ′を結ぶ (∂M における)勾配ベクトル場
の積分曲線の集合, γと δを結ぶ (∂M における)勾配ベクトル場の積分曲
線の集合, δと p′を結ぶ (M における)勾配ベクトル場の積分曲線の集合
とする. そこで準同型写像 ∂k : Ck(f) → Ck−1(f) を

∂kp :=
∑

µ(p′)=k−1

♯M(p, p′)p′ +
∑

µ(γ′)=k−1

♯M(p, γ′)γ′,

∂kγ :=
∑

µ(γ′)=k−1

♯MN (γ, γ′)γ′ +
∑

µ(δ)=k−1
µ(p′)=k−1

♯MN (γ, δ)♯M(δ, p′)p′

と定義する. この ∂kはCk(f) ∼= Hk(M
k,Mk−1;Z), M(∗, ∗′) ∼= ∂W∗∩S∗′

の同一視の下 δk に一致する. したがって我々はチェイン複体 (C∗(f), ∂∗)

を得た. これが我々のモース複体である. またその導入の仕方からこの
モース複体のホモロジー群がM のアブソリュートな特異ホモロジーと同
型になることも明らかである.

ここで一つ注意. 本稿では不安定多様体から得られる CW複体を用い
た特異ホモロジーの計算方法を通じて発見的にモースホモロジーを導入し
た. したがってその導入の仕方から ∂k−1 ◦ ∂k = 0は明らかであるが, 一方
勾配ベクトル場の積分曲線のモジュライ空間のコンパクト化からもこれを
証明することができる. その証明方法はフレアー理論において非常に重要
であるが, 詳しくは [1]や [2]を参照して頂きたい.
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境界付き多様体のモースホモロジーの応用として境界付き多様体のモー
スの不等式が得られる.

定理 (モースの不等式). 境界付き多様体M 上の我々のモース関数につ
いて

♯{モース指数が kの内部臨界点 }
+ ♯{モース指数が kの正の境界臨界点 }

≥ dimHk(M ;Z)

が成り立つ.

また境界付き多様体M とその境界 ∂M の間の相対ホモロジー長完全
系列

· · · → Hk(∂M ;Z) → Hk(M ;Z) → Hk(M,∂M ;Z) → · · ·

をモースホモロジーの言葉で書き換えることも可能である ([1]参照). さ
らに境界付き多様体のモースホモロジーにおいてカップ積を記述すること
もできる ([2]参照).

今回フレアー理論への応用は全く述べることができなかったが詳しくは
[1]や [2]を参照して頂きたい.
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