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概 要

本記録集では，複素等質空間の中で sphericalかつ 4-対称空間とよばれるクラス
に対するカルタン分解の一般化を具体的に記述することを目的とする．また本結果
を用いて，sphericalな 4-対称空間は可視的作用をもつことを示す．

1 導入

本記録集では，連結な複素単純リー群 GCとその連結な複素閉部分群HCの組として
次の 3つを扱う．

Case GC HC
1 SL(2n+ 1,C) Sp(n,C)
2 Sp(n+ 1,C) SO(2,C)× Sp(n,C)
3 SO(2n+ 1,C) GL(n,C)

上の 3つに対して，

GC = GuAHC. (1.1)

を満たすGCの部分集合Aの具体的記述について考える．
リーマン対称空間に対する上記の問題は，古典的なカルタン分解に他ならない．また，

一般の対称空間に対しても同様にカルタン分解が得られることが知られている (cf. [2])．
我々が扱う複素等質空間GC/HCは対称空間ではない．一方で，GC/HCは sphericalと
いう性質を持つ．つまり，GCのボレル部分群がGC/HC内に (ザリスキ位相に関して)開
軌道をもつことが知られている (cf. [9])．複素線型リー群の複素等質空間への作用による
軌道は有限個であるから，開軌道は存在すればただ 1つであり，よって開軌道はGC/HC
内で稠密である．この事実により，GC/HCが sphericalであるとき，その上の正則関数全
体のなす空間O(GC/HC)がGCの表現として重複なく既約分解される．逆に，準アフィ
ン複素等質空間に対しては，上の命題の逆も正しい ([15])．O(GC/HC)が GC の表現と
して重複なく既約分解されるとき，これを無重複表現とよぶ．
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小林俊行氏は，連結な複素多様体Dを底空間とする，リー群 Lで同変な正則ベクトル
束 V → D の切断O(D,V)が無重複表現となるための十分条件を底空間Dにおける ‘可
視的作用’によって与えた1(cf. [4, 5])．ここで，Dにおける Lの正則な作用が可視的で
あるとは，D内のスライス S とD上の反正則微分同相 σが，次の条件を満たすときを
いう：

D = L · S, (V.1)

σ|S = idS , (S.1)

σ(x) ∈ L · x (∀x ∈ D). (S.2)

例えば，1次元トーラスTはCに通常の複素数の積として正則に作用するが，この作用
は S = R, σ(z) = zによって可視的に作用することが分かる．また，特殊直交群 SO(2)
の複素上半平面H = {z ∈ C : Im z > 0} への 1次分数変換としての作用も可視的である．
実際に S =

√−1R+, σ(z) = −zとすると (V.1)–(S.2)を満たす．
一方で，正則ベクトル束に実現される無重複表現にはその底空間に美しい幾何構造が

存在していると予想される．本記録集では，可視的作用の立場から非対称な複素等質空
間GC/HCの幾何構造をスライスの観点から調べることを目的とする．
本記録集の主結果は次の通りである．

定理 1.1. 連結な複素単純リー群とその連結な複素閉部分群の組 (GC,HC)を Cases 1–3
のいずれかとする．GCの部分集合Aを次を満たすように定める：

A '





R · T · · · · · T︸ ︷︷ ︸
n−1

·Rn (Case 1)

R · R (Case 2)

R · T · · · · · T︸ ︷︷ ︸
[n−1

2
]

·R[n
2

] (Case 3)
. (1.2)

ただし，m ∈ Rに対し [m] ∈ Zはmを超えない最大の整数を表す．このとき，カルタン
分解の一般化GC = GuAHCが成り立つ．

注意 1.2. 定理 1.1の (1.2)にある Tは，GCの部分群として実現される SO(2)のことを
示す．Aはもはや可換ではなく群構造すらもたない．これは，対称空間の場合と異なる
点である．

注意 1.3. 定理 1.1を満たす Aは代数多様体であり2，その次元は等質空間GC/HC内の
Gu-主軌道の余次元に一致する．

定理 1.1によるAの具体的記述によって，次の定理が得られる．

定理 1.4. 連結な複素単純リー群とその連結な複素閉部分群の組 (GC, HC)をCases 1–3の
いずれかとする．このとき，GCのコンパクトな実型Guの非対称な複素等質空間GC/HC
への作用は強可視的である．

1我々の設定では，自明直線束 V := GC/HC × C → GC/HC に対応する．特に，O(GC/HC,V) '
O(GC/HC)．

2Aは可微分多様体であると予想している．
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2 4-対称空間

2.1 リー群の実現

本記録集の目的は，定理 1.1を満たす Aを具体的に与えることにある．定理 1.1の結
果自身はリー群の実現に依らないことに注意する．本節では，特殊直交群 SO(n,C)とシ
ンプレクティック群 Sp(n,C)を行列群として実現することを解説する．ここでは，通常
の実現とは異なる方法を採用することで，Aをより対角行列に近い形で実現することを
視野に入れている．
まず，次の行列を用意する：クロネッカーの δi,j を用いて n次正方行列 IAn を

IAn := (δi,n−j+1) =




1
...

1




で定義する．つまり，反対角線に 1が並ぶ行列である．これは，対称行列であることに
注意する：tIAn = IAn．これを用いて，n次正方行列X に対し，

XT := IXn
tX IAn

と定義する．これは，反対角線に関する転置行列を表す．さらに，2n次正方行列 JAn を
次で定義する：

JAn :=

(
−IAn

IAn

)
.

この行列は交代行列である：tJAn + JAn = O．
次に，一般線型群の閉部分群として次を定義する：

SO(n,C) := {g ∈ SL(n,C) : tgIAn g = IAn }, (2.1)

Sp(n,C) := {g ∈ SL(2n,C) : tgJAn g = JAn }. (2.2)

上で定義した複素リー群のリー環は次で与えられる：

so(n,C) = {X ∈ sl(n,C) : tXIAn + IAnX = O}, (2.3)

sp(n,C) = {X ∈ sl(2n,C) : tXJAn + JAn X = O}. (2.4)

上で定義したリー群およびリー環が特殊直交リー環，シンプレクティックリー環と同型
であることについて言及する．リー環 g′, g′′を

g′ := {X ∈ sl(n,C) : tX +X = O},
g′′ := {X ∈ sl(2n,C) : tXJn + JnX = O}

とする3．ただし，

Jn :=

(
−In

In

)
.

3この 2つのリー環は，リー環の専門書でよく用いられている特殊直交リー環，シンプレクティックリー
環の定義である．
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補題 2.1. リー環 so(n,C)と sp(n,C)はそれぞれ (2.3)と (2.4)で与えられたものとする．
このとき，

(1) 複素リー環の同型Ad(T−1
1 ) : g′ ∼→ so(n,C)を与える正則行列 T1が存在する．

(2) 複素リー環の同型Ad(T−1
2 ) : g′′ ∼→ sp(n,C)を与える正則行列 T2が存在する．

Sketch of Proof. T1は，n = 2m+ 1のとき

T1 :=




1√
2
Im

1√
2
IAm

1

−
√−1√

2
IAm

√−1√
2
Im


 ,

n = 2mのとき

T1 :=

(
1√
2
Im

1√
2
IAm

−
√−1√

2
IAm

√−1√
2
Im

)

とする．このとき，tT1T1 = T1
tT1 = IAn が成り立つ．ここで，X ∈ g′のとき tX+X = O

から

t(T−1
1 XT1)IAn + IAn (T−1

1 XT1) = (tT1
tX tT−1

1 )(tT1T1) + (tT1T1)(T−1
1 XT1)

= tT1
tXT1 + tT1XT1

= tT1(tX +X)T1 = O.

よって，T−1
1 XT1 ∈ so(n,C)となる．Ad(T1)−1がリー環の同型を与えることは直接確か

められる．
また，

T2 :=
1√
2

(
In In

−IAn IAn

)

とすると，tT2JnT2 = T2Jn
tT2 = JAn が成り立つことより，g′′ ' sp(n,C)も上と同様に

確かめられる．

補題 2.1によって，特殊直交群およびシンプレクティック群を (2.1)，(2.2)で定義され
たものとする．この実現によって，Sp(n,C)を SL(2n+ 1,C)に

g 7→
(

1
g

)

によって実現することで部分群と見なす．また，Sp(n+1,C)の部分群SO(2,C)×Sp(n,C)
は

(

(
a 0
0 a−1

)
, g) 7→




a

g

a−1



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を通して，さらに SO(2n+ 1,C)の部分群GL(n,C)は

g 7→




g

1
(g−1)T




として実現する．

2.2 n-対称空間

次に，我々が扱う (GC,HC)が 4-対称空間であることを見よう．
まず，n-対称空間の定義をリー群の言葉で述べる．n-対称空間は対称空間の概念を一

般化したものであり，以下の定義において n = 2の場合が通常の対称空間であることは
明らかであろう．

定義 2.2. リー群Gとその閉部分群Hに対し，等質空間G/Hが n-対称空間であるとは，
G上の位数 nの自己同型 θが存在し，Gθ0 ⊂ H ⊂ Gθ を満たすことをいう．ここで，Gθ0
は θの固定部分群Gθの単位元成分を表す．

n-対称空間に関するいくつかの例を挙げる．

例 2.3. G′をリー群とし，G = G′ × · · · ×G′をG′の n個の直積とする．G上の自己同
型 θを θ(g1, g2, . . . , gn) := (g2, g3, . . . , g1)とすると，H := diag(G) ' G′はH = Gθ を
満たす．よって，G/H は n-対称空間である．

例 2.4. G′ をリー群とし，G = G′ × G′ とする．G′ 上の対合的自己同型 τ に対し，
θ(g1, g2) := (τ(g2), g1)とおくと，θは位数 4の自己同型であり，H := GθとおくとG/H

は 4-対称空間である．

我々が扱う等質空間は sphericalな 4-対称空間であるが，sphericalな複素等質空間の中
で 3-対称空間であるものも存在する．

例 2.5. (SL(2,C)×SL(2,C)×SL(2,C))/SL(2,C) が 3-対称空間であることは例 2.3か
ら分かる．これが sphericalであることは [1]で述べられている．
また，既約かつ sphericalな 3-対称空間の例として，Spin(8,C)/G2(C)が挙げられる．

g = spin(8,C) ' so(8,C)のディンキン図形から，Aut g/ Int g ' Z3 であることが分か
る．so(8,C)上の位数 3の外部自己同型を Spin(8,C)に持ち上げたものを θとすると，θ
の固定部分群がG2(C)となる．なお，Spin(8,C)/G2(C)は SO(8,C)/G2(C)の被覆空間
であり，SO(8,C)/G2(C)も sphericalであるが，3-対称空間ではない．

既約なリーマン等質空間の場合に 4-対称空間は Jiménez [3]によって分類された．以下
の命題は [3]の分類から分かる．

命題 2.6. 連結な複素単純リー群 GC とその連結な複素閉部分群 HC の組 (GC,HC)は
Cases 1–3のいずれかとする (第 1章参照)．このとき，HC = GθCを満たすGC上の位数
4の正則自己同型 θが存在する．特に，GC/HCは 4-対称空間である．

5



Proof. 本記録集ではカルタン分解の一般化を目標としているので，(2.1)や (2.2)による
実現に対して具体的に θを記述する．j = 1, 2, 3に対し，Ĩj を次で定義する：

Ĩ1 :=

(
1

JAn

)
, Ĩ2 :=




1
JAn

1


 , Ĩ3 :=




−IAn
1

IAn


 .

(GC, HC)がCase jのときに θ(g) := Ĩ−1
j

tg−1Ĩjとすると，θは位数 4の自己同型でHC =
GθCであることが確かめられる．

2.3 4-対称空間のファイバー束の構造

次に，命題 2.6で選んだ θに対して，θ2はGC上の対合的自己同型であるから，KC :=
(Gθ

2

C )0とおくとGC/KCは対称空間となる．さらに，θをKCに制限したものは再びKC
上の自己同型を誘導しかつ対合的である．Kθ

C = HCとなるので，KC/HCも対称空間と
なる．以上より，4-対称空間GC/HCは上記の性質を満たすファイバー束の構造をもつ：

KC/HC → GC/HC → GC/KC
ファイバー 全空間 底空間
対称空間 4-対称空間 対称空間

.

下表 1に各 (GC,HC)に対してKCを挙げる．

Case GC HC KC
1 SL(2n+ 1,C) Sp(n,C) GL(2n,C)
2 Sp(n+ 1,C) SO(2,C)× Sp(n,C) Sp(1,C)× Sp(n,C)
3 SO(2n+ 1,C) GL(n,C) SO(2n,C)

表 1: ファイバー束の構造KC/HC → GC/HC → GC/KC

3 定理1.1の証明の方針

本章では，定理 1.1におけるカルタン分解の一般化を得るための方針について解説す
る．記号は前章までに準備したものを引き続き用いる．

4-対称空間 GC/HC はファイバー束の構造をもち，底空間 GC/KC およびファイバー
KC/HCともに対称空間であったことを思い出そう．対称空間に対するカルタン分解は一
般的に与えられている (cf. [2])．これらの分解を “編み上げる”ことによって定理 1.1を証
明する．この手法は編み上げの手法 (herringbone stitch)とよばれる．A型の旗多様体に
対するカルタン分解の一般化を研究する際に小林俊行氏が提唱した手法である ([6]参照)．

Step 1 (底空間に対するカルタン分解). 対称空間GC/KCに対して，GC = GuA1KC を
満たす可換群A1 ' RrankRGC/KC を構成する．
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Step 2 (ファイバーに対するカルタン分解). 対称空間KC/HCに対して，KC = KuA2HC
を満たす可換群A2を構成する．ただし，KuはKCの極大コンパクト部分群を表す．

上の 2つの stepsより，GC = GuA1KC = GuA1(KuA2HC) を得る．しかし，KuはA1

やA2と可換ではないため，新たにKuの分解を考える必要がある．

Step 3. HC の極大コンパクト部分群 Hu を選び，M1 を Ku における A1 の中心化群
ZKu(A1)，M2をHuにおけるA2の中心化群 ZHu(A2)とする．M1,M2はいずれもコン
パクト群である．そこで，Ku = M1A3M2を満たすA3を具体的に記述する．

以上の stepsにより，

GC = GuA1KC (∵ Step 1)

= GuA1(KuA2HC) (∵ Step 2)

= GuA1(M1A3M2)A2HC (∵ Step 3)

= GuM1(A1A3A2)M2HC (∵ A1M1 = M1A1, A2M2 = M2A2)

= Gu(A1A3A2)HC.

以上より，

A := A1A3A2 (3.1)

が定理 1.1を満たすものである．
上記で用いた群を編み上げる様子を図式 2でまとめた．

H ⊃ Hu

⊂ ⊃
KC M2

⊃ ⊃ ⊃
GC Ku

⊂ ⊂
Gu ⊃ M1

図式 2: Gu\GC/HCに対する編み上げの手法

4 定理1.1の証明のための準備

本章では，第 3章で述べた証明の方針に従い，対称空間に対するカルタン分解につい
て (第 4.1節)，また単位球面における作用について (第 4.2節)解説する．第 5章では，本
章の準備をもって定理 1.1の証明を行う．
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4.1 対称空間に対するカルタン分解

この節では，連結な実簡約リー群のカルタン分解について [2]の内容をまとめておく．
この節に限り，Gを連結な実簡約リー群とし，HをGの連結な対称部分群，τ をGτ0 ⊂

H ⊂ Gτ を満たすG上の対合的自己同型とする．Kを極大コンパクト部分群とし，G上
の対合的自己同型 θをK = Gθかつ θτ = τθを満たすものとする．

g, h, kをそれぞれG,H,Kのリー環とする．対合 τ, θに対し，その微分も同じ記号を用
いる．このとき，g0 := gθτ は h, kとは異なる gの対称部分環である．ここで，τ |g0 は g0

上のカルタン対合となり，g0の対応するカルタン分解を g0 = gτ0 +g−τ0 で表す．このとき，

g−τ0 = g−τ,−θ = {X ∈ g : (−τ)X = (−θ)X = X}.

a0を g−τ0 の極大可換部分環とし，A = exp a0とする．

補題 4.1 ([2]). G = KAH.

可換群 Aの次元を対称空間G/H の実階数といい rankRG/H と表す．G,H がともに
複素リー群のとき，実階数は対称空間の階数 rankG/H と一致することが知られている．

4.2 U(n− 1)\U(n)/SU(2)[n
2

] × U(ε)

本節では，連結なコンパクトリー群の 3つ組

(L,L1, L2) := (U(n), 1× U(n− 1), SU(2)[n
2

] × U(ε) (4.1)

に対して，L = L1CL2を満たす Cを決定する．ただし，εは nが奇数のときに 1，偶数
のときは 0とする．また，L2は Lに次の意味で実現されているとする：

L2 :=








a1 b1
. . .

...

an bn

(α)
cn dn

... . . .
c1 d1




:

j = 1, 2, . . . , n,(
aj bj

cj dj

)
∈ SU(2),

α ∈ U(1)





.

また，(α)は nが奇数のときにのみ適用する．
(L,L1)および (L,L2)はともに対称対ではない．しかし，rankL/L1 = 1である．特
に，L/L1は Cn内の単位球面に微分同相である．このことを利用して，まず L2の単位
球面における作用を考える．
e1, . . . , enを Cnの標準正規直交基底とする．L2を Cnに以下によって作用させる：

(g1, . . . , g[n
2

], (α)) · t(v1, . . . , vn) :=




g1
t(v1, vn)

g2
t(v2, vn−1)

...
g[n

2
]
t(v[n

2
], vn−[n

2
]+1)

(αv[n
2

]+1)



. (4.2)
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(4.2)によって，L2は単位球面 S2n−1 = {v ∈ Cn : ‖v‖ = 1}に作用する．
いま，S2n−1の [n−1

2 ]次元部分多様体 T0を次で定義する：

T0 :=





[n+1
2

]∑

j=1

rjej ∈ S2n−1 : r1, . . . , r[n+1
2

] ∈ R


 ' S

[n−1
2

].

補題 4.2. S2n−1 = L2 · T0.

Sketch of Proof. C2は SU(2)の作用によってC2 = SU(2) ·Re1と分解される．また，C
は U(1) = Tの作用によって C = U(1) · Rと分解される．このことより，Cnは (4.2)に
よってCn = L2 · (Re1 + · · ·+Re[n+1

2
])と分解される．(Re1 + · · ·+Re[n+1

2
])∩S2n−1 = T0

から結論を得る．

次に，j = 1, 2, . . . , [n−1
2 ]に対してBj を次で定義する：

Bj := expR(E2j,2j−1 − E2j−1,2j) ' SO(2). (4.3)

さらに，Lの部分集合Bを

B := B[n−1
2

]B[n−3
2

] · · ·B2B1 (4.4)

と定める．

補題 4.3. 微分同相 ψ : L/L1 → S2n−1, gL1 7→ ge1によって BL1/L1は T0と微分同相
である．

注意 4.4. BjBj+1 6= Bj+1Bj より，Bは群ではない．

補題 4.2と 4.3により，L/L1 = L2 ·BL1/L1と分解される．これにより，

L = L2BL1.

さらに，Lの群演算によって，上の分解は

L = L1B
−1L2

と同値である．ここで，Bの定義 ((4.4)参照)から

B−1 = B1B2 · · ·B[n−3
2

]B[n−1
2

]

と表される．以上より，次の命題が示された．

命題 4.5. L = L1B
−1L2.

5 定理1.1の証明

本章では，前章までの準備の下に，定理 1.1の証明を与える．
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5.1 Step 1

本節では，(GC,KC)に対するカルタン分解を与える (第 3章参照)．KCは 4-対称空間
GC/HCを実現するGC上の自己同型 θに対し，KC = (Gθ

2

C )0 で与えられる対称部分群で
あった (命題 2.6参照)．補題 4.1によって，

GC = GuA1HC (5.1)

を満たすA1 = exp a1は dimA = 1を満たす可換群である．
表 1 (第 2.3節参照)によって，次の補題を得る．この補題は，我々が扱う 4-対称空間

の特徴といえる．

補題 5.1. rankRGC/KC = 1．

補題 5.1によって，dimA = 1となる．実際に，a1は各 (GC,KC)に対して次を選ぶこ
とができる．

Case (GC,KC) a1

1 (SL(2n+ 1,C), GL(2n,C)) R(E1,2 + E2,1)
2 (Sp(n+ 1,C), Sp(1,C)× Sp(n,C) R(E1,2 + E2,1 − E2n+1,2n+2 −E2n+2,2n+1)
3 (SO(2n+ 1,C), SO(2n,C)) R(E1,n+1 +En+1,1 −En+1,2n+1 −E2n+1,n+1)

表 3: A1 = expRa1

5.2 Step 2

次に，(KC,HC)に対するカルタン分解を与える．HC = Kθ
Cより (第 2.3節参照)より，

(KC,HC)は対称対であるから，再び補題 4.1より

KC = KuA2HC (5.2)

を満たす可換群 A2 = exp a2 ' RrankRKC/HC が存在する．特に，a2は表 4のように選ぶ
ことができる．ただし，表 4のXj , Y, Zj は

Xj := Ej+1,j+1 − E2n+2−j,2n+2−j ,

Y := E1,2n+2 + E2n+2,1,

Zj := Ej,[n+1
2

]+j +E[n+1
2

]+j,j − E2n+2−j,[n+3
2

]−j −E[n+3
2

]−j,2n+2−j

で定義する．

5.3 Step 3

この節では，M1 := ZKu(A1),M2 := ZHu(A2)として両側剰余空間Ku = M1A3M2を
満たすA3を構成しよう．
まず，次の補題を用意する．
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Case (KC,HC) a2 rankRKC/HC
1 (GL(2n,C), Sp(n,C)) RX1 + · · ·+ RXn n

2 (Sp(1,C)× Sp(n,C), SO(2,C)× Sp(n,C) RY 1
3 (SO(2n,C), GL(n,C)) RZ1 + · · ·+ RZ[n

2
] [n2 ]

表 4: A2 = expRa2

補題 5.2. コンパクト等質空間Ku/M1は単位球面に微分同相である．

Proof. 各 4-対称対 (GC,HC)に対し，中心化群M1とM2は表 5で与えられる．ただし，
Case 3にある εは nが奇数のときに 1，偶数のときは 0とする．

Case Ku M1 M2

1 U(2n) U(2n− 1) SU(2)n

2 Sp(1)× Sp(n) SU(2)× Sp(n− 1) Sp(n)
3 SO(2n) SO(2n− 1) SU(2)[n

2
] × U(ε)

表 5: 中心化群M1,M2

この表 5によって補題は明らかである．

中心化群M2は表 5の右側で与えられる．補題 5.2および表 5によって，命題 4.5の結
果を適用することができる．以下，各 caseごとにA3を構成しよう．

命題 5.3. Ku = M1A3M2を満たすA3は

A3 =





1× (B1B2 · · ·Bn−1) (Case 1)

{I2n+2} (Case 2)







g

1
(g−1)T


 : g ∈ B1B2 · · ·B[n−1

2
]





(Case 3)

(5.3)

ただし，各Bj ' SO(2)は (4.3)で定義したコンパクトリー群である (第 4.2節参照)．

この補題の証明は各 (Ku,M1,M2)について与える．

Proof in Case 1. (Ku,M1,M2) = (1 × U(2n), I2 × U(2n − 1), 1 × SU(2)n)のとき，次
の自然な同一視を得る ((L,L1, L2)は (4.1)参照)．

M1\Ku/M2 ' (1× U(2n− 1))\U(2n)/SU(2)n = L1\L/L2. (5.4)

命題 4.5より，(4.4)で定義したB = Bn−1Bn−2 · · ·B2B1を用いて L = L1B
−1L2が成り

立つ．全単射 (5.4)によって，A3 = 1×B−1とすればKu = M1A3M2が成り立つ．
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Proof in Case 2. (Ku,M1,M2) = (Sp(1)×Sp(n), Sp(1)×Sp(n−1), Sp(n))のとき，次
の積写像 f : M1 ×M2 → Ku, ((g1, g2), h) 7→ (g1, g2h)は全射である．実際に，任意の
(g, h) ∈ Ku に対して f((g, I2n−2), h) = (g, h)となる．ゆえに，Ku = M1M2 と表され
る．

Proof in Case 3. (Ku,M1,M2) = (SO(2n), SO(2n − 1), SU(2)[n
2

] × U(ε))とする．Ku

の閉部分群 L = U(n)を次の包含写像

ι : U(n) ↪→ SO(2n), g 7→




g

1
(g−1)T




によって実現する．このとき，包含写像 ι は M2-同変で自然に微分同相 ι : L/L1 =
U(n)/U(n− 1) ' Ku/M1 = SO(2n)/SO(2n− 1)を誘導する．よって，(L,L1, L2)に対
する命題 4.5を用いると，Ku = M1 ι(B)M2を得る．特に，ι(B) = A3は (5.3)で与えら
れる．

以上より，(3.1)で与えた A = A1A3A2はGC/HCに対するカルタン分解 (1.1)を与え
る．これにより，定理 1.1は証明された．

6 定理1.4の証明

第 5章で与えた A = A1A3A2を用いて，sphericalな 4-対称空間GC/HCにおけるGu

の作用が強可視的であることを証明することができる (定義は第 1章参照)．

Proof of 定理 1.4. (V.1)–(S.2)を満たす Sおよび σが存在することを示す．
まず，S ⊂ GC/HCを次で定める：

S := AHC/HC. (6.1)

このとき，定理 1.1からGC/HC = Gu ·Sが成り立つ．よって，この Sは (V.1)を満たす．
次に，各 (GC,HC)に対してGC上の反正則対合的自己同型 σを

σ(g) := g (6.2)

で定義する．このとき，HCは σ-安定であり，よってGC/HC上の反正則微分同相を誘導
する (同じ記号 σを用いる)：

σ(gHC) = gHC (g ∈ GC).

A1, A2, A3の構成 (表 3, 4および (5.3))により，σ|A = idAである．よって，σ|S = idS
となる．これで，(S.1)が確認できた．
最後に，任意の x ∈ GC/HCに対して σ(x) ∈ Gu ·x であることを示そう．(V.1)に沿っ
て x = g · s ∈ (g ∈ Gu, s ∈ S)と表すことができる．このとき，

σ(x) = σ(g)σ(s) = σ(g)s = σ(g)g−1 · (g · s) = σ(g)g−1 · x. (6.3)
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σはGCのコンパクトな実型Guを保つので，σ(g)g−1 ∈ Gu．よって，(6.3)から σ(x) =
σ(g)g−1 · x ∈ Gu · x．したがって，(S.2)が示された．
以上より，sphericalな 4-対称空間 GC/HCにおける Guの作用は強可視的であること
が証明された．
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