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概要

モーメント写像については，幾何シンポジウムの講演と重なるので，ここでは主として球面 Sn の等径超
曲面族の g = 6の分類問題について専門家向けに話す．等径超曲面の分類はここ 5年間で著しく進み，ほ
ぼ完成したといってよい．モーメント写像についても触れるが，詳細はシンポジウムの予稿参照．

1 序論

定義. M を完備リーマン多様体，r をその Levi-Civita 接続，4 を Laplacianとする．
(1) C2 関数 f : M ! R が次をみたすとき，f を 等径関数という.

(I) krfk2 = '(f), ' : f(M)! R : C2

(II) 4f =  (f),  : f(M)! R : C0

(2) 等径関数の正則値の等位面を 等径超曲面という.

Sn の等径超曲面は主曲率一定で，その平行超曲面もすべて等径超曲面となる．実際次が成り立つ：

事実 1. (É. Cartan)

M を空間形 (En, Sn or Hn)として，その平行超曲面族 {Mt}を考えるとき，次は同値である:

(i) {Mt} は等径超曲面族.

(ii) すべての Mt の平均曲率は一定.

(iii) ある Mt は一定な主曲率をもつ.

En， Hn には全測地的（に平行），全臍的，それらの直積しかない．以下，Sn の等径超曲面を考えよう．

事実 2. (Münzner, ‘81) Sn の等径超曲面Mt に対して次が成り立つ :

(a) g = ]{相異なる主曲率 } 2 {1, 2, 3, 4, 6}.
(b) 主曲率 �1 > �2 > · · · > �g の重複度 m1, m2, . . . , mg はmi = mi+2 をみたす.

(c) 次数 g の斉次多項式 Cartan-Münzner 多項式 F : En+1 ! Rが存在して次をみたす：

(i) kDF (x)k2 = g2kxk2g�2

(ii) 4F (x) =
m2 �m1

2
g2kxkg�2,

このとき f = F |Sn : Sn ! [�1, 1]は Sn の等径関数，t 2 (�1, 1)の等位面Mt = f�1(t)は等径超曲面
である．

定義. M± = f�1(±1) を焦部分多様体という.

注意． {等質超曲面 } ⇢ {等径超曲面 }は明らか．Sn の等質超曲面は階数 2の対称空間のイソトロピー
軌道で与えられ，すべて分類されている (Hsiang-Lawson, ‘71)．



Sn の等径超曲面の分類
g 1 2 3 4（未完） 6

M Sn�1

等質
Sk ⇥ Sn�k�1

等質
CF

等質
等質かまたは
OT-FKM型

N6, M12

等質

事実 3. (Cartan ‘38) g = 3 の等径超曲面 C3d
F は射影平面 P 2Fの S4, S7, S13, S25 への標準埋め込み

のチューブとして得られる．ここに F = R, C, H, C (Cayley 数). また，mi = m = d (d = 1, 2, 4, 8) で
ある．

事実 4. (Abresch, ‘83) g = 6のとき mi = m 2 {1, 2}である.

m = 1, 2に対しては等質な例がある．これらは，次のように Cartan超曲面と深く関係している．

命題 1. (M. ‘93) (g, m) = (6, 1)の等質超曲面 N6 は S7 内の G2/SO(4) のイソトロピー軌道として
得られる．これは実 Cartan超曲面 CR をファイバーとするファイブレーション ⇡ : N6 ! S3 をもつ（実
は N6 ⇠= S3 ⇥ CR).

命題 2. (M. ‘11) (g, m) = (6, 2)の等質超曲面M12 は S13 内のG2⇥G2/G2 のイソトロピー軌道とし
て得られる．これは複素 Cartan超曲面 CC をファイバーとする Kähler ファイブレーション ⇡ : M ! S6

をもつ.

m = 1 m = 2

N6 ⇠= SO(4)/Z2 � Z2 M12 ⇠= G2/T 2????y  CR ⇠= SO(3)/Z2 � Z2

????y  CC ⇠= SU(3)/T 2

S3 ⇠= SO(4)/SO(3) S6 ⇠= G2/SU(3)

注意. (g, m) = (6, 2) の焦部分多様体 M± は Bryantの ツイスターファイブレーションと関係している:

(i) M+
⇠= Q5(C)! S6 = G2/SU(3) のファイバーは CP 2 で，これは S6 上のツイスターファイブレー

ションと微分同相である.

(ii) M� ⇠= Q5(C)! G2/SO(4)のファイバーは CP 1で，これは quaternionic Kähler多様体G2/SO(4)

上のツイスターファイブレーションと微分同相である.

• 特にM+ とM� は合同でない．

Yauの問題: Sn の等径超曲面を分類せよ (1992).

事実 5. (Dorfmeister-Neher, ‘85, M. ‘09) (g, m) = (6, 1) の等径超曲面は等質, すなわち
G2/SO(4)のイソトロピー軌道.

Dorfmeister-Neherの証明は複雑な代数的議論で，m = 2には拡張不可能であった．そこで幾何学的な
別証を与え，それを拡張する事により次を得た．

定理 1. (M. to appear in Ann. of Math.) (g, m) = (6, 2)の等径超曲面は等質，すなわち
G2 ⇥G2/G2 のイソトロピー軌道.

キーとなる命題 3. (M. ‘93, ‘11) g = 6 の等径超曲面が等質 , 条件 A をみたす，すなわち，
焦部分多様体の型作用素が法方向によらない核をもつ.

•m = 2のとき，条件A を示す事は非常に難しい. 以下，条件 Aの示し方を述べる．



2 準備

M を (g, m) = (6, 2)の等径超曲面，�1 > · · · > �6 をその主曲率とすると次はよく知られている．

�i = cot ✓i, ✓i 2 (�⇡
2

,
⇡
2

), ✓i�1 � ✓i =
⇡
6

, i = 1, . . . 6.

Di = Di(p) を �i に対する主曲率分布（dim Di = 2）とすると，TpM = D1 � · · ·�D6 である．Di は
完全可積分分布で，そのリーフ Li は 2次元球面である．ei, eī をDi, i = 1, . . . , 6の正規直交基底とする．

• i と ī をあわせて iと記す.

焦写像 fi : M !Mi を次で定義する：

fi(p) = cos ✓ip + sin ✓i⇠p, ⇠p 2 T?p M, |⇠p| = 1.

これは Di の各リーフ Li(p) を一点 p̄につぶす.

以下主として M+ = M6 上で議論するので f = f6, p̄ = f(o) と記す. このとき

TM+ = �5
i=1f⇤Di, T?M+ = R⌘ � f⇤D6

⌘ = f⇤⇠ だが f⇤ は略す. ⌘, ⇣ = e6, ⇣̄ = e6̄ は T?p̄ M+ の正規直交基底である.

Lemma 2.1 Bn を n 2 T?M+ = R⌘ � f⇤D6 に対するM+ の型作用素とする. Bn はイソスペクトラ
ル，つまり重複度２の固有値 ±

p
3, ±1/

p
3, 0 を持つ．固有ベクトルは n に依存する．

特に型作用素 L(t) = cos tB⌘ + sin tB⇣ の核は D3(t) = D3(p(t))で与えられる. ここに p(t)は pにおけ
る D6 のリーフ上の e6 方向の測地線 cを描く；p(t) = cos ✓6p̄ + cos t(p� cos ✓6p̄)� sin t sin ✓6⇣p．

• 条件 Aを示すには cに沿う D3(t) の挙動の解明が必要である.

基底 (e1, e1̄, . . . , e5, e5̄) 2 D1 � · · ·�D5 に対して, イソスペクトラル作用素 L(t) = cos tB⌘ + sin tB⇣

は次で与えられる：

B⌘ =

0
BBBB@

p
3I 0

1p
3
I 0

0 0 0 0 0
0 � 1p

3
I

0 �
p

3I

1
CCCCA , B⇣ =

0
BBBB@

0 B12 B13 B14 B15

0 B23 B24 B25

0 B34 B35

0 B45

0

1
CCCCA .

ここに各ブロックは 2 次正方行列で, Bij は，⇤�
↵� = hre↵e� , e�i を用いて，

Bij =
1

sin ✓6(�i � �6)

0
@⇤j

i6 ⇤j̄
i6

⇤j
ī6

⇤j̄
ī6

1
A = tBji. (1)

と表される．B⌘ と B⇣ は対称である．✏
�

�
�

条件 A , 焦部分多様体の型作用素は法方向によらない核をもつ．
, Bi3 = 0 = B3j (i.e., kerB⇣ = D3).

従って ⌥⌃ ⌅⇧条件 A , ⇤�
36 = 0



G2-軌道 MG の型作用素: 焦部分多様体 MG
+ の型作用素は次で与えられる：

B⌘ =

0
BBBB@

p
3I

1/
p

3I
0
�1/
p

3
�
p

3I

1
CCCCA , B⇣ =

0
BBBB@

0 0 0 0
p

3I
0 0 0 1p

3
I 0

0 0 0 0 0
0 1p

3
I 0 0 0p

3I 0 0 0 0

1
CCCCA

B⇣̄ =

0
BBBB@

0 0 0 0
p

3J
0 0 0 1p

3
J 0

0 0 0 0 0
0 1p

3
tJ 0 0 0p

3tJ 0 0 0 0

1
CCCCA , J =

✓
0 �1
1 0

◆
.

(2)

もう一方の焦部分多様体MG
� の型作用素 C⇢, C!，C!̄ は， D2 � · · · �D6 の基底 e2, e2̄, . . . , e6, e6̄ と，

法基底 ! = e1, !̄ = e1̄ について次で得られる：

C⇢ =

0
BBBB@

p
3I

1/
p

3I
0
�1/
p

3
�
p

3I

1
CCCCA , C! =

0
BBBB@

0 J 0 0 0
�J 0 0 � 2p

3
J 0

0 0 0 0 0
0 2p

3
J 0 0 J

0 0 0 �J 0

1
CCCCA ,

C!̄ =

0
BBBB@

0 �I 0 0 0
�I 0 0 2p

3
I 0

0 0 0 0 0
0 2p

3
I 0 0 �I

0 0 0 �I 0

1
CCCCA .

(3)

• これからもMG
+ は MG

� と合同でない事が分かる.

注意．イソスペクトラル作用素 cos tB⌘ + sin tA において，核が tに依存するものは多数ある．例えば A

として次のものをとればよい (ブロックは 2⇥ 2行列と思う）．
0
BBBBBBB@

0 0 �
q

3
2 0 0

0 0 0 1p
3

0

�
q

3
2 0 0 0

q
3
2

0 1p
3

0 0 0

0 0
q

3
2 0 0

1
CCCCCCCA

,

0
BBBBB@

0 0 0 0
p

3
0 0 � 1p

6
0 0

0 � 1p
6

0 1p
6

0

0 0 1p
6

0 0p
3 0 0 0 0

1
CCCCCA

,

0
BBBBB@

0 5
3
p

3
0 2

3
p

3
0

5
3
p

3
0 4

3
p

3
0 � 2

3
p

3

0 4
3
p

3
0 4

3
p

3
0

2
3
p

3
0 4

3
p

3
0 � 5

3
p

3

0 � 2
3
p

3
0 � 5

3
p

3
0

1
CCCCCA

,

従って条件 A はイソスペクトラルと代数的議論だけからは得られない.

一般の (g, m) = (6, 2)の等径超曲面に話を戻す．このとき次がなりたつ：



大域対称性
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上の図で，p1 2M における法測地線 � にそって, M \ � は 12点 p1, . . . , p12 から成り立ち，

D1(p1) k D1(p2) k D5(p3) k D3(p4) k D3(p5) k D5(p6)

が成り立つ．ここに k は平行を意味する (* トート性から (M. ‘89)). これにより， ⇤�
↵�(pi) と ⇤�0

↵0�0(pj)

の間の関係が生じる. この大域的対称性を用いて次の事が分かる．⌥⌃ ⌅⇧条件 A , ⇤�
36 = 0 = ⇤�

14 = ⇤�
25

• 条件 A がみたされるなら，次の Gauss 方程式と大域的対称性を用いて，すべての ⇤�
↵� を計算できる.

Idea 1 : Gauss 方程式は，Bij を用いて次のように表される．これは本質的には, イソスペクトラル作用
素である L(t): Lt(t) = [H(t), L(t)], H(t) 2 o(10) のみたす Lax 方程式である．

[1.1]
p

3I = 2(
p

3
2 B12B21 + 1p

3
B13B31 +

p
3

4 B14B41 + 1
2
p

3
B15B51)

[2.2] 1p
3
I = 2(�

p
3

2 B21B12 +
p

3B23B32 +
p

3
2 B24B42 +

p
3

4 B25B52)

[3.3] 0 = 2(� 1p
3
B31B13 �

p
3B32B23 +

p
3B34B43 + 1p

3
B35B53)

[4.4] � 1p
3
I = 2(�

p
3

4 B41B14 �
p

3
2 B42B24 �

p
3B43B34 +

p
3

2 B45B54)

[5.5] �
p

3I = �2( 1
2
p

3
B51B15 +

p
3

4 B52B25 + 1p
3
B53B35 +

p
3

2 B54B45)

[1.2] 0 = �c0e6(B12) + 4p
3
B13B32 + 3

p
3

4 B14B42 + 5
4
p

3
B15B52

[1.3] 0 = �c0e6(B13)�
p

3
2 B12B23 + 5

p
3

4 B14B43 +
p

3
2 B15B53

[1.4] 0 = �c0e6(B14)� 2p
3
B13B34 + 2p

3
B15B54

[1.5] 0 = �c0e6(B15) +
p

3
4 B12B25 �

p
3

4 B14B45

[2.3] 0 = �c0e6(B23)� 5
2
p

3
B21B13 + 3

p
3

2 B24B43 + 7
4
p

3
B25B53

[2.4] 0 = �c0e6(B24)� 3
p

3
4 B21B14 + 3

p
3

4 B25B54

[2.5] 0 = �c0e6(B25)� 2p
3
B21B15 + 2p

3
B23B35

[3.4] 0 = �c0e6(B34)� 7
4
p

3
B31B14 � 3

p
3

2 B32B24 + 5
2
p

3
B35B54

[3.5] 0 = �c0e6(B35)�
p

3
2 B31B15 � 5

p
3

4 B32B25 +
p

3
2 B34B45

[4.5] 0 = �c0e6(B45)� 5
4
p

3
B41B15 � 3

p
3

4 B42B25 � 4p
3
B43B35

m = 1 のときは Bij は Bij = Bji をみたすスカラーなので, 計算は容易である.

m = 2 のときは Bij は 2⇥ 2 行列で, Bij = tBji, をみたすが互いに可換ではない. ) 計算は非常に困
難になる.

しかし条件 A のもとでは，すべての ⇤�
↵� が計算できて これらは上に記した G2-軌道MG のものと一

致する．よって超曲面の基本定理，または，Singerの strongly curvature-homogeneous定理から定理１
が得られる．

3 条件 Aの証明法
幾何と解析が必要である．



Idea 2 : 型作用素の核の合併 つまり spann kerBn を考える. 特に, 型作用素の 1 径数族 L(t) =

cos tB⌘ + sin tB⇣ に対して
E = spant{ker L(t)} ⇢ TM+

とおく．定義より E は tによらない．つまり法測地線 cに沿って平行である.

背理法で矛盾を導くため，いくつかの命題が必要である．
Proposition 3.1 d = dim E とおき，条件 Aが成り立たないとする. このとき，

(i) 各 L(t) は E を E? に写す．だから 3  d  6.

(ii) 分解 E � E? を用いると，

L(t) =

✓
0 R(t)

tR(t) S(t)

◆
,

とかける．ここに R(t) は d⇥ (10� d)行列で, S(t) は (10� d)⇥ (10� d) 行列.

Proposition 3.2 d = 6 のみ可能.

(1) cに沿うよいフレーム e3, e3̄ 2 D3 は何か?

Idea 3 : 固定された e3 = e3(p), e3̄ = e3̄(p) を用いて，e3(t), e3̄(t) 2 D3(t) を c に沿って次の方法で
選ぶ．
Lemma 3.3 e3 を拡張して，e3(t) 2 D3(t) を cに沿って常に e3̄ と直交するように選ぶ．同様に，e3̄ を
拡張して，e3̂(t) 2 D3(t) が常に e3 に直交するように選ぶ. このとき各 tに対して, e3(t) と e3̂(t) は独立
(直交するとは限らない).

Proof : 次元公式と Gauss方程式を用いて示される. 2

さて， S =spant{e3(t)} and Ŝ =spant{e3̂(t)}とおく．

(2) d = dim E = 6 はどうしてか?

1. たとえ KerL(t) が tに依存するとしても, dim S = 1 の可能性があるが，一般の法測地線 cに対して
これはおこらない事が示せる.

2. より強く, dim S � 3 が一般の cについて成り立つを示す事ができる.

• 1. と 2. が本質的に， d = 4を除外する．実際もし d = 4 が起きたら，雑に言うと， E = S + Ŝ で
dim S = dim Ŝ = 2となり，2．に矛盾．

(3) d = 3 と 5は何故起こらないか?

定義. cに沿うベクトル場 v(t) が 偶 とは，v(t + ⇡) = v(t)が成り立つ事， 奇 とは v(t + ⇡) = �v(t) が
成り立つ事.

• スピン作用が絡むと，cに沿う連続ベクトル場の符号の変化が重要になる．

Idea 4 : 向き付けの理由から， TM+ の部分空間で，奇数個の奇ベクトル場ではられるものはない.

大域対称性から, p1 = p(t) と p2 = p(t + ⇡)では, 例えば，

D1(t) = D5(t + ⇡), D2(t) = D4(t + ⇡), D3(t) = D3(t + ⇡).

がなりたつ． e3(t) = ±e3(t + ⇡) の符号が重要．
• 我々が定義した e3(t) は決して e3 と直交はしない事が示せるので次を得る：
Lemma 3.4 e3(t) と e3̂(t) は cに沿う偶ベクトル場.

Lemma 3.5 e3(t), e3̄(t) が偶ベクトル場なら， rk
e6e3(t) はすべて偶．(どこかで消える可能性はある).

Proof : e3(t + ⇡) = e3(t) ) rk
e6e3(t + ⇡) = rk

e6e3(t). 2

データはすべて解析的である事から各点 p(t) 2 cにおいて,

E = span{e3(t),re6e3(t),r2
e6e3(t), . . . },



と表される．従って E は偶ベクトルからなる連続基底を持つ.

• 他方, L(t + ⇡) = �L(t)だから, L(t) は偶ベクトル場を奇ベクトル場に写す．よって, L(t)(E) は奇ベ
クトル場ではられる．

• さらに L(t)(E) は tによらない事が示せて, これより dim L(t)(E) = d� 2 が得られる.

よって Idea 4 より次を得る：
Proposition 3.6 d 6= 3, 5 となり， d = 6 を得る.

Idea 5: 分解 Tp̄M+ = E�E? に関して，L =

 
0 R

tR S

!
の固有値 µに対する固有ベクトル e =

 
X

Y

!

は ⇢
RY = µX
tRX + SY = µY.

をみたす．よって µ 6= 0ならば,
(tRR + µS � µ2)Y = 0 (4)

の解 Y は固有ベクトル e =

 
(1/µ)R(t)Y

Y

!
for µを与える. こうして方程式 Le = µe は方程式 (4)に

還元され，次の結果に繋がる．
Proposition 3.7 E と E? の正規直交基底は次で与えられる：

E :

8>>>>>>><
>>>>>>>:

e3, e3̄

X1 = ↵(e1 + e5) + �(e2 + e4)

X2 =
1p
�

⇣
�p
3
(e1 � e5)�

p
3↵(e2 � e4)

⌘
X1̄ = �(e1̄ + e5̄) + �(e2̄ + e4̄)

X2̄ =
1p
⌧

⇣
�p
3
(e1̄ � e5̄)�

p
3�(e2̄ � e4̄)

⌘

E? :

8>>>>><
>>>>>:

Z1 =
1p
�

⇣p
3↵(e1 � e5) + �p

3
(e2 � e4)

⌘
Z2 = �(e1 + e5)� ↵(e2 + e4)

Z1̄ =
1p
⌧

⇣p
3�(e1̄ � e5̄) + �p

3
(e2̄ � e4̄)

⌘
Z2̄ = �(e1̄ + e5̄)� �(e2̄ + e4̄)

.

(5)

ここに (3��)↵2 = (��1/3)�2, (3�⌧)�2 = (⌧�1/3)�2, ↵2+�2 = 1/2 = �2+�2, ↵,�, �, � は pに依存.

長い考察により，次を得る：
Lemma 3.8 ↵,�, �, � はすべて cに沿って一定.

• これらの補題を使って次の分解補題を得る：
Lemma 3.9 L(t) はイソスペクトラルだから，

L(t) = U(t)L(0)tU(t), U(t) 2 O(10)

と表せる．U(t) は
 

U1(t) 0

0 U2(t)

!
, U1(t) 2 O(6)， U2(t) 2 O(4)と分解する.

この命題は L(t) : E ! E? からは 決して得られない．. Proposition 3.7で得たフレームで L(t) を表現
してから，t について O(10)にリー環を用いてフーリエ展開する. E のベクトルの挙動を注意深く考察し
て，U(t)の分解を得る．これより容易に

tR(t)R(t) = U2(t)
tRRtU2(t), S(t) = U2(t)S

tU2(t)

を得るので，イソスペクトラル作用素 L(t) は，サイズの小さいイソスペクトラル作用素 tR(t)R(t) と
S(t) に還元される. さらに T (t) と S(t) を c に沿ってフーリエ展開する．偶奇の議論を再び用いて，
最終的に S(t) = 0を得る.



次にこの議論をもう一つの焦部分多様体 M� に適用する事により, この型作用素の対応する箇所が消え
る事も言える．するとM = S6 ⇥ S6 となってしまい，g = 6に矛盾する.⌥⌃ ⌅⇧こうして 条件 A が示され 定理１ を得る.

4 g = 4の等径超曲面とモーメント写像
次に g = 4の等径超曲面についてのべる．

Sn 内の g = 4の既知の等径超曲面
非等質 (m1, m2) = (3, 4k), (7, 8k), . . .

G/K : non-Hermitian

OT-FKM 型 (4, 4k � 1)

等質: *Hermitian

G/K の (1, k), (2, 2k � 1), (9, 6)

非 OT-FKM型 イソトロピー軌道 *Hermitian (4, 5)

non-Hermitian (2, 2)

事実 6. (Cecil-Chi-Jensen, Immervoll, Chi, ‘07⇠‘12) g = 4の等径超曲面は (m1, m2) = (7, 8) の場合
を除き，この表で尽くされる .

Cli↵ord 系とOT-FKM 型等径超曲面

O(n)を直交群, o(n)をそのリー環とする．

定義. P0, . . . Pm 2 O(2l) が Cli↵ord 系 　, PiPj + PjPi = 2�ij id, 0  i, j  m.

注意. (1) 対 (m, l) の取りうる値 (Atiyah-Bott-Shapiro, ‘64)

m 1 2 3 4 5 6 7 8 · · · m + 8 · · ·
l = �(m) 1 2 4 4 8 8 8 8 · · · 16�(m) · · ·

(2) 内積
hP, Qi = 1

2l
Tr(P tQ),

に関して P0, . . . , Pm はそれらの張る対称直交変換の線形空間 V の正規直交基底となる.

(3) Cli↵ord 系は Cli↵ord 環の表現と 1対 1対応する．

事実 7. (Ferus-Karcher-Münzner ‘81) Cli↵ord 系 P0, . . . , Pm に対し,

F (x) = hx, xi2 � 2
mX

i=0

hPix, xi2

は次数 4 の Cartan-Münzner 多項式．もし l �m � 1 > 0 なら, f = F |S2l�1 は S2l�1 の等径関数で，
g = 4, m1 = m, m2 = l �m� 1なる等径超曲面を定める．

さて，定義より，PiPj , 0  i < j  m は歪対称で，o(m + 1)と同形な o(2l)のリー環を生成することが
容易にわかり，PiPj , 0  i < j  mはその正規直交基底となる.

事実 8. (FKM, ‘81, p.496) Spin(m + 1) は R2l に作用し, F (x) を保つ, すなわち, F (x) は各
Spin(m + 1) 軌道上一定である．

注意. Spin(m + 1) 作用は一般に小さく, 超曲面上推移的ではない.

K ⇢ O(n) が Rn に作用するとき，この作用を自然に TRn に拡張する．つまり，⇣ 2 o(n) に対し,

X⇣ = (⇣x, ⇣Y ). シンプレクティック多様体 TRn ⇠= Cn 上，次を得る：



命題 4. このときK y TRn は次のモーメント写像 µ : TRn ! k⇤ を持つハミルトン作用．

µ(x, Y )(⇣) = �h⇣x, Y i.

以下，詳細は第 59回幾何学シンポジウム予稿集「等径超曲面とモーメント写像」参照．

定理 2. (M, to appear in Math. Ann.)

P0, . . . , Pm on R2l を Cli↵ord 系として，ベクトル場 Y : R2l ! TR2l : (連続とは限らない) を

Yx =

8<
:

P0x, hP0x, xi = 0　のとき
hP1x, xiP0x� hP0x, xiP1xp
hP1x, xi2 + hP0x, xi2

, hP0x, xi 6= 0　のとき.

で定義する．このとき µ0 + µを U(1)⇥ Spin(m + 1) y TR2l のモーメント写像とすると,

Cartan-Münzner 多項式は

F (x) = kµ0(x, Yx)k2 � 2kµ(x, Yx)k2

と表される.

注意. (1) F (x)の右辺は x 2 R2l のみで決まる.

(2) P0, P1 は V の互いに直交する任意の単位元で置き換えられる. その理由は次の事による：重複度
m1 > 1の主曲率 �1 に対する主曲率ベクトルは自由に選べる．

(3) C = {(x, Yx) 2 TR2l} は, hP0x, xi = 0となる x 以外で 2l 次元の部分多様体であるが，C は TR2l

の Lagrangian 部分多様体ではない.

(4) Hermite 対称空間のイソトロピー軌道として得られる等径超曲面に対する F (x) のモーメント写像
による記述は，S. Fujii (2011), および，Fujii-H. Tamaruにより得られた.

分類表で残る二つの非 OT-FKM 型超曲面は, G/K = SO(5) ⇥ SO(5)/SO(5) ((m1, m2) = (2, 2)), ま
たは SO(10)/U(5) ((m1, m2) = (4, 5)) のイソトロピー軌道である．Eij を (i, j) 成分が 1，他の成分は
0の 5次行列とするとき，Gij = Eij � Eji 2 o(5) ⇢ u(5), 1  i < j  5とおく．

定理 3. (M. to appear in Math. Ann.)

(m1, m2) = (2, 2)，(4, 5) なる非 OT-FKM型等径超曲面に対して, ⌧ = G25 + G45 2 kを用いて，pの極
大可換部分空間 aの元 H を用いて，YH = [H, ⌧ ] 2 p と定め, これをK の作用で p上のベクトル場 Yx に
拡張する. U(1)⇥K 作用のモーメント写像 µ0 + µを錐 C = {(x, Yx) = Adk(H, YH)} ⇢ Tpに制限する
ことにより,

F (x) = pkµ0(x, Yx)k2 � qkµ(x, Yx)k2,

を得る．ここに (m1, m2) = (2, 2)のとき (p, q) = (3, 4), (m1, m2) = (4, 5)のとき (p, q) = (
3
4
, 1)である．
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