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擬リーマン対称空間G/Hの原点における接空間にイソトロピー群Hは自然に作用する。こ
れはHの擬直交表現を定め，G/Hのイソトロピー表現もしくは s表現とよばれる。この表現の
軌道は擬ユークリッド空間内の部分多様体を与える。軌道の任意の点におけるイソトロピー代
数の共役類はその軌道の局所軌道型とよばれ，その軌道の内在的構造や法ホロノミー代数の構
造を調べるのに用いられている。本講演の目的は，半単純擬リーマン対称空間G/Hに対する s

表現について，双曲軌道および楕円軌道の局所軌道型の構造を決定し，さらにそれらを分類す
ることである。σをGの対合的自己同型写像で (Gσ)0 ⊂ H ⊂ Gσ (Gσ := {g ∈ G | σ(g) = g}) を
満たすものとする。σの誘導する gの対合的自己同型写像も同じ記号σで表す。このとき，G/H

の s表現の軌道は q := Ker(σ+ id) 上のHの随伴軌道（Ad(H)軌道）と同一視される。この同
一視のもとG/H の極大分離的可換部分空間に関する制限ルート系を用いて，局所軌道型の構
造を決定するための手法とそれらの分類手法を与える。

1 半単純擬リーマン対称空間の制限ルート系
半単純擬リーマン対称空間に対して，極大分離的可換部分空間に関する制限ルート系の概念

がRossmann([11]), Oshima-Sekiguchi([9]) によって導入された。この節では，主結果を述べる
にあたり制限ルート系について記号の説明も含め必要な部分について復習する。qの可換部分
空間 aが分離的であるとは，aのすべての元が双曲的もしくはすべての元が楕円的であるとき
をいう。極大分離的可換部分空間は，双曲元から成るときベクトル型であるといい，楕円元か
ら成るときトーラス型であるという。以下，極大分離的可換部分空間 aを 1つ固定する。ここ
で，型が同じ極大分離的可換部分空間はすべてH 共役であることに注意する。任意の λ ∈ a∗

に対して，

hλ :=
{
X ∈ h | ad(A)2X = (−1)ελ(A)2X, ∀A ∈ a

}
,

qλ :=
{
X ∈ q | ad(A)2X = (−1)ελ(A)2X, ∀A ∈ a

}
とする。ただし，hはH のリー代数を表し，aがベクトル型のとき ε = 0，トーラス型のとき
ε = 1とする。∆ := {λ ∈ a∗ \ {0} | qλ ̸= {0}}をG/Hの aに関する制限ルート系といい，∆は
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a上のルート系になることが示される。∆+を∆の正ルート系としたとき，

h = zh(a) +
∑
λ∈∆+

hλ,

q = zq(a) +
∑
λ∈∆+

qλ

が成り立つ。ただし，

zh(a) := {X ∈ h | ad(A)X = 0, ∀A ∈ a} , zq(a) := {X ∈ q | ad(A)X = 0,∀A ∈ a}

とする。各 λ ∈ ∆に対して λの符号を (m+(λ),m−(λ))で表す。

2 主結果
G/Hの s表現に対する双曲軌道の局所軌道型は次の 3段階を踏むことによって分類すること

ができる。

(Step1) 双曲軌道の軌道空間をベクトル型極大分離的可換部分空間に関する制限ルート系から
定まるWeyl領域を用いて記述する。

(Step2) 主双曲軌道（双曲軌道の中で最も次元が高い軌道）の局所軌道型を計算する。
(Step3) 局所軌道型が制限ルート系のDynkin図形の部分図形と対応することを用いてすべて

の局所軌道型を計算する。

(Step 1) aをベクトル型極大分離的可換部分空間とし，aに関するG/Hの制限ルート系を∆

とする。N := {h ∈ H | Ad(h)a = a}, Z := {h ∈ H | Ad(h)A = A, ∀A ∈ a}としたとき，
W := N/ZをG/Hの（aに関する）Weyl群といい，φ(hZ) := Ad(h)|a(∀h ∈ N)によって定義
される準同型写像 φ : W → GL(a)によってW をGL(a)の部分群としてみなす。ここで，W

は∆のWeyl群W(∆)に一致するとは限らないことに注意する。各 λ ∈ ∆に対して，超平面
λ−1(0)(⊂ a)に関する鏡映を sλで表す。∆a := {λ ∈ ∆ |m+(λ) > 0}とし，sλ (λ ∈ ∆a)によっ
て生成されるW(∆) の部分群をW(∆a)で表す。W(∆a)のW(∆)における指数を lとする。こ
のとき，次の結果を得る。

定理 1([2]) {w1, . . . , wl}をW(∆)/W(∆a)の完全代表系としたとき，G/Hの s表現に対する双
曲軌道の局所軌道型全体から成る集合は次の集合に一致する:

l∪
i=1

{[hΘ] | Θ ⊂ wi · Ψ}

ただし，hΘ = zh(a) +
∑

λ∈∆Θ∩∆+
hλ, ∆Θ = ∆ ∩

∑
λ∈Θ Rλとする。

2.1 W(∆)/W(∆a)の完全代表系

W(∆)/W(∆a) の完全代表系の与え方はルート系∆, ∆aの型によって場合分けして考える。
なお，Berger([4])の半単純対称対の分類表をもとに計算した∆, ∆aの型およびW(∆)/W(∆a)

の指数を表 3，表 4で与える。従って，これらの表から∆ ̸= ∆aとなるものは次の表 1に限られ
ることがわかる。



表 1: ∆,∆aの型（ただし，∆ = ∆aを除く）

Type of ∆ Type of ∆a

An−1 Ap−1 +An−p−1

Bn Bp +Bn−p, Dp +Bn−p

Cn An−1, Dn, Cp + Cn−p

Dn An−1, Dp +Dn−p

(BC)n Cp + (BC)n−p, (BC)p + (BC)n−p

E6 A1 +A5, D5

E7 A7, A1 +D6, E6

E8 A1 + E7, D8

F4 C4, B4, A1 + C3

G2 A1 +A1

∆が古典型の場合で，W(∆)/W(∆a)の完全代表系を与える。ルート系については以下の記号
を用いる。

An = {ei − ej | 1 ≤ i ̸= j ≤ n+ 1},
Bn = {±ei ± ej | 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {±ei | 1 ≤ i ≤ n},
Cn = {±ei ± ej | 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {±2ei | 1 ≤ i ≤ n},
Dn = {±ei ± ej | 1 ≤ i < j ≤ n},

(BC)n = {±ei ± ej | 1 ≤ i < j ≤ n} ∪ {±ei,±2ei | 1 ≤ i ≤ n}.

例 1（(∆,∆a) = (Cn, An−1)の場合）An−1 = {ei − ej | 1 ≤ i ̸= j ≤ n} ⊂ Cn としても一般性を
失わない。このとき， {

n∏
i=1

tlii

∣∣∣∣ li = 0, 1

}
はW(∆)/W(∆a)の完全代表系を与える。ただし，ti ∈ W(∆) (1 ≤ i ≤ n)は次の式で定める：

ti =

{
sei−ei+1

· · · sen−1−ens2ensen−1−en · · · sei−ei+1
(1 ≤ i ≤ n− 1),

s2en (i = n)

例 2（(∆,∆a) = (Cn, Dn)の場合）Dn = {±ei ± ej | 1 ≤ i < j ≤ n} ⊂ Cn としても一般性を失
わない。このとき，{id, s2en} はW(∆)/W(∆a)の完全代表系を与える。

例 3（(∆,∆a) = (Dn, An−1)の場合）An−1 = {ei − ej | 1 ≤ i ̸= j ≤ n} ⊂ Dn としても一般性を
失わない。このとき， {

n−1∏
i=1

(sei−ei+1
sei+ei+1

)li
∣∣∣∣ li = 0, 1

}
はW(∆)/W(∆a)の完全代表系を与える。

例 4（(∆,∆a) = (An−1, Ap−1 + An−p−1)の場合）

Ap−1 + An−p−1 = {ei − ej | 1 ≤ i ̸= j ≤ p} ∪ {ei − ej | p+ 1 ≤ i ̸= j ≤ n} ⊂ An−1

としても一般性を失わない。p = 0, nのとき，∆ = ∆aであるのでW(∆)/W(∆a) = {id}を得
る。また，p = 1, 2, . . . , n− 1のとき，次の結果を得る。



命題 2 Γ = {ei − ej | 1 ≤ i ̸= j ≤ n− 1}(⊂ ∆),Γa = Γ ∩∆aおよび Γ̃ = {ei − ej | 1 ≤ i ̸= j ≤
p− 1} ∪ {ei − ej | p ≤ i ̸= j ≤ n− 1}とする。このとき，次の等式が成り立つ。

W(∆)/W(∆a) = W(Γ)/W(Γa) ∪
{
wsen−1−en · · · sep−ep+1 | w ∈ W(Γ)/W(Γ̃)

}
命題 2によってW(∆)/W(∆a)の完全代表系は再帰的に与えることができる。（二項係数 nCpが

nCp = n−1Cp−1 + n−1Cpによって再帰的に計算できるのと同じ考え方である。）

例 5（(∆,∆a) = (Bn, Bp + Bn−p), (Cn, Cp + Cn−p), ((BC)n, Cp + (BC)n−p), ((BC)n, (BC)p +

(BC)n−p)の場合）

Bp+Bn−p = {±ei±ej | 1 ≤ i < j ≤ p}∪{±ei±ej | p+1 ≤ i < j ≤ n}∪{±ei | 1 ≤ i ≤ n} ⊂ Bn

としても一般性を失わない。このとき，Λ = {ei − ej | 1 ≤ i ̸= j ≤ n}(⊂ ∆,Λ ∼= An−1)，
Λa = ∆a∩Λ(∼= Ap−1+An−p−1)とすると，W(∆)/W(∆a) ∼= W(Λ)/W(Λa)が示される。従って，
W(Λ)/W(Λa)については例 4を適用することによって，W(∆)/W(∆a)の完全代表系を与えるこ
とができる。同様な議論によって (∆,∆a) = (Cn, Cp+Cn−p), ((BC)n, Cp+(BC)n−p), ((BC)n, (BC)p+

(BC)n−p)の場合もW(∆)/W(∆a) ∼= W(Λ)/W(Λa)が示すことができる。

例 6（(∆,∆a) = (Dn, Dp +Dn−p), (Bn, Dp +Bn−p)の場合）

Dp +Dn−p = {±ei ± ej | 1 ≤ i < j ≤ p} ∪ {±ei ± ej | p+ 1 ≤ i < j ≤ n} ⊂ Dn

としても一般性を失わない。このとき，Λ = {ei − ej | 1 ≤ i ̸= j ≤ n}(⊂ ∆)，Λa = ∆a ∩ Λ と
すると，W(∆)/W(∆a) ∼= {(sep−ep+1sep+ep+1)

lw | l = 0, 1, w ∈ W(Λ)/W(Λa)}が示される。従っ
て，W(Λ)/W(Λa)については例 4を適用することによって，W(∆)/W(∆a)の完全代表系を与
えることができる。同様な議論によって (∆,∆a) = (Bn, Dp+Bn−p)の場合も，W(∆)/W(∆a) ∼=
{(sep−ep+1sep+ep+1)

lw | l = 0, 1, w ∈ W(Λ)/W(Λa)}が示すことができる。

注意 ∆が例外型の場合は未計算である。（ルート系やWeyl群の性質を利用して効率的な計算
方法を構築しないと困難である。ちなみに ♯(W(E8)/W(D8)) = 135が最多となっている。）

2.2 主双曲軌道の局所軌道型の決定

(Step 2) 主双曲軌道の局所軌道型は zh(a)(= {X ∈ h | ad(A)X = 0,∀A ∈ a}) に一致するこ
とを用いて次の手順によって求めることができる。

（手順 1）zh(a)を中心と半単純部分への分解を考え，G/H に付随する佐武図形を用いて半単
純部分を計算する。

（手順 2）G/Hの階数と zh(a)の半単純部分の階数を用いて zh(a)の中心を求める。

ここで，G/Hに付随する佐武図形とは，gの複素化 gC のカルタン部分代数 ãCに関するルート
を aおよび以下の包含関係をみたす q内の極大可換部分空間 aq，p内の極大可換部分空間 ap に
それぞれ制限して得られるものである。ただし，θはσと可換な gのCartan対合で，θのCartan

分解を g = k+ pで表す。



g ⊃ q = k ∩ q+ p ∩ q gC

∪ ∪
a ⊂ aq, ap ⊂ ã ⊂ ãC

この手順をもとに，すべての半単純擬リーマン対称空間に対して主双曲軌道の局所軌道型を決
定したのが次の結果である。

定理 3 半単純擬リーマン対称空間の s表現に対して，主双曲軌道の局所軌道型は表 5，表 6で
与えられる。

(Step 3) 特異双曲軌道の局所軌道型の計算には，主双曲軌道の局所軌道型と∆のDynkin図形
の部分図形に対応する擬リーマン対称空間が用いられる。部分図形に対応する擬リーマン対称
空間の構成方法およびこれらを用いた局所軌道型の計算公式は [1]で与えている。(g, h)が古典
型かつW(∆)/W(∆a) = {id} となる場合，双曲軌道の局所軌道型全体から成る集合は表 7で与
えられる。

注意 (1) 局所軌道型全体から成る集合は定理 1によって与えたが，G/Hがリーマン対称空間の
場合と異なり調べるべき軌道はいくつかのWeyl領域に分かれている。この議論は次の例が示
すように局所軌道型の分類において本質的であることがわかる。

例 7（(g, h) = (sl(4,R), so(2, 2))の場合）(g, h)の制限ルート系の Dynkin図形は次で与えら
れる。

λ1◦ λ2◦ λ3◦
(
m+(λi) m+(2λi)
m−(λi) m−(2λi)

)
=



(
1 0

0 0

)
(i = 1, 3)(

0 0

1 0

)
(i = 2)

Ψ = {λ1, λ2, λ3}とする。表 4より主双曲軌道の局所軌道型は{0}である。∆ = A3,∆
a = A1+A2

であるから，命題 2より

W(∆)/W(∆a) = {id, s2, s1s2, s3s2, s1s3s2, s2s1s3s2}

を得る。ただし，si (i = 1, 2, 3)は λ−1
i (0)に関する鏡映を表す。各 w ∈ W(∆)/W(∆a)に対し

て，{[hΘ] | Θ ⊂ w · Ψ}を求めた結果が表 2である。従って，この場合の局所軌道型全体から成
る集合Lh(g, h)は{

[{0}], [so(2, 0)], [so(1, 1)], [so(0, 2)], [so(2, 0) + so(0, 2)],

[so(1, 2)], [so(1, 1) + so(1, 1)], [so(2, 1)], [so(2, 2)]

}

であることがわかる。このことから，逆に Lh(g, h)のすべての元を与えるWeyl領域（もしく
はwi ·Ψ）が存在しないこともわかる。

(2) G/H の s表現に対する楕円軌道の局所軌道型はG/H に付随する c-dualの s表現に対する
双曲軌道の局所軌道型に一致する。従って，楕円軌道の局所軌道型の分類は双曲軌道の局所軌
道型の分類に帰着される。



表 2: (sl(4,R), so(2, 2))の局所軌道型
Θ(⊂ Ψ) hΘ

Ψ so(2, 2)
{e2 − e3, e3 − e4} so(1, 2)
{e1 − e2, e3 − e4} so(2, 0) + so(0, 2)
{e1 − e2, e2 − e3} so(2, 1)

{e3 − e4} so(0, 2)
{e2 − e3} so(1, 1)
{e1 − e2} so(2, 0)

∅ {0}

Θ(⊂ s2Ψ) hΘ

s2Ψ so(2, 2)
{e3 − e2, e2 − e4} so(1, 2)
{e1 − e3, e2 − e4} so(1, 1) + so(1, 1)
{e1 − e3, e3 − e2} so(2, 1)

{e2 − e4} so(1, 1)
{e3 − e2} so(1, 1)
{e1 − e3} so(1, 1)

∅ {0}
Θ(⊂ s1s2Ψ) hΘ

s1s2Ψ so(2, 2)
{e3 − e1, e1 − e4} so(1, 2)
{e2 − e3, e1 − e4} so(1, 1) + so(1, 1)
{e2 − e3, e3 − e1} so(2, 1)

{e1 − e4} so(1, 1)
{e3 − e1} so(1, 1)
{e2 − e3} so(1, 1)

∅ {0}

Θ(⊂ s3s2Ψ) hΘ

s3s2Ψ so(2, 2)
{e4 − e2, e2 − e3} so(1, 2)
{e1 − e4, e2 − e3} so(1, 1) + so(1, 1)
{e1 − e4, e4 − e2} so(2, 1)

{e2 − e3} so(1, 1)
{e4 − e2} so(1, 1)
{e1 − e4} so(1, 1)

∅ {0}
Θ(⊂ s1s3s2Ψ) hΘ

s1s3s2Ψ so(2, 2)
{e4 − e1, e1 − e3} so(1, 2)
{e2 − e4, e1 − e3} so(1, 1) + so(1, 1)
{e2 − e4, e4 − e1} so(2, 1)

{e1 − e3} so(1, 1)
{e4 − e1} so(1, 1)
{e2 − e4} so(1, 1)

∅ {0}

Θ(⊂ s2s1s3s2Ψ) hΘ

s2s1s3s2Ψ so(2, 2)
{e4 − e1, e1 − e2} so(2, 1)
{e3 − e4, e1 − e2} so(2, 0) + so(0, 2)
{e3 − e4, e4 − e1} so(1, 2)

{e1 − e2} so(2, 0)
{e4 − e1} so(1, 1)
{e3 − e4} so(0, 2)

∅ {0}

表 3: ∆,∆aの型，W(∆)/W(∆a)の指数：(g, h)が古典型の場合
(g, h) Type of ∆ Type of ∆a Index Remarks

(sl(n,C), sl(n,R))
(BC)m Bm 1 n = 2m + 1

Cm Dm 2 n = 2m

(sl(n,R)2, sl(n,R)) An−1 An−1 1

(sl(n,C), so(n,C)) An−1 An−1 1

(sl(2n,C), su∗(2n)) Cn Cn 1

(su∗(2n)2, su∗(2n)) An−1 An−1 1

(sl(2n,C), sp(n,C)) An−1 An−1 1

(sl(n,C), su(p, n − p)) An−1 Ap−1 + An−p−1 nCp

(su(p, n − p)2, su(p, n − p))
(BC)p (BC)p 1 n > 2p

Cp Cp 1 n = 2p

(sl(n,C), sl(p,C)+sl(n − p,C)+C)
(BC)p (BC)p 1 n > 2p

Cp Cp 1 n = 2p

(so(2n,C), so∗(2n)) Dn An−1 2n−1

(so∗(2n)2, so∗(2n))
(BC)m (BC)m 1 n = 2m + 1

Cm Cm 1 n = 2m

(so(2n,C), sl(n,C) + C)
(BC)m (BC)m 1 n = 2m + 1

Cm Cm 1 n = 2m

(so(n,C), so(p, n − p))

Bm Dq + Bm−q 2mCq
n = 2m + 1

p = 2q

Bm Bq + Bm−q mCq
n = 2m + 2

p = 2q + 1

Dm Dq + Dm−q 2mCq
n = 2m

p = 2q

(so(p, n − p)2, so(p, n − p))
Bp Bp 1 n > 2p

Dp Dp 1 n = 2p

(so(n,C), so(p,C) + so(n − p,C))
Bp Bp 1 n > 2p

Dp Dp 1 n = 2p

(sp(n,C), sp(n,R)) Cn An−1 2n

(sp(n,R)2, sp(n,R)) Cn Cn 1

(sp(n,C), sl(n,C) + C) Cn Cn 1

(sp(n,C), sp(p, n − p)) Cn Cp + Cn−p nCp

(sp(p, n − p)2, sp(p, n − p))
(BC)p (BC)p 1 n > 2p

Cp Cp 1 n = 2p

(sp(n,C), sp(p,C) + sp(n − p,C))
(BC)p (BC)p 1 n > 2p

Cp Cp 1 n = 2p

(sl(n,R), so(p, n − p)) An−1 Ap−1 + An−p−1 nCp

(su(p, n − p), so(p, n − p))
(BC)p Bp 1 n > 2p

Cp Dp 2 n = 2p

(sl(n,R), sl(p,R)+sl(n − p,R)+R)
(BC)p Bp 1 n > 2p

Cp Dp 2 n = 2p

(su∗(2n), sp(p, n − p)) An−1 Ap−1 + An−p−1 nCp

(su(2p, 2(n − p)), sp(p, n − p))
(BC)p (BC)p 1 n > 2p

Cp Cp 1 n = 2p

(su∗(2n),su∗(2p)+su∗(2(n−p))+R)
(BC)p (BC)p 1 n > 2p

Cp Cp 1 n = 2p



(g, h) Type of ∆ Type of ∆a Index Remarks

(sl(2n,R), sp(n,R)) An−1 An−1 1

(su∗(2n), so∗(2n)) An−1 An−1 1

(su(n, n), so∗(2n)) Cn Cn 1

(sl(2n,R), sl(n,C) + so(2)) Cn Cn 1

(su∗(2n), sl(n,C) + so(2))
(BC)m (BC)m 1 n = 2m + 1

Cm Cm 1 n = 2m

(su(n, n), sp(n,R))
(BC)m (BC)m 1 n = 2m + 1

Cm Cm 1 n = 2m

(su(n, n), sl(n,C) + R) Cn An−1 2n

(so∗(2n), su(p, n − p) + so(2))

(BC)m Cq + (BC)m−q mCq
n = 2m + 1

p = 2q

(BC)m Cq + (BC)m−q mCq
n = 2m + 2

p = 2q + 1

Cm Cq + Cm−q mCq
n = 2m

p = 2q

(so(2p, 2(n − p)), su(p, n−p)+so(2))
(BC)p (BC)p 1 n > 2p

Cp Cp 1 n = 2p

(so∗(2n), so∗(2p) + so∗(2(n − p)))
(BC)p (BC)p 1 n > 2p

Cp Cp 1 n = 2p

(so(n, n), so(n,C)) Dn An−1 2n−1

(so∗(2n), so(n,C))
(BC)m Bm 1 n = 2m + 1

Cm Dm 2 n = 2m

(so(n, n), sl(n,R) + R)
(BC)m Bm 1 n = 2m + 1

Cm Dm 2 n = 2m

(so∗(4n), su∗(2n) + R) Cn An−1 2n

(sp(n,R), su(p, n − p) + so(2)) Cn Cp + Cn−p nCp

(sp(p, n − p), su(p, n − p) + so(2))
(BC)p (BC)p 1 n > 2p

Cp Cp 1 n = 2p

(sp(n,R), sp(p,R) + sp(n − p,R))
(BC)p (BC)p 1 n > 2p

Cp Cp 1 n = 2p

(sp(n,R), sl(n,R) + R) Cn An−1 2n

(sp(n, n), sp(n,C)) Cn An−1 2n

(sp(2n,R), sp(n,C)) Cn Cn 1

(sp(n, n), su∗(2n) + R) Cn Cn 1

(g, h) = (su(n,m), su(i, j) + su(n − i,m − j) + so(2))

Type of ∆ Type of ∆a Index Remarks

Cn Ci + Cn−i nCi i + j = n = m

(BC)n Ci + (BC)n−i nCi n < i + j = m

(BC)m+n−(i+j) (BC)m−j + (BC)n−i m+n−(i+j)Cn−i n ≤ m < i + j

(BC)n (BC)i + Cn−i nCi n = i + j < m

(BC)n (BC)i + (BC)n−i nCi n < i + j < m

(BC)i+j (BC)i + (BC)j i+jCi i + j < n ≤ m

(g, h) = (so(n,m), so(i, j) + so(n − i,m − j))

Type of ∆ Type of ∆a Index Remarks

Dn Di + Dn−i 2nCi i + j = n = m

Bn Di + Bn−i 2nCi n < i + j = m

Bm+n−(i+j) Bm−j + Bn−i m+n−(i+j)Cn−i n ≤ m < i + j

Bn Bi + Dn−i 2nCi n = i + j < m

Bn Bi + Bn−i nCi n < i + j < m

Bi+j Bi + Bj i+jCi i + j < n ≤ m

(g, h) = (sp(n,m), sp(i, j) + sp(n − i,m − j))

Type of ∆ Type of ∆a Index Remarks

Cn Ci + Cn−i nCi i + j = n = m

(BC)n Ci + (BC)n−i nCi n < i + j = m

(BC)m+n−(i+j) (BC)m−j + (BC)n−i m+n−(i+j)Cn−i n ≤ m < i + j

(BC)n (BC)i + Cn−i nCi n = i + j < m

(BC)n (BC)i + (BC)n−i nCi n < i + j < m

(BC)i+j (BC)i + (BC)j i+jCi i + j < n ≤ m



表 4: ∆,∆aの型，W(∆)/W(∆a)の指数：(g, h)が例外型の場合

(g, h) Type of ∆ Type of ∆a Index

(e6(6), sp(4,R)) E6 A1 + A5 36

(e6(6), sl(6,R) + sl(2,R)) F4 C4 3

(e6(2), sp(4,R)) F4 C4 3

(e6(6), sp(2, 2)) E6 D5 27

(e6(6), so(5, 5) + R) BC2 B2 1

(e6(−14), sp(2, 2)) BC2 B2 1

(e6(2), su(3, 3) + sl(2,R)) F4 A1 + C3 12

(e6(2), su(4, 2) + su(2)) F4 B4 3

(e6(2), so(6, 4) + so(2)) BC2 BC2 1

(e6(−14), su(4, 2) + su(2)) BC2 BC2 1

(e6(−14), so
∗(10) + so(2)) BC2 C1 + BC1 2

(e6(−14), su(5, 1) + sl(2,R)) BC2 BC2 1

(e6(2), so
∗(10) + so(2)) BC2 BC2 1

(e6(−14), so(8, 2) + so(2)) BC2 B2 1

(e6(−26), f4(−20)) A2 A1 3

(e6(−26), so(9, 1) + R) BC1 BC1 1

(e6(−14), f4(−20)) BC1 BC1 1

(e6(6), f4(4)) A2 A2 1

(e6(6), su
∗(6) + su(2)) F4 F4 1

(e6(2), sp(3, 1)) F4 F4 1

(e6(2), f4(4)) BC1 BC1 1

(e6(−26), su
∗(6) + su(2)) BC1 BC1 1

(e6(−26), sp(3, 1)) A2 A2 1

(e7(7), sl(8,R)) E7 A7 72

(e7(7), su(4, 4)) E7 A1 + D6 63

(e7(7), so(6, 6) + sl(2,R)) F4 C4 3

(e7(−5), su(4, 4)) F4 C4 3

(e7(7), su
∗(8)) E7 E6 56

(e7(7), e6(6) + R) C3 A2 8

(e7(−25), su
∗(8)) C3 A2 8

(e7(−5), so
∗(12) + sl(2,R)) F4 A1 + C3 12

(e7(−5), so(8, 4) + su(2)) F4 B4 3

(e7(−25), e6(−14) + so(2)) C3 C1 + C2 3

(e7(−25), so(10, 2) + sl(2,R)) BC2 BC2 1

(e7(−5), e6(−14) + so(2)) BC2 BC2 1

(e7(−25), e6(−26) + R) C3 A2 8

(e7(7), e6(2) + so(2)) C3 C3 1

(e7(7), so
∗(12) + su(2)) F4 F4 1

(e7(−5), su(6, 2)) F4 F4 1

(e7(−5), e6(2) + so(2)) BC2 BC2 1

(e7(−25), so
∗(12) + su(2)) BC2 BC2 1

(e7(−25), su(6, 2)) C3 C3 1

(e8(8), so
∗(16)) E8 A1 + E7 120

(e8(8), e7(7) + sl(2,R)) F4 A1 + C3 12

(e8(−24), so
∗(16)) F4 A1 + C3 12

(g, h) Type of ∆ Type of ∆a Index

(e8(8), so(8, 8)) E8 D8 135

(e8(−24), e7(−5) + su(2)) F4 B4 3

(e8(−24), so(12, 4)) F4 F4 1

(e8(8), e7(−5) + su(2)) F4 F4 1

(e8(−24), e7(−25) + sl(2,R)) F4 A1 + C3 12

(f4(4), sp(3,R) + sl(2,R)) F4 A1 + C3 12

(f4(4), sp(2, 1) + su(2)) F4 B4 3

(f4(4), so(5, 4)) BC1 BC1 1

(f4(−20), sp(2, 1) + su(2)) BC1 BC1 1

(f4(−20), so(8, 1)) BC1 C1 1

(g2(2), sl(2,R) + sl(2,R)) G2 A1 + A1 3

(gC2(2), g2(2)) G2 A1 + A1 3

(gC2(2), sl(2,C) + sl(2,C)) G2 G2 1

(g2(2) + g2(2), g2(2)) G2 G2 1

(fC4(4), f4(4)) F4 A1 + C3 12

(fC4(4), sp(3,C) + sl(2,C)) F4 F4 1

(f4(4) + f4(4), f4(4)) F4 F4 1

(fC4(−20), f4(−20)) F4 B4 3

(f4(−20) + f4(−20), f4(−20)) BC1 BC1 1

(fC4(−20), so(9,C)) BC1 BC1 1

(eC6(6), e6(6)) F4 C4 3

(e6(6) + e6(6), e6(6)) E6 E6 1

(eC6(6), sp(4,C) E6 E6 1

(eC6(2), e6(2)) E6 A1 + A5 36

(e6(2) + e6(2), e6(2)) F4 F4 1

(eC6(2), sl(6,C) + sl(2,C)) F4 F4 1

(eC6(−14), e6(−14)) E6 D5 27

(e6(−14) + e6(−14), e6(−14)) BC2 BC2 1

(eC6(−14), so(10,C) + C) BC2 BC2 1

(eC6(−26), e6(−26)) F4 F4 1

(e6(−26) + e6(−26), e6(−26)) A2 A2 1

(eC6(−26), f
C
4 ) A2 A2 1

(eC7(7), e7(7)) E7 A7 72

(e7(7) + e7(7), e7(7)) E7 E7 1

(eC7(7), sl(8,C)) E7 E7 1

(eC7(−5), e7(−5)) E7 A1 + D6 63

(e7(−5) + e7(−5), e7(−5)) F4 F4 1

(eC7(−5), so(12,C) + sl(2,C)) F4 F4 1

(eC7(−25), e7(−25)) E7 E6 56

(e7(−25) + e7(−25), e7(−25)) C3 C3 1

(eC7(−25), e
C
6 + C) C3 C3 1



表 5: 主双曲軌道の局所軌道型：(g, h)が古典型の場合
(g, h) 主双曲軌道の局所軌道型 Remarks

(sl(n,C), sl(n,R)) R[(n−1)/2] + so(2)[n/2]

(sl(n,R)2, sl(n,R)) Rn−1

(sl(n,C), so(n,C)) {0}
(sl(2n,C), su∗(2n)) Rn−1 + so(2)n

(su∗(2n)2, su∗(2n)) Rn−1 + sp(1)n

(sl(2n,C), sp(n,C)) sp(1,C)n

(sl(n,C), su(p, n − p)) so(2)n−1

(su(p, n − p)2, su(p, n − p))
Rp + so(2)p + su(n − 2p) n > 2p

Rp + so(2)p−1 n = 2p

(sl(n,C), sl(p,C) + sl(n − p,C) + C)
Cp + sl(n − 2p,C) n > 2p

Cp−1 n = 2p

(so(2n,C), so∗(2n)) so(2)n

(so∗(2n)2, so∗(2n))
Rm + su(2)m + so(2) n = 2m + 1

Rm + su(2)m n = 2m

(so(2n,C), sl(n,C) + C)
sl(2,C)m + C n = 2m + 1

sl(2,C)m n = 2m

(so(n,C), so(p, n − p))

so(2)m
n = 2m + 1

p = 2q

so(2)m + R
n = 2m

p = 2q + 1

so(2)m
n = 2m

p = 2q

(so(p, n − p)2, so(p, n − p)) Rp + so(n − 2p)

(so(n,C), so(p,C) + so(n − p,C)) so(n − 2p,C)

(sp(n,C), sp(n,R)) so(2)n

(sp(n,R)2, sp(n,R)) Rn

(sp(n,C), sl(n,C) + C) {0}
(sp(n,C), sp(p, n − p)) so(2)n

(sp(p, n − p)2, sp(p, n − p)) Rp + sp(1)p + sp(n − 2p)

(sp(n,C), sp(p,C) + sp(n − p,C)) sp(1,C)p + sp(n − 2p,C)

(sl(n,R), so(p, n − p)) {0}
(su(p, n − p), so(p, n − p)) so(n − 2p)

(sl(n,R), sl(p,R) + sl(n − p,R) + R)
Rp + sl(n − 2p,R) n > 2p

Rp−1 n = 2p

(su∗(2n), sp(p, n − p)) sp(1)n

(su(2p, 2(n − p)), sp(p, n − p)) sl(2,C)p + sp(n − 2p)

(su∗(2n), su∗(2p) + su∗(2(n − p)) + R)
Rp + sp(1)p + su∗(2(n − 2p)) n > 2p

Rp−1 + sp(1)p n = 2p

(sl(2n,R), sp(n,R)) sp(1,R)n

(su∗(2n), so∗(2n)) u(1)n

(su(n, n), so∗(2n)) {0}
(sl(2n,R), sl(n,C) + so(2)) Rn−1

(su∗(2n), sl(n,C) + so(2))
Rm + su(2)m + so(2) n = 2m + 1

Rm−1 + su(2)m n = 2m

(su(n, n), sp(n,R))
sp(1,C)m + sp(1,R) n = 2m + 1

sp(1,C)m n = 2m

(su(n, n), sl(n,C) + R) so(2)n−1

(so∗(2n), su(p, n − p) + so(2))

su(2)m + so(2)
n = 2m + 1

p = 2q

su(2)m + so(2)
n = 2(m + 1)

p = 2q + 1

su(2)m
n = 2m

p = 2q

(so(2p, 2(n − p)), su(p, n − p) + so(2)) su(1, 1)p + u(n − 2p)

(so∗(2n), so∗(2p) + so∗(2(n − p))) so(2)p + so∗(2(n − 2p))

(so(n, n), so(n,C)) {0}
(so∗(2n), so(n,C)) so(2)[n/2]

(so(n, n), sl(n,R) + R)
R + sl(2,R)m n = 2m + 1

sl(2,R)m n = 2m

(so∗(4n), su∗(2n) + R) sp(1)n

(sp(n,R), su(p, n − p) + so(2)) {0}
(sp(p, n − p), su(p, n − p) + so(2)) u(1)p + u(n − 2p)

(sp(n,R), sp(p,R) + sp(n − p,R)) sp(1,R)p + sp(n − 2p,R)

(sp(n,R), sl(n,R) + R) {0}
(sp(n, n), sp(n,C)) sp(1)n

(sp(2n,R), sp(n,C)) sp(1,R)n

(sp(n, n), su∗(2n) + R) u(1)n

(su(n,m), su(i, j) + su(n − i,m − j) + so(2))

so(2)n−1 i + j = n = m

so(2)n + su(m − n) n < i + j = m

so(2)m+n−(i+j) + su(i + j − n, i + j − m) n ≤ m < i + j

so(2)n + su(m − n) n = i + j < m

so(2)n+1 + su(i + j − n) + su(m − (i + j)) n < i + j < m

so(2)i+j + su(n − (i + j),m − (i + j)) i + j < n ≤ m

(so(n,m), so(i, j) + so(n − i,m − j))

{0} i + j = n = m

so(m − n) n < i + j = m

so(i + j − n, i + j − m) n ≤ m < i + j

so(m − n) n = i + j < m

so(i + j − n) + so(m − (i + j)) n < i + j < m

so(n − (i + j),m − (i + j)) i + j < n ≤ m

(sp(n,m), sp(i, j) + sp(n − i,m − j))

sp(1)n i + j = n = m

sp(1)n + sp(m − n) n < i + j = m

sp(1)m+n−(i+j) + sp(i + j − n, i + j − m) n ≤ m < i + j

sp(1)n + sp(m − n) n = i + j < m

sp(1)n + sp(i + j − n) + sp(m − (i + j)) n < i + j < m

sp(1)i+j + sp(n − (i + j),m − (i + j)) i + j < n ≤ m



表 6: 主双曲軌道の局所軌道型：(g, h)が例外型の場合

(g, h) 主双曲軌道の局所軌道型

(gC
2(2)

, g2(2)) so(2)2

(gC
2(2)

, sl(2,C) + sl(2,C)) {0}
(g2(2) + g2(2), g2(2)) R2

(fC
4(4)

, f4(4)) so(2)4

(fC
4(4)

, sp(3,C) + sl(2,C)) {0}
(f4(4) + f4(4), f4(4)) R4

(fC
4(−20)

, f4(−20)) so(2)4

(f4(−20) + f4(−20), f4(−20)) R+ so(7)

(fC
4(−20)

, so(9,C)) so(7,C)

(eC
6(6)

, e6(6)) so(2)4 +R2

(e6(6) + e6(6), e6(6)) R6

(eC
6(6)

, sp(4,C)) {0}
(eC

6(2)
, e6(2)) so(2)6

(e6(2) + e6(2), e6(2)) so(2)2 +R4

(eC
6(2)

, sl(6,C) + sl(2,C)) C2

(eC
6(−14)

, e6(−14)) so(2)6

(e6(−14) + e6(−14), e6(−14)) so(2) +R2 + su(4)

(eC
6(−14)

, so(10,C) +C) sl(4,C) +C

(eC
6(−26)

, e6(−26)) so(2)4 +R2

(e6(−26) + e6(−26), e6(−26)) R2 + so(8)

(eC
6(−26)

, fC4 ) so(8,C)

(eC
7(7)

, e7(7)) so(2)7

(e7(7) + e7(7), e7(7)) R7

(eC
7(7)

, sl(8,C)) {0}
(eC

7(−5)
, e7(−5)) so(2)7

(e7(−5) + e7(−5), e7(−5)) R3 + su(2)3

(eC
7(−5)

, so(12,C) + sl(2,C)) sl(2,C)3

(eC
7(−25)

, e7(−25)) so(2)7

(e7(−25) + e7(−25), e7(−25)) R3 + so(8)

(eC
7(−25)

, eC6 +C) so(8,C)

(e6(6), sp(4,R)) {0}
(e6(6), sl(6,R) + sl(2,R)) R2

(e6(2), sp(4,R)) {0}
(e6(6), sp(2, 2)) {0}
(e6(6), so(5, 5) +R) R+ sl(4,R)

(e6(−14), sp(2, 2)) so(4)

(e6(2), su(3, 3) + sl(2,R)) so(2)2

(e6(2), su(4, 2) + su(2)) so(2)2

(e6(2), so(6, 4) + so(2)) so(2) + su(2, 2)

(e6(−14), su(4, 2) + su(2)) so(2)2 + su(2)2

(e6(−14), so
∗(10) + so(2)) su(4)

(e6(−14), su(5, 1) + sl(2,R)) so(2)2 + su(2)2

(g, h) 主双曲軌道の局所軌道型

(e6(2), so
∗(10) + so(2)) so(2) + su(2, 2)

(e6(−14), so(8, 2) + so(2)) so(2) + su(4)

(e6(−26), f4(−20)) so(8)

(e6(−26), so(9, 1) +R) R+ so(7)

(e6(−14), f4(−20)) so(7, 1)

(e6(6), f4(4)) so(4, 4)

(e6(−26), sp(3, 1)) so(4)2

(e6(6), su
∗(6) + su(2)) R2

(e6(2), sp(3, 1)) {0}
(e6(2), f4(4)) so(5, 3)

(e6(−26), su
∗(6) + su(2)) R+ so(5) + so(3)

(e7(7), sl(8,R)) {0}
(e7(7), su(4, 4)) {0}
(e7(7), so(6, 6) + sl(2,R)) sl(2,R)3

(e7(−5), su(4, 4)) so(2)3

(e7(7), su
∗(8)) {0}

(e7(7), e6(6) +R) so(4, 4)

(e7(−25), su
∗(8)) so(4)2

(e7(−5), so
∗(12) + sl(2,R)) su(2)3

(e7(−5), so(8, 4) + su(2)) su(2)3

(e7(−25), e6(−14) + so(2)) so(8)

(e7(−25), so(10, 2) + sl(2,R)) sl(2,R) + so(2) + so(6)

(e7(−5), e6(−14) + so(2)) so(2) + so(2, 6)

(e7(−25), e6(−26) +R) so(8)

(e7(7), e6(2) + so(2)) so(4, 4)

(e7(7), so
∗(12) + su(2)) sl(2,R)3

(e7(−5), su(6, 2)) so(2)3

(e7(−5), e6(2) + so(2)) so(2) + so(2, 6)

(e7(−25), so
∗(12) + su(2)) sl(2,R) + so(2) + so(6)

(e7(−25), su(6, 2)) so(4)2

(e8(8), so
∗(16)) {0}

(e8(8), e7(7) + sl(2,R)) so(4, 4)

(e8(−24), so
∗(16)) so(4)2

(e8(8), so(8, 8)) {0}
(e8(−24), e7(−5) + su(2)) so(4, 4)

(e8(−24), so(12, 4)) so(4)2

(e8(8), e7(−5) + su(2)) so(8)

(e8(−24), e7(−25) + sl(2,R)) so(8)

(f4(4), sp(3,R) + sl(2,R)) {0}
(f4(4), sp(2, 1) + su(2)) {0}
(f4(4), so(5, 4)) so(4, 3)

(f4(−20), sp(2, 1) + su(2)) so(4) + so(3)

(f4(−20), so(8, 1)) so(7)

(g2(2), sl(2,R) + sl(2,R)) {0}

表 7: 局所軌道型：(g, h)が古典型かつW(∆)/W(∆a) = {id}の場合

(I) ∆ = ∆a = Ar, Ψ = {ei − ei+1 | 1 ≤ i ≤ r}

(g, h) = (sl(n,R) + sl(n,R), sl(n,R))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Rk +

k+1∑
l=1

sl(il − il−1,R)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < ik+1 = n

(g, h) = (sl(n,C), so(n,C))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k+1∑
l=1

so(il − il−1,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < ik+1 = n

(g, h) = (su∗(2n) + su∗(2n), su∗(2n))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Rk +

k+1∑
l=1

su∗(2(il − il−1))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < ik+1 = n

(g, h) = (sl(2n,C), sp(n,C))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k+1∑
l=1

sp(il − il−1,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < ik+1 = n



(g, h) = (sl(2n,C), sp(n,C))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k+1∑
l=1

sp(il − il−1,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < ik+1 = n

(g, h) = (sl(2n,R), sp(n,R))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k+1∑
l=1

sp(il − il−1,R)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < ik+1 = n

(g, h) = (su∗(2n), so∗(2n))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k+1∑
l=1

so∗(2(il − il−1))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < ik+1 = n

(II) ∆ = ∆a = Br, Ψ = {ei − ei+1 | 1 ≤ i ≤ r − 1} ∪ {er}

(g, h) = (so(p, n− p) + so(p, n− p), so(p, n− p)) (n > 2p)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, ep}

hΘ Rk +
k∑

l=1

sl(il − il−1,R) + so(n− 2p)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = p

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Rk+

k∑
l=1

sl(il− il−1,R)+ so(p− ik, n−p− ik)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < p

(g, h) = (so(n,C), so(p,C) + so(n− p,C)) (n > 2p)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, ep}

hΘ

k∑
l=1

so(il − il−1,C) + so(n− 2p)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = p

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1
− eik−1+1, ep}

hΘ
k∑

l=1

so(il−il−1,C)+so(p−ik,C)+so(n−p−ik,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < p

(III) ∆ = ∆a = Cr, Ψ = {ei − ei+1 | 1 ≤ i ≤ r − 1} ∪ {2er}

(g, h) = (sl(2n,C), su∗(2n))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ Rk−1 + so(2)k +
k∑

l=1

sl(il − il−1,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Rk + so(2)k +
k∑

l=1

sl(il − il−1,C) + su
∗
(2(n − ik))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (su(n, n) + su(n, n), su(n, n))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ Rk + so(2)k−1 +

k∑
l=1

sl(il − il−1,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Rk +so(2)k +
k∑

l=1

sl(il − il−1,C)+su(n− ik, n− ik)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (sl(2n,C), sl(n,C) + sl(n,C) +C)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ Ck−1 +
k∑

l=1

sl(il − il−1,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Ck +
k∑

l=1

sl(il − il−1,C) + sl(n− ik,C)2 +C

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (so∗(4n) + so∗(4n), so∗(4n))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ Rk +
k∑

l=1

su∗(2(il − il−1))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Rk +
k∑

l=1

su∗(2(il − il−1)) + so∗(4(n− ik))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (so(4n,C), sl(2n,C) +C)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,C) + sl(2(n− ik),C) +C

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (sp(n,R) + sp(n,R), sp(n,R))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ Rk +
k∑

l=1

sl(il − il−1,R)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Rk +
k∑

l=1

sl(il − il−1,R) + sp(n− ik,R)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (sp(n,C), sl(n,C) +C)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ

k∑
l=1

so(il − il−1,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

so(il − il−1,C) + sl(n− ik,C) +C

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (sp(n, n) + sp(n, n), sp(n, n))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ Rk +
k∑

l=1

su∗(2(il − il−1))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Rk +

k∑
l=1

su∗(2(il − il−1)) + sp(n− ik, n− ik)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n



(g, h) = (sp(2n,C), sp(n,C) + sp(n,C))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,C) + sp(n− ik,C)2

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (su(2n, 2n), sp(n, n))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,C) + sp(n− ik, n− ik)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (su∗(4n), su∗(2n) + su∗(2n) +R)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ Rk−1 +
k∑

l=1

su∗(2(il − il−1))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Rk+
k∑

l=1

su∗(2(il−il−1))+su∗(2(n−ik))
2+R

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (su(n, n), so∗(2n))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ

k∑
l=1

so(il − il−1,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

so(il − il−1,C) + so∗(2(n− ik))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (sl(2n,R), sl(n,C) + so(2))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ Rk−1 +
k∑

l=1

sl(il − il−1,R)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Rk +

k∑
l=1

sl(il− il−1,R)+ sl(n− ik,C)+ so(2)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (su∗(4n), sl(2n,C) + so(2))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ Rk−1 +

k∑
l=1

su∗(2(il − il−1))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Rk +
k∑

l=1

su
∗
(2(il − il−1)) + sl(2(n− ik),C) + so(2)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (su(2n, 2n), sp(2n,R))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,C)

hΘ 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,C) + sp(2(n− ik),R)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (so(2n, 2n), su(n, n) + so(2))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,R)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,R) + su(n− ik, n− ik) + so(2)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (so∗(4n), so∗(2n) + so∗(2n))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ

k∑
l=1

so∗(2(il − il−1))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

so∗(2(il − il−1)) + so∗(2(n− ik))
2

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (sp(n, n), su(n, n) + so(2))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ

k∑
l=1

so∗(2(il − il−1))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

so∗(2(il− il−1))+su(n− ik, n− ik)+so(2)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (sp(2n,R), sp(n,R) + sp(n,R))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,R)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,R) + sp(n− ik,R)2

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (sp(2n,R), sp(n,C)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,R)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,R) + sp(n− ik,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (sp(n, n), su∗(2n) +R)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ

k∑
l=1

so∗(2(il − il−1))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

so∗(2(il − il−1)) + su∗(2(n− ik)) +R

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n



(IV) ∆ = ∆a = Dr, Ψ = {ei − ei+1 | 1 ≤ i ≤ r − 1} ∪ {er−1 + er}

(g, h) = (so(n, n) + so(n, n), so(n, n))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \{ei1 −ei1+1, . . . , eik−1

−eik−1
, en−1+en}

hΘ Rk +
k∑

l=1

sl(il − il−1,R)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ\{ei1−ei1+1, . . . , eik−1
−eik−1

, eik−eik+1}

hΘ Rk +
k∑

l=1

sl(il − il−1,R) + so(n− ik, n− ik)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (so(2n,C), so(n,C) + so(n,C))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \{ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, en−1 + en}

hΘ

k∑
l=1

so(il − il−1,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

so(il − il−1,C) + so(n− ik,C)2

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(V) ∆ = ∆a = (BC)r, Ψ = {ei − ei+1 | 1 ≤ i ≤ r − 1} ∪ {er}

(g, h) = (su(p, n− p) + su(p, n− p), su(p, n− p)) (n > 2p)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, ep}

hΘ Rk + so(2)k +
k∑

l=1

sl(il − il−1,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = p

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Rk + so(2)k +
k∑

l=1

sl(il − il−1,C) + su(n− 2p)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < p

(g, h) = (sl(n,C), sl(p,C) + sl(n− p,C) +C) (n > 2p)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, ep}

hΘ Ck +

k∑
l=1

sl(il − il−1,C) + sl(n− 2p,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = p

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Ck +
k∑

l=1

sl(il − il−1,C) + sl(p − ik,C) + sl(n −

p − ik,C) + C

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < p

(g, h) = (so∗(2(2n+ 1)) + so∗(2(2n+ 1)), so∗(2(2n+ 1)))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, en}

hΘ Rk + so(2) +
k∑

l=1

su∗(2(il − il−1))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Rk+
k∑

l=1

su∗(2(il−il−1))+so∗(2(2(n−ik)+1))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (so(2(2n+ 1),C), sl(2n+ 1,C) +C)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, en}

hΘ C +
k∑

l=1

sp(il − il−1,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,C) + sl(2(n− ik) + 1,C) +C

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (sp(p, n− p) + sp(p, n− p), sp(p, n− p)) (n > 2p)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, ep}

hΘ Rk +
k∑

l=1

su∗(2(il − il−1)) + sp(n− 2p)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = p

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1
− eik−1+1, ep}

hΘ Rk+
k∑

l=1

su∗(2(il−il−1))+sp(p−ik, n−p−ik)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < p

(g, h) = (sp(n,C), sp(p,C) + sp(n− p,C)) (n > 2p)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, 2en}

hΘ
k∑

l=1

sp(il − il−1,C) + sp(p − ik,C) + sp(n − 2p,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = p

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ
k∑

l=1

sp(il−il−1,C)+sp(p−ik,C)+sp(n−p−ik,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < p

(g, h) = (su(2p, 2(n− p)), sp(p, n− p)) (n > 2p)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, ep}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,C) + sp(n− 2p)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = p

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,C) + sp(p− ik, n− p− ik)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < p

(g, h) = (su∗(2n), su∗(2p) + su∗(2(n− p)) +R) (n > 2p)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, ep}

hΘ Rk +

k∑
l=1

su∗(2(il − il−1)) + su∗(2(n− 2p))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = p

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Rk +
k∑

l=1

su
∗
(2(il − il−1)) + su

∗
(2(p − ik)) +

su
∗
(2(n − p − ik)) + R

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < p

(g, h) = (su∗(2(2n+ 1)), sl(2n+ 1,C) + so(2))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, en}

hΘ Rk + so(2) +
k∑

l=1

su∗(2(il − il−1))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Rk + so(2) +
k∑

l=1

su
∗
(2(il − il−1)) + sl(2(n − ik) +

1,C) + so(2)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (su(2n+ 1, 2n+ 1), sp(2n+ 1,R))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, en}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,C) + sp(2(n− ik) + 1,R)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n



(g, h) = (so(2p, 2(n− p)), su(p, n− p) + so(2)) (n > 2p)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, ep}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,R)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = p

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

sp(il−il−1,R)+su(p−ik, n−p−ik)+so(2)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < p

(g, h) = (so∗(2n), so∗(2p) + so∗(2(n− p))) (n > 2p)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, ep}

hΘ

k∑
l=1

so∗(2(il − il−1))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = p

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ
k∑

l=1

so
∗
(2(il − il−1)) + so

∗
(2(p − ik)) + so

∗
(2(n −

p − ik))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < p

(g, h) = (sp(p, n− p), su(p, n− p) + so(2)) (n > 2p)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, ep}

hΘ u(n− 2p) +

k∑
l=1

so∗(2(il − il−1))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = p

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

so(2(il−il−1))+su(p−ik, n−p−ik)+so(2)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < p

(g, h) = (sp(n,R), sp(p,R) + sp(n− p,R)) (n > 2p)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, ep}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,R) + sp(n− 2p,R)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = p

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ
k∑

l=1

sp(il−il−1,R)+sp(p−ik,R)+sp(n−p−ik,R)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < p

(VI) ∆ = (BC)r, ∆
a = Br, Ψ = {ei − ei+1 | 1 ≤ i ≤ r − 1} ∪ {er}

(g, h) = (sl(2n+ 1,C), sl(2n+ 1,R))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, en}

hΘ Rk + so(2)k +
k∑

l=1

sl(il − il−1,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Rk+so(2)k+

k∑
l=1

sl(il−il−1,C)+sl(2(n−ik)+1,R)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (su(p, n− p), so(p, n− p))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, ep}

hΘ

k∑
l=1

so(il − il−1,C) + so(n− 2p)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = p

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

so(il − il−1,C) + so(p− ik, n− p− ik)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < p

(g, h) = (sl(n,R), sl(p,R) + sl(n− p,R) +R) (n > 2p)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, ep}

hΘ Rk +

k∑
l=1

sl(il − il−1,R) + sl(n− 2p,R)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = p

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ Rk +

k∑
l=1

sl(il − il−1,R) + sl(p − ik,R) + sl(n −

p − ik,R) + R

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < p

(g, h) = (so∗(2(2n+ 1)), so(2n+ 1,C))
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, en}

hΘ

k∑
l=1

so∗(2(il − il−1))

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

so∗(2(il − il−1)) + so(2(n− ik) + 1,C)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n

(g, h) = (so(2n+ 1, 2n+ 1), sl(2n+ 1,R) +R)
Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik−1

− eik−1+1, en}

hΘ R+
k∑

l=1

sp(il − il−1,R)

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik = n

Θ(⊂ Ψ) Ψ \ {ei1 − ei1+1, . . . , eik − eik+1}

hΘ

k∑
l=1

sp(il − il−1,R) + sl(2(n− ik) + 1,R) +R

Remarks 0 = i0 < i1 < · · · < ik < n



今後の研究計画
(1) s表現の半単純軌道の局所軌道型の構造の決定およびそれらを分類する方法の構築

双曲軌道や楕円軌道の場合での方法を半単純軌道の場合に拡張することを試みる。具体的
には，半単純擬リーマン対称空間G/HのCartan部分空間に関する制限ルート系 ([10], [8])

を用いて 2 主結果の (Step 1)から (Step 3)に相当するものについて記述を与えていくこと
を計画している。

(2) s表現の軌道をモデルとした部分多様体幾何の展開

半単純軌道は擬リーマン部分多様体の構造を持つことから，リーマン幾何学の場合と同様
擬リーマン幾何学においてもこれら軌道は幾何学的性質の良い部分多様体の例を与えてい
る。例えば，Geatti-Gorodskiは s表現の正則元（半単純元でその軌道の次元が半単純軌道
の中で最も高いもの）を通る軌道が擬リーマンの場合での等径部分多様体になることを明
らかにした ([5])。一方で，球面内の austere部分多様体の具体例としてリーマン対称空間
の s表現を用いた方法が Ikawa-Sakai-Tasaki([7])によって与えられた。この方法を擬リーマ
ン対称空間の s表現の場合に拡張することを計画している。austere部分多様体の概念は擬
リーマンの場合でも拡張されており ([6])，擬リーマン対称空間の s表現に対するある種の
軌道がその例を与えることを示すことができた ([3])。よって，それらすべてを分類するこ
とを計画している。
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