
複素射影直線から複素 2次超曲面への正則等長埋め込み

長友康行

1. 序章

本稿では、リーマン多様体から球面への極小はめ込みに関する「高
橋の定理」[8]をグラスマン多様体への調和写像に関する定理に拡張し
たことによって得られるさまざまな結果を紹介することにする。
まず、リーマン多様体から球面への調和写像に関する「高橋の定理」

を思い出すことにする。そのために (M, g)をリーマン多様体、SN−1を
N − 1次元球面としてSN−1はユークリッド空間RN に単位球面として
等長的に埋め込まれていると仮定する。RN の正規直交基底 e1, · · · , eN
に関する座標関数を (x1, x2, · · · , xN)とおく。M から SN−1への写像

f : M → SN−1 ⊂ RN

を考える。簡単のため、写像 f による座標関数のM への引き戻しも
(x1, x2, · · · , xN)と書くことにする。このとき、「高橋の定理」は以下の
ようになる。

定理 1.1. 写像f : M → SN−1に対する次の２条件は互いに同値である。

(1) f : M → SN−1は調和写像である。
(2) M上のある関数 h ∈ C∞(M)が存在して、任意のA = 1, · · · , N
に対して、

∆xA = hxA

が成立する。ここで、∆は (M, g)のラプラス作用素を表す。

この条件の下、関数 hは h = e(f)をみたす。ただし e(f)は f のエネル
ギー密度

e(f) := |df |2 =
m∑
i=1

|df(ei)|2, m = dimM

である。

次にリーマン多様体からグラスマン多様体への写像を問題にする。記
号を固定するために、グラスマン多様体の幾何学を復習する。W をN
次元実、もしくは複素ベクトル空間とし、W 内の p次元部分空間から
なるグラスマン多様体をGrp(W )とおく。（W が実ベクトル空間のとき
にはW は向きを持つと仮定し、向きを込めた部分空間からなるグラス
マン多様体も考えることにするが、記号が煩雑になることを避けるた
め、区別しないことにする。）

S → Grp(W )を同語反復ベクトル束とすれば、S → Grp(W )は自然
にW をファイバーとして持つ階数Nの自明束W → Grp(W )の部分束
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とみなせる。したがって、商ベクトル束として、Q → Grp(W )を得る。

0 → S
iS−→ W

πQ−→ Q → 0.

本稿では、ベクトル束Q → Grp(W )を普遍商束ということにする。
ここで、W にその係数体に応じて、内積、もしくはエルミート積（簡

単のため、以後スカラー積という）を入れる。すると、Grp(W )にはリー
マン対称空間としての構造が入るが、さらにベクトル束 S → Grp(W ),
Q → Grp(W )にもファイバー計量 gS, gQが導入される。また、W →
Grp(W )の積接続を利用すれば、S → Grp(W ), Q → Grp(W )にも接続
が導入されるが、これは標準接続といわれるものと一致する。
球面SN−1をグラスマン多様体GrN−1(R

N) とみなしたときには、同
語反復束S → SN−1は接ベクトル束 TSN−1 → SN−1 であり、普遍商束
Q → SN−1は階数1の実自明束である。また、標準埋め込みSN−1 → RN

を考えれば、普遍商束は法ベクトル束ともみなせる。このとき、位置
ベクトル f(x)は、普遍商束のリーマン多様体への引き戻し束の切断と
みなせることに注意する。
ここで、ベクトル束の第２基本形式を定義しよう。ベクトル空間Wの

スカラー積を用いて定義されるベクトル束としての準同型を πS : W →
S, iQ : Q → W とおく。前者は直交射影であり、後者は S → Grp(W )
のW → Grp(W ) における直交補空間をとることにより得られるW →
Grp(W ) の部分束 S⊥ → Grp(W )と普遍商束を同一視することにより
得られる。
さて、S → Grp(W )の切断 sを iS(s)と同一視することにより、W

に値をもつ関数とみなし、

H(s) := πQdiS(s)

と定義すれば、Hはベクトル束Hom (S,Q)に値をもつ 1-形式となる。
H ∈ Ω1 (Hom (S,Q)) をベクトル束の第２基本形式という [5]。同様
にしてK := πSdiQ ∈ Ω1 (Hom (Q,S)) も定義される。また、準同型
πQ : W → Qにより、ベクトル空間W はまた、Q → Grp(W )の切断の
なす空間とみなせることに注意する。
つぎに写像 f : M → Grp(W )が与えられたと仮定する。写像 f によ

り、グラスマン多様体上のベクトル束やその計量、接続、第２基本形
式を引き戻すことにする。すると、この誘導接続とM のリーマン計量
により、引き戻し束 f ∗Q → M の切断に作用するラプラス作用素∆が
定義される。また、ベクトル空間W は、引き戻し束 f ∗Q → M の切断
のなす集合ともみなせる。
再び球面 SN−1を例にとる。切断 f(x)の微分は接ベクトル束に値を

とることを考えれば、df = diQf = Kf である。また、RN の内積 (·, ·)
を利用すれば、xA = (eA, f(x))なので、座標関数の引き戻しは引き戻
し束 f ∗Q → M の切断 xAf(x)と同一視される。このようにして、「高
橋の定理」をベクトル束とその切断、および切断に作用するラプラス
作用素を利用することによって言い換えることが可能となる。
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ここで、第２基本形式H,Kを使って、

A :=
n∑

i=1

HeiKei : f
∗Q → f ∗Q

なるベクトル束準同型を定義し、平均曲率作用素ということにする。

定理 1.2. [7] Wにスカラー積を導入したときに、写像f : M → Grp(W )
に対する次の２条件は互いに同値である。

(1) f : M → Grp(W )は調和写像である。
(2) W に属する任意の切断 t ∈ Γ(f ∗Q)に対して、t(x) = 0ならば、

(∆t)(x) = 0が成り立つ。
この条件の下、∆t = −At であり、e(f) = −traceAが成り立つ。

定理 1.3. [7] 定理 1.2の仮定の下、次の２条件は互いに同値である。
(1) f : M → Grp(W )は調和写像であり、かつある関数 hが存在し
てA = −hIdとなる。

(2) ある関数hが存在して、Wに属する任意の切断 tに対して、∆t =
htとなる。

この条件の下、e(f) = (N − p)hが成り立つ。

球面の場合には引き戻し束 f ∗Q → M は階数 1なので、平均曲率作
用素Aは関数と同一視される。したがって、上の定理において、「A =
−hId」という条件は自動的にみたされることになるので言及不要とな
る。かくして、定理 1.3は定理 1.1と一致する。
本稿ではこの定理を利用して、[3]の拡張に言及し、その応用として、

複素射影直線から複素２次曲面への正則等長写像のモジュライ空間を
記述することにする。なお、証明の細部に関しては [7], [6]を参照して
いただきたい。

2. 準備

まずは、グラスマン多様体のベクトル束の第２基本形式に関する補
題を紹介する。

補題 2.1. ベクトル束の第２基本形式HおよびKは平行であり、

gQ(Hs, t) = −gS(s,Kt), s ∈ S, t ∈ Q

をみたす。

実グラスマン多様体のときには、その接ベクトル束は S∗ ⊗ Q →
Grp(R

N) と同型であり、また複素グラスマン多様体の場合には、そ
の正則接ベクトル束がS∗⊗Q → Grp(C

N)と同型になる。したがって、
（正則）接ベクトル束のファイバー計量 gGrは gS∗ ⊗ gQ となる。また、
実グラスマン多様体の場合には、

H ∈ Ω1 (Hom(S,Q)) = Γ (S ⊗Q∗ ⊗ S∗ ⊗Q)

であるが、H = IdS ⊗ IdQであることがわかる。
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複素グラスマン多様体の場合には、HはHom(S,Q)に値をとる (1, 0)
形式であるので、

H ∈ Ω1,0 (Hom(S,Q)) = Γ (S ⊗Q∗ ⊗ S∗ ⊗Q)

となり、やはりH = IdS ⊗ IdQであることがわかる。Kも同様であり、
K = −IdS ⊗ IdQとなる。
すると、ファイバー計量 gGrはまた別の表示を持つことがわかる。

補題 2.2.

gGr = −traceQHK = −traceSKH.

さて、次にm次元リーマン多様体 (M, g) からグラスマン多様体への
写像 f : M → Grp(W ) が与えられているとする。ベクトル空間W に
スカラー積を導入し、グラスマン多様体に序論で説明したさまざまな
幾何構造を考えることにする。
とくに、平均曲率作用素A ∈ End (f ∗Q) の持つ性質を列挙する。

補題 2.3. 平均曲率作用素 Aは非正な対称作用素、もしくはエルミー
ト作用素である。

実際、Aの定義と補題 2.1から、任意の t ∈ f ∗Qに対して、

gf∗Q(At, t) = −
m∑
i=1

gf∗S(Keit,Keit) = gf∗Q(t, At)

である。

補題 2.4. 写像 f : M → Grp(W )のエネルギー密度 e(f)は

e(f) = −traceA

をみたす。

補題 2.2より、

e(f) =
m∑
i=1

gGr(df(ei), df(ei)) = −
m∑
i=1

traceHdf(ei)Kdf(ei) = −traceA

となる。
最後に、f : M → N をリーマン多様体間の写像としたときに、df ∈

Ω1(f ∗TN) に対する微分∇df を写像 f の第２基本形式といい、

τ(f) := trace∇df =
dimM∑
i=1

(∇eidf)(ei)

をテンション場という。テンション場が恒等的に消える（τ(f) ≡ 0）と
きに、f : M → N は調和写像であるという [4]。
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3. 高橋の定理の拡張

写像に対する変分問題がベクトル束の第２基本形式を利用して書き
換えられることを見るために、しばらくの間、リーマン多様体 (M, g)
をコンパクトであると仮定し、その体積要素を dvM と表すことにする。
グラスマン多様体への写像 f : M → Grp(W ) が与えられているとし
て、ベクトル空間W にスカラー積を導入する。
ベクトル束の第２基本形式の引き戻しHのノルムの２乗を計算する。

そのために、u1, u2, · · · , upを f ∗S → M の局所正規直交枠であるとす
る。補題 2.1, 2.2を利用すれば、

|H|2 =
m∑
i=1

p∑
α=1

gf∗Q (Heiuα, Heiuα) = −
m∑
i=1

tracef∗S KeiHei

=gGr (df(ei), df(ei)) = e(f)

したがって、 ∫
M

|H|2dvM =

∫
M

|df |2dvM (=: E(f))

が成立する。右辺は写像 f のエネルギーであり、その Euler-Lagrange
方程式が τ(f) = 0であった。
そこで、左辺により定義される変分問題のEuler-Lagrange方程式が

問題となるが、実際、

∇H = H∇df , −δ∇H = Hτ(f)

が成立することがわかる。Hがグラスマン多様体上では、IdS ⊗ IdQと
同一視できたことを考慮することにより、次を得る。

命題 3.1.

∇H = 0 ⇐⇒ ∇df = 0, δ∇H = 0 ⇐⇒ τ(f) = 0.

さて、次にベクトル束の全射準同型πQ : W → Qにより、W ⊂ Γ(Q)
とみなすことができたが、切断を引き戻すことにより、

f ∗πQ :W → Γ(f ∗Q),

w 7→ f ∗πQ(w), w ∈ W

が得られる。ここで、一般に f ∗πQの単射性は期待できないので、W ⊂
Γ(f ∗Q) とは言えないことに注意する。しかし、w ∈ W は f ∗Q → M
の切断 f ∗πQ(w) を定義するので、 f ∗πQ(w)をW に属する f ∗Q → M
の切断と言うことにする。
ところで、W がスカラー積を持つ場合には、別にベクトル束の全射

準同型 πS : W → Sを定義できた。これを利用することにより、

f ∗πS : W → Γ(f ∗S)

も定義できる。
したがって、w ∈ W は二つの切断、t ∈ Γ(f ∗Q)と s ∈ Γ(f ∗S)を与

える。このとき、切断 sと tをw ∈ W に対応する切断という。
5



すると、w ∈ W に対応する切断 sと tに対して、dw = 0であること
から、

∇s = −Kt, ∇t = −Hs

が成り立つことがわかる。この式から、W に属する f ∗Q → M の切断
tに対して、

∆t−Hτ(f)s+ At = 0

が成り立つことを導くことができる。定理 1.2、定理 1.3はこの式から
導かれる。

4. Do Carmo-Wallachの定理の拡張

グラスマン多様体への写像の構成法を復習する。まず、V → M を
ベクトル束とし、W ⊂ Γ(V )を V → M の切断のなす有限次元部分空
間とする。
このとき、ベクトル束の準同型 ev : W → V が定義される。

evx(t) = t(x) ∈ Vx, t ∈ W, x ∈ M.

定義 4.1. ベクトル束の準同型 ev : W → V が全射であるとき、ベクト
ル束 V → M はW によって大域的に生成されるという。

V → M がW により大域的に生成されていると仮定する。すると写
像 f : M → Grp(W )が (p = dimW − rankV )

f(x) := Ker evx = {t ∈ W | t(x) = 0} .
と定義される。
写像 f : M → Grp(W )を (V → M,W )による誘導写像という。ベ

クトル束 V → M が明らかな場合にはW による誘導写像ともいう。

補題 4.2. f が (V → M,W )による誘導写像であるならば、ベクトル
束 V → M とグラスマン多様体の普遍商束の引き戻し束 f ∗Q → M と
は自然に同型となる。

したがって、逆に写像 f : M → Grp(W )が与えられているときには、
f は (f ∗Q → M,W )による誘導写像とみなすことができる。このよう
にして、グラスマン多様体への任意の写像 f : M → Grp(W )は誘導写
像とみなせる。
次に、(V, hV ,∇) → (M, g)を計量 hV を保つ接続∇をもつベクトル

束とし、W を Γ(V )に作用するラプラス作用素∆の固有空間とする。
さらに、W は V → M を大域的に生成すると仮定する。
このとき、誘導写像

f0 : M → Grp(W )

を考える。ここで、p = dimW − rankV である。この写像 f0をW に
よる標準写像という。

Γ(V )に L2内積を入れ、W に制限する。
このようにして、W にスカラー積を導入できたが、定理 1.2, 1.3で問

題にしているのは普遍商束Q → Grp(W )とその接続∇Qの引き戻しで
あった。自然な同型 V ∼= f ∗Qの下、∇と∇f∗Qがゲージ同値である理
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由はない。したがって、この設定だけでは標準写像 f0 : M → Grp(W )
が調和写像であるとは言えない。

定義 4.3. 多様体M からグラスマン多様体への写像 f : M → Grp(W )
に対して、線形写像 f ∗πQ : W → Γ(f ∗Q)を考える。この線形写像が単
射であるときに、f : M → Grp(W ) を充満な写像であるという。

この定義は、写像の終集合が球面や複素射影空間の場合には通常の
写像の「充満性」と一致することに注意する。
多様体M 上のベクトル束 V → M とその計量 hV、および接続∇ を

固定する。写像 f : M → Grp(W )に対して、次の２条件を考える。
(1) 引き戻し束 (f ∗Q, f ∗hQ,∇f∗Q) → M はベクトル束 (V, hV ,∇) → M
とゲージ同値である。。この条件を f はゲージ性をみたすという。
(2)ある実数 µが存在して、A = −µIdV が成り立つ。この条件を f は
Einstein-Hermite性（EH性）をみたすという。

注意. 定数 µを
qµVol (M) = E(f),

と定めると

µE(f) ≦
∫
M

|A|2dvM , =⇐⇒ A = −µIdV .

が成り立つ。

注意. f : (M, g, J) → Grp(W )が正則写像の場合には、

µ =
2π

qVol (M)

∫
M

c1(f
∗Q) ∧ ωn−1

M

(n− 1)!
.

となり、

2πµ

∫
M

c1(f
∗Q) ∧ ωn−1

M

(n− 1)!
≦

∫
M

|A|2dvM ,

が成り立つ。もちろん、

=⇐⇒ A = −µIdV

である。
また、f ∗Q → M の引き戻し接続に対して、

KEH = −A

が成り立つ。ここで、KEHはベクトル束（の接続）に対して定義され
る小林先生の意味 [5]での平均曲率である。

定義 4.4. 二つの写像 f1, f2 : M → Grp(K
m) (K = R またはC)を考

える。Grp(K
m)の等長変換 ϕが存在し、f2 = ϕ ◦ f1が成り立つときに、

f1は f2と像同値であるという。

Grp(K
m)の等長変換 ϕは、普遍商束 π : Q → Grp(K

m) のベクトル
束準同型 ϕ̃ を誘導する。ただし、ϕ̃は π ◦ ϕ̃ = ϕ ◦ πをみたす。
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定義 4.5. ベクトル束 (V, hV ,∇) → M を固定し、このベクトル束に対
してゲージ性をみたす写像 f : M → Grp(K

m) を考える。写像 f とベ
クトル束同型 ϕ : V → f ∗Qの組 (f, ϕ) に対する同値関係を以下のよう
に定義する。

(fi, ϕi),(i = 1, 2)に対して、Grp(K
m)の等長変換 ϕが存在し、f2 =

ϕ ◦ f1 かつ ϕ2 = ϕ̃ ◦ ϕ1 が成り立つときに、(f1, ϕ1)は (f2, ϕ2)とゲージ
同値であるという。

定理 4.6. [7] (M, g)をコンパクトリーマン多様体とし、(V, hV ,∇) → M
をベクトル束とする。
多様体Mからグラスマン多様体への写像f : (M, g) → Grp(K

m)(K =
R またはC) を次の二つの条件をみたす充満な調和写像とする。
(i) ゲージ性：

(
f ∗Q, f ∗hQ, f

∗∇Q
)
→ M ∼= (V, hV ,∇) → M .

(ii) EH性：A = −µIdV を満たす定数 µが存在する。
このとき、以下のような (W,T )が存在する。

(I) W：固有値 µに対する固有空間 s.t Km ⊂ W .

(II) T：W のエルミート変換 s.t. T |Km > 0、かつ KerT = Km⊥
.

(III) ev ◦ T 2 ◦ ev∗ = IdV , ev ◦ T 2 ◦ (∇ev∗) = 0.
さらに、

f (x) = T−1 (f0(x) ∩Km) , T ◦ ev∗ : V → f ∗Q

|df |2 = (m− p)µ.

対応 [f ] ↔ T は一対一対応である。ただし、[f ]は (f, T ◦ ev∗)による
ゲージ同値類を表す。
逆に (I)固有空間W とその部分空間Kmに対して、(II)をみたす非

負エルミート変換 T ∈ H (W )が存在し、T が (III)をみたすならば、、
上のように定義された写像 f : M → Grp(K

m)はゲージ性、EH性
A = −µIdV をみたす充満な調和写像となる。

注意. T は全測地的な埋め込みGrp(K
m) → Grp′(W )も決定している。

すなわち KerT⊥ (⊂ W ⊂ Γ(V ))内の切断の共通零点が Grp(K
m)であ

る。この事実はモジュライ空間の自然なトポロジー（L2-スカラー積か
ら誘導されたトポロジー）による、モジュライ空間のコンパクト化の
幾何学的意味を考察する上で重要となる。

注意. f : (M, g, J) → Grp(W ) がコンパクトケーラー多様体からの正
則写像の場合には、EH性から V → M は Einstein-Hermite(EH)束で
なければならない。しかしこの条件の下、条件 (III)は、

ev ◦ T 2 ◦ ev∗ = IdV

だけでよいことがわかる。また、W = H0(M,V )である。

とくに f : (M, g, J) → Grp(C
m)の場合には、方程式

ev ◦ T 2 ◦ ev∗ = IdV

の左辺は運動量写像とも解釈できる。
そのために、Γ (Hom(W,V ))をL2-Hermite積により、ケーラー多様

体とみなす。すると (V, hV ,∇) → M のゲージ群 GV はそのケーラー構
8



造を保つようにΓ (Hom(W,V )) に作用することがわかる。gV → Mを
(V, hV ,∇) → M の歪エルミートベクトル束準同型がなすベクトル束と
する。このとき、Γ(gV )は GV のリー代数とみなせる。そこで、GV の
作用に対する運動量写像を µ : Γ (Hom(W,V )) → Γ(gV ) とすれば、

µ(Φ) =
√
−1ΦΦ∗

となる。ただし、Γ(gV )とその双対を同一視した。Φ = ev ◦T とすれば
上の方程式 ev ◦T 2 ◦ ev∗ = IdV は、µ(Φ) =

√
−1IdV となる。したがっ

て、定理 4.6より、モジュライ空間は µ−1(
√
−1IdV ) ∩ H(W )となる。

5. 応用

定理 5.1. (板東-大仁田 [1]) f : CP 1 → CP nをエネルギー密度が定数
関数となる調和写像とすれば、f は標準写像にゲージ同値である。

定理 5.2. (Calabi[2]) f : CPm → CP nを正則等長写像とすれば、f は
標準写像にゲージ同値である。

定理 5.3. f : CPm → CP n (m ≧ 2)をエネルギー密度が定数関数とな
る調和写像とする。O(1) → CP nの標準接続の引き戻しが標準接続で
あれば、f はTothの意味での多項式写像となる。

Tothの意味での多項式調和写像の定義に関しては、[9]に詳しいので、
ここでは触れないが、その定義において、用語は異なるものの、ゲー
ジ性が要求されているので、多項式調和写像の定義において、‘‘ 多項
式”写像であることを要請しなくとも自動的に従うと言うのが上の定
理の主張である。
いずれの場合も、問題となる写像がゲージ性、EH性を満たすことが

示されるので、定理 4.6を使うことにより、統一的な証明が得られる。
細かいことではあるが、ゲージ同値性を問題にしているので、上の二
つの定理はオリジナルのものよりも若干強い主張である。

6. 複素射影直線から複素２次曲面への正則等長埋め込み

複素射影直線CP 1上のケーラー形式ω0をRO(1) = −2π
√
−1ω0 とな

るように固定する。ここで、RO(1)はCP 1上の超平面束上の標準接続
の曲率形式である。
また、複素２次曲面を実グラスマン多様体Grn(R

n+2)として実現し、
Grn(R

n+2)のケーラー形式ωQをRQ = −2π
√
−1ωQ が満たされるよう

に固定する。ここで、RQはGrn(R
n+2)上の普遍商束上の標準接続の

接続形式である。

定義 6.1. f : CP 1 → Grn(R
n+2)を正則埋め込みとする。正整数 kが

存在して、f ∗ωQ = kω0 を満たすときに、f を次数 kの正則等長写像と
いう。

補題 6.2. f : CP 1 → Grn(R
n+2)を正則埋め込みとする。このとき、

次の２条件は同値である。
(1) f は次数 kの正則等長写像である。

9



(2)複素２次曲面 Grn(R
n+2)の普遍商束上の標準接続の f による引き

戻し接続がO(k) → CP 1上の標準接続にゲージ同値である。
さらにこの２条件の下、ある実数 µが存在して、A = −µIdO(k)と

なる。

したがって、次数 kの正則等長写像のモジュライを求めるにあたり、
定理 4.6を利用することが可能となる。

定理 6.3. [6] f : CP 1 → Grn(R
n+2) を次数 kの充満な正則等長写像と

すれば、n ≦ 2kが成り立つ。
Mk を次数 kの CP 1 から Gr2k(R

2k+2) への充満な正則等長写像の
ゲージ同値性によるモジュライ空間であるとする。
このとき、Mkは SU(2)表現空間内⊕k≧2l

l=1 S2k−4lC2内の有界な開凸体
とみなせる。
自然なトポロジーによるMk のコンパクト化の下、境界にある点は

Gr2k(R
2k+2)内の全測地的部分多様体 Grp(R

p+2), (p < 2k) への充満
な正則等長写像を代表している。また、Grp(R

p+2) は普遍商束 Q →
Gr2k(R

2k+2) の切断の零点集合として表される。

注意. dimMk = k(k− 1) であり、Mkはケーラー多様体の構造を持つ
こともわかる。

注意. 定理4.6を利用して得られる、写像に対応する (W,T )を用いれば、
KerT⊥ (⊂ W ⊂ Γ(O(k)))内の切断の共通零点がGrp(R

p+2)である。

像同値性によるモジュライ空間を求めるには、O(k) → CP 1の標準
接続のホロノミー群の中心化群を考察しなければならない。実際、中
心化群 S1はMkにスカラー倍として作用することがわかる。

定理 6.4. [6] Mk を次数 kの充満なCP 1からGr2k(R
2k+2) への正則等

長写像の像同値性によるモジュライ空間であるとする。
このとき、

Mk = Mk/S
1

が成り立つ。

注意. 次数 kが偶数の場合には、SU(2)同変正則等長写像の互いに像同
値ではない 1パラメータ族が存在することがわかる。

注意. MkへのS1作用はケーラー構造を保つ。その運動量写像は ||T ||2
である。
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