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1 導入

一般次元に拡張されたPlateau問題の解は一般に特異点を待つ. 特に錐状特異点を持つ解の特異

点における接錐と, 球面の共通部分は球面の極小部分多様体となる. このような錐は同一境界をも

つ部分多様体のうちで面積最小になる. 面積最小錐を具体的に構成することは面積最小部分多様体

に現れる特異点を調べる上で重要となる.

G. R. Lawlor [L] は錐の面積最小性に対する判定法 (曲率判定法) を与え, それを用いて, 球面

同士の直積の上の面積最小錐の分類と, 球面の等質超曲面上の面積最小錐のリストを与えている.

Kerckhove [Ke] は, Lawlorの曲率判定法を用いて SU(n), SO(n)の随伴表現の孤立軌道上の錐が,

いくつかの例外を除き, 面積最小になることを示した. 広橋-菅野-田崎 [HKT] は面積非増加レトラ

クションを群の作用を用いて具体的に構成することで, B型の制限ルート系を持つ既約な対称空間

の線型イソトロピー表現の軌道として得られるいくつかの対称R空間上の錐が面積最小となるこ

とを示した. また, 菅野 [Ka] は Lawlorの曲率判定法を用いて, いくつかの対称R空間上の錐の面

積最小性を示している. 本稿では, 対称R空間より一般の極小R空間の上の錐の面積最小性を考え

る. [HKT]の面積非増加レトラクションを構成する方法を一般の R空間に適用できるように拡張

し, 面積最小錐の新しい例を与え, 特に階数 2の対称空間の線型イソトロピー表現の孤立軌道とし

て得られるR空間上の錐の面積最小性を調べる. 本講演の内容は, 首都大学東京の酒井高司先生と

の共同研究に基づく.

2 準備

2.1 錐と面積非増加レトラクション

まず, 錐とその面積最小性を定義しよう. Sn−1 ⊂ Rnを単位球面とし, B ⊂ Sn−1を Sn−1のコン

パクト部分多様体とする. このとき

CB = {tx ∈ Rn | 0 ≤ t, x ∈ B}

C1
B = {tx ∈ Rn | 0 ≤ t ≤ 1, x ∈ B}
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と定義し, CB をB上の錐と呼ぶ. CB, C1
B ともに原点において唯一の孤立特異点を持つ.

定義 1. C1
B が, B を境界に持つ整カレントをして面積最小であるとき, CB を面積最小であると

いう.

次に, 面積非増加レトラクションを定義する.

定義 2. m ≤ nとし, V n, Wmをそれぞれ n,m次元の実計量ベクトル空間とする. このとき, 線

型写像 F : V → W の Jacobian JF を次の式で定義する.

JF = sup{∥F (v1) ∧ · · · ∧ F (vm)∥}

ただし, v1, . . . , vmは V の正規直交系全体を動く.

定義 3. レトラクションΦ : Rn → CB が可微分であるとは, Φ : Rn \Φ−1({0}) → CB \ {0}が C1

級であるときに言う. 可微分レトラクションが面積非増加であるとは, 各 x ∈ Rn \ Φ−1({0})につ
いて J(dΦx) ≤ 1が成り立つときに言う.

次の命題が成り立つ.

命題 1. Bを Sn−1のコンパクト部分多様体とする. このとき, RnからB上の錐CBへの面積非増

加レトラクション Φ : Rn → CB が存在するならば, CB は面積最小錐である.

Proof. SをBを境界に持つ整カレントとする. このとき, Φ(S) ⊃ C1
B だから,

Vol(C1
B) ≤ Vol(Φ(S)) = Vol(Φ(S) \ {0}) ≤

∫
S\Φ−1({0})

∥dΦ(e1 ∧ · · · ∧ ek)∥dµS

≤
∫
S\Φ−1({0})

J(dΦx)dµS ≤
∫
S\Φ−1({0})

1dµS ≤
∫
S
1dµs = Vol(S)

が成り立つ. ただし, {e1, . . . , ek}は Sの正規直交枠である.

CB が面積最小錐であれば, CB はRnの極小部分多様体になる. また CB が極小であることとB

が Sn−1の極小部分多様体となることは同値である. したがって CB が面積最小錐であるためには

Bが Sn−1の極小部分多様体であることが必要である.

[L] では, CB への面積非増加レトラクションが存在するための十分条件を微分不等式によって

表し, 数値評価によってその存在を示している. 一方 [HKT]ではCB への面積非増加レトラクショ

ンを群の作用で具体的に構成することで錐の面積最小性を示している.

2.2 Riemann対称対と制限ルート系

前に述べたとおり, 面積最小錐は球面の極小部分多様体上の錐である. したがって, 球面の極小

部分多様体上の錐を考え, その面積最小性を判定すれば良い. 球面の極小部分多様体を得るために
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本稿では対称空間の線型イソトロピー表現を用いる. 対称空間とその制限ルート系についての言葉

を準備する.

Gを連結でコンパクトな Lie群とし, θ を Gの対合的自己同型写像とする. θ の不動点集合を

F (θ,G), その単位連結成分を F (θ,G)0と表す. Gの閉部分群Kが, F (θ,G)0 ⊂ K ⊂ F (θ,G)を満

たし, かつAdG(K)がコンパクトであるとき, 対 (G,K)をコンパクトRiemann 対称対と呼ぶ.

gをGの Lie環, kをK の Lie環とする.

k = {X ∈ g | dθ(X) = X}

が成り立つ. gのAd(G)で不変な内積を, ⟨·, ·⟩と表す. すると ⟨·, ·⟩は, G上の両側不変計量を誘導

し, GからG/K への自然な射影 πによってG/K のG不変計量を誘導する. これらの計量も同じ

記号 ⟨·, ·⟩で表すことにする. このとき, G/K は ⟨·, ·⟩に関してコンパクト Riemann対称空間にな

り, 逆に全てのコンパクトなRiemann対称空間はこの方法で得られる.

m = {X ∈ g | dθ(X) = −X}

とおくと, dθが対合的であることから, gは,

g = k+m

と直交直和分解される. この分解を標準分解と呼ぶ. o ∈ G/K を固定すると, To(G/K)とmは dπ

によって同一視される. 本稿ではコンパクト型の対称空間のみを考えるので, gは半単純であると

仮定する. さて, gのルート系と (g, k)の制限ルート系を定義しよう. m内の極大可換部分空間 aを

一つ固定し, aを含む gの極大可換部分環 tを一つ取り固定する. α ∈ tに対して,

g̃α = {X ∈ gC | [H,X] =
√
−1⟨α,H⟩X (H ∈ t)}

とおき, gのルート系 R̃を

R̃ = {α ∈ t \ {0} | g̃α ̸= {0}}

で定める. また, α ∈ aに対して,

gα = {X ∈ gC | [H,X] =
√
−1⟨α,H⟩X (H ∈ a)}

とおき, (g, k)の制限ルート系Rを

R = {α ∈ a \ {0} | gα ̸= {0}}

で定める.

tから aへの直交射影をH 7→ H で表すことにする.

R̃0 = {α ∈ R̃ | α = 0}
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とおくと,

R = {α | α ∈ R̃ \ R̃0}

と表すことができる.

aの基底を延長して tの直交基底をつくり, その基底に関する辞書式順序<を aと tに入れる. す

ると, 各H ∈ tに対して, H > 0ならばH > 0が成り立つ. この順序に関する R̃の基本系を F̃ と

書く.

F̃0 = {α ∈ F̃ | α = 0}

とおくと, Rの<に関する基本系 F は,

F = {α | α ∈ F̃ \ F̃0}

で与えられる. また, 正のルートを R̃+, 正の制限ルートをR+ で表すことにすると,

R+ = {α ∈ R | α ∈ R̃+ \ R̃0}

が成り立つ.

k0 = {X ∈ k | [X,H] = 0(H ∈ a)}

とおき, 各 α ∈ R+に対して,

kα = k ∩ (gα + g−α)

mα = m ∩ (gα + g−α)

と定めると, 次の補題が成り立つ, (Lemma 1.1 in [T])

補題 1. (1)

k = k0 +
∑
α∈R+

kα , m = a+
∑
α∈R+

mα

は直交直和分解である.

(2) α ∈ R̃+ \ R̃0に対して, Sα ∈ k, Tα ∈ mが存在して,

{Sα | α ∈ R̃+, α = λ}, {Tα | α ∈ R̃+, α = λ}

はそれぞれ kλ, mλの正規直交基底となり, 任意のH ∈ aに対して,

[H,Sα] = ⟨α, H⟩Tα, [H,Tα] = −⟨α, H⟩Sα

が成り立つ.

λ ∈ Rに対して dimmλ = dim kλとなるので, この値をm(λ)と表し, λの重複度という. aの部

分集合Dを

D =
∪
λ∈R

{H ∈ a | ⟨α,H⟩ = 0}
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で定め, a \DをWeyl領域と呼ぶ. また, 基本領域 Cを

C = {H ∈ a | ⟨α,H⟩ > 0 (α ∈ F )}

で定める. Cの閉包 Cは
C = {H ∈ a | ⟨α,H⟩ ≥ 0 (α ∈ F )}

で与えられる. F の部分集合∆に対して, Cの部分集合 C∆を

C∆ = {H ∈ C | ⟨α,H⟩ > 0 (α ∈ ∆), ⟨β,H⟩ = 0 (β ∈ F \∆)}

で定めると次の補題が成り立つ. (Lemma 1.2 in [HKT])

補題 2. (1) 各∆1 ⊂ F に対して,

C∆1 =
∪

∆⊂∆1

C∆

は非交和となる.

(2) 任意の部分集合∆1, ∆2 ⊂ F に対して, ∆1 ⊂ ∆2と C∆1 ⊂ C∆2 は同値である.

β ∈ F に対して, Hβ ∈ aを,

⟨α,Hβ⟩ = δαβ (α ∈ F )

で定める. ただし, δαβ はクロネッカーのデルタである. すると, 各∆ ⊂ F に対して,

C∆ =

{∑
α∈∆

xαHα

∣∣∣∣∣ xα > 0

}

が成り立つ.

ZH = {g ∈ G | Ad(g)H = H}

ZH
K = {k ∈ K | Ad(k)H = H}

とおくと,

ZH
K = ZH ∩K

が成り立つ. ZH は連結であることが証明できる. (see [HKT]) また,

Z∆
K = {k ∈ K | Ad(k)|C∆ = id}

とおくと, 次の定理が成り立つ. ([HKT])

定理 1. ∆ ⊂ F とH ∈ C∆に対して,

Z∆
K = ZH

K

が成り立つ.
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3 レトラクションの構成

KのG/Kへの自然な作用の微分表現として, Kの To(G/K)への表現が得られる. この表現は,

GのKへの自然な射影 πの微分 dπによって, KのAdGによるmへの表現と同値になる. この表

現のことを s表現と呼ぶ. s表現は直交表現であるから, その軌道は球面の部分多様体となる. また,

軌道空間は Cと同相になり, 補題 2における Cの分割は, s表現の軌道型による分割になっている.

mの単位超球面を Sと書くと, 軌道の基点H を C ∩ Sからとれば, 軌道Ad(K)H は Sの部分多様

体となる. さらに, 各軌道型ごとに唯一つ極小軌道が存在することが次の定理から分る. ([HTST])

定理 2. 空でない任意の∆ ⊂ F に対して, 唯一つA∆ ∈ C∆ ∩ Sが存在して, Ad(K)A∆は Sの極

小部分多様体になる.

系 1. 孤立軌道 (すなわち∆ = {α} ⊂ F )は極小軌道である.

定理 2 の証明の中では, R空間Ad(K)HのHにおけるm内での平均曲率ベクトルmH が, ルー

ト系の言葉で次のように具体的に与えられている.

mH = −
∑

α∈R̃+\R̃∆
+

α

⟨α,H⟩

この表示は KItagawa, Ohnita ([KO])の結果である. よってAd(K)H が S内で極小部分多様体に

なるためには, ある定数 aが存在して,

mH = aH

となることが必要十分である. このように得られる極小軌道に対して次に述べるようなレトラク

ションの構成によって極小軌道上の錐の面積最小性を考えることをできる. レトラクションの構成

には次の補題を用いる.

補題 3. 写像 ϕ : C → C が, 任意の∆ ⊂ F に対して, ϕ(C∆) ⊂ C∆ を満たすとき, 写像 Φ : m →
m ;X = Ad(k)H 7→ Ad(k)ϕ(H) は k ∈ K の取り方によらず定まる. ただし, k ∈ K, H ∈ C で
ある.

次の定理は [HKT]のレトラクションの構成法の拡張になる. この拡張により, 任意の A ∈ C に
対して, mから, R空間Ad(K)A上の錐 CAd(K)A へのレトラクションを構成することができる.

定理 3. A ∈ Cに対して, ∆0 = {α ∈ F | ⟨α,A⟩ > 0}とおく. f を C上の C0級関数とする. C0級

写像 ϕ : C → {tA | t ≥ 0}を ϕ(x) = f(x)Aで定義する. f が

(1) 任意の t ≥ 0に対して, f(tA) = t

(2) ∆0を含まない任意の∆ ⊂ F に対して, f |C∆ = 0

を満たすとき, ϕは補題 3によって, レトラクション Φ : m → CAd(K)A に拡張される.
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Proof. まず, ϕが補題 3の仮定を満たすことを示そう. ∆ ⊂ F に対して, ∆0 ⊂ ∆ならば, 補題 2

より, C∆0 ⊂ C∆となる. よって,

ϕ(C∆) = {tA | t ≥ 0} ⊂ C∆0 ⊂ C∆

また, ∆0 ⊂ ∆でないとき, f の条件から ϕ(C∆) = {0} ⊂ C∆ となる. よって ϕは補題 3の仮定を

満たし, Φは矛盾なく定まる. 次に, Φが錐 CAd(K)Aへのレトラクションとなることを示す.

Φ(m) = {Ad(k)f(H)A | k ∈ K, H ∈ C}

= {tAd(k)A | k ∈ K, t ≥ 0} = CAd(K)A

であるので, Φはmから CAd(K)Aへの全射である. また, Ad(k)tA ∈ CAd(K)Aに対して,

Φ(Ad(k)tA) = Ad(k)ϕ(tA)A = Ad(k)tA

であるから, Φ|CAd(K)A
= idとなる. 更に Φの連続性が次のように示される. P∞ ∈ mに収束す

る mの点列 {Pn}n∈Nを任意に取る. このとき Pnと P∞は, P∞ = Ad(k∞)H∞, Pn = Ad(kn)Hn

と kn, k∞ ∈ K, Hn, H∞ ∈ C を用いて表される. 射影 m → C; Ad(k)H 7→ H は連続だから,

limn→∞Hn = H∞ を得る. ∆∞ = {α ∈ F | ⟨α,H∞⟩ > 0}とおき, ZH∞
K = {k ∈ K | Ad(k)H∞ =

H∞} , Z∆∞
K = {k ∈ K | Ad(k)|C∆∞ = id}と定める. すると, [HKT]の結果から ZH∞

K = Z∆∞
K

が成り立つので, {kn}n∈N の任意の集積点 k̃ に対して, Ad(k̃)|C∆∞ = Ad(k∞)|C∆∞ が成り立ち,

limn→∞Ad(kn)|C∆∞ = Ad(k∞)|C∆∞ を得る. よって

lim
n→∞

Φ(Pn) = lim
n→∞

Ad(kn)f(Hn)A = Ad(k∞)f(H∞)A = Φ(P∞)

となり, Φ が連続であることが示された.

命題 2. 定理 3で構成されたレトラクションΦ : m → CAd(K)Aは, 制限Φ|a\Φ−1({0})がC1級ならば,

可微分である. このとき, Φが面積非増加であることと, 各 x ∈ C \Φ−1({0})に対して J(dΦx) ≤ 1

を満たすことは同値である.

Proof. m \ Φ−1({0}) の点のみで考えれば良い. さらに H ∈ C において Φ が C1 級であれば,

Ad(k)H においても C1級であるから, H ∈ C \ Φ({0}) で Φの可微分性を示す. このH に対して,

∆ = {λ ∈ F | ⟨λ,H⟩ > 0} とおく. f(H) > 0だから, ∆0 ⊂ ∆であり, C∆0 ⊂ C∆ となることに注

意する. さて, 補題 1より

m = a+
∑

α∈R̃+\R̃0

R · Tα

だから, 各方向についての方向微分を考えよう. 仮定から a方向には C1級であることがわかるの

で, Tα方向の偏微分を考える. ⟨α,H⟩ = 0のとき, 補題 1より, [Tα,H] = ⟨α,H⟩Sα = 0 だから, あ

る k ∈ ZH
K が存在して, Ad(k)H = H, Ad(k)Tα ∈ a とできる. よって,

Φ(H + tTλ) = Ad(k)−1Φ(Ad(k)(H + tTλ))
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となり, Tα方向の微分は a方向の微分だと思って良い事がわかる.

最後に, ⟨α,H⟩ ̸= 0の場合を考える. c(t) = Ad(exp(−Sα/⟨α,H⟩))Hとおけば, c(0) = H, c′(0) =

Tαとなるので,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φ(c(t)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Φ

(
Ad

(
exp

(
−tSα

⟨α,H⟩

))
H

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ad

(
exp

(
−tSα

⟨α,H⟩

))
ϕ(H)

=
−[Sa, ϕ(H)]

⟨α,H⟩

=
⟨α,A⟩
⟨α,H⟩

f(x)Tα

以上から, Φが C1 級であることがわかった. Φ|m\Φ−1({0}) は C1 級だから, 写像 C \ Φ−1({0}) →
R ;x 7→ J(dΦx) は連続である. したがって J(dΦx) ≤ 1(x ∈ C \Φ−1({0}))ならば J(dΦx) ≤ 1(x ∈
C \ Φ−1({0}))が成り立つ.

次の命題で構成した Φの Jacobianを計算できる.

命題 3. 定理 3で構成した Φの Jacobianは, 各 x ∈ C \ Φ−1({0})に対して,

J(dΦ)x = ∥(gradf)x∥
∏

λ∈R+\R∆
+

(
⟨λ,A⟩
⟨λ, x⟩

f(x)

)m(λ)

と表される. ただし, R∆
+ = {λ ∈ R+ | ⟨λ,A⟩ = 0}

Proof. x ∈ C \Φ−1({0})に対して, Φの定義から, dΦx(a) ⊂ R ·Aとなる. また, α ∈ R̃に対して,

命題 2の証明から,

(dΦ)x(Tα) =
⟨α,A⟩
⟨α, x⟩

f(x)Tα

となる. したがって,

(dΦ)x

∑
λ∈R+

mλ

 ⊂
∑

λ∈R+\R∆
+

mλ

を得る. よって, J(dΦx)の aへの制限の Jacobianを J1(x), J(dΦx)の
∑

λ∈R+
mλへの制限の Ja-

cobianを J2(x) と置けば, aと各mαは直交するから,

J((dΦ)x) = J1(x)J2(x)

が成り立つ. まず J1(x)を求める. 単位ベクトル v ∈ aに対して,

(dΦ)x(v) = (dϕ)x(v) = (df)x(v)A

= ⟨(gradf)x, v⟩A .
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したがって,

J1(x) = sup{∥(dΦ)x(v)∥ | v ∈ a, ∥v∥ = 1}

= ∥(gradf)x∥

となる. 次に J2(x)を求める. ⟨α,A⟩ = 0なる α ∈ R̃+に対しては, (dΦ)x(Tα) = 0なので, R∆
+ =

{λ ∈ R+ | ⟨λ,A⟩ = 0} と置けば,

ker(dΦ)x ∩
∑
λ∈R+

mλ =
∑
λ∈R∆

+

mλ

となる.すると, {Tα ∈ m | α ∈ R̃+, ⟨α, A⟩ > 0}は
(∑

λ∈R∆
+
mλ

)⊥
の正規直交基底になる.よって,

J2(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
∧

α∈R̃+

⟨α,A⟩>0

(dΦ)x(Tα)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
∧

α∈R̃+

⟨α,A⟩>0

⟨α,A⟩
⟨α, x⟩

f(x)Tα

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∏
α∈R̃+

⟨α,A⟩>0

⟨α,A⟩
⟨α, x⟩

f(x) =
∏

λ∈R+\R∆
+

(
⟨λ,A⟩
⟨λ, x⟩

f(x)

)m(λ)

.

よって,

J(dΦx) = ∥(gradf)x∥
∏

λ∈R+\R∆
+

(
⟨λ,A⟩
⟨λ, x⟩

f(x)

)m(λ)

が言えた.

4 面積最小錐の例

定理 3, 命題 2と命題 3によって, 極小 R空間上の錐の面積最小性を調べることができる. まず,

階数 2のコンパクト型対称対の s表現の孤立軌道上の錐について考える. これらの表現の主軌道は,

球面の等質超曲面となる.球面の極小な等質超曲面上の錐の面積最小性は, [Hs], [L]においてすでに

調べられている. ルート系の記号は, [Bo]に従う. 代数的な計算については, 部分的に Maxima1を

用いた. 具体的な計算に入る前に, 記号を整理しよう.

F = {α1, . . . , αl}

∆ ⊂ F に対して,

C∆ = {H ∈ a | ⟨α,H⟩ > 0(α ∈ ∆), ⟨β,H⟩ > 0(β ∈ F \∆)}
1http://maxima.sourceforge.net/
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Hαj を

⟨αi, Hαj ⟩ = δij

で定めると, Hα1 , . . . , Hαl
は aの基底であるから, x ∈ aに対して,

x =
l∑

i=1

xiHαi (xi ∈ R)

と表される. S ⊂ mを単位超球面とし, ∆ ⊂ F を一つ固定すると, 定理 2より, A∆ ∈ C∆ ∩ Sが存

在して, 軌道Ad(K)A∆は, Sの極小部分多様体になる. ∆ = {αi}のとき, A∆をAiと表すことに

する, まず, 階数 2の既約な対称対の場合の孤立軌道 (つまり A1, A2を通る軌道)上の錐について

考える.

4.1 A2型の場合

mの正規直交基底 e1, . . . , enをうまく取ると,

a =

{
3∑

i=1

ξiei |
3∑

i=1

ξi = 0

}

F = {α1 = e1 − e2, α2 = e2 − e3}

とできる. また, R+ = {α1, α2, α1 +α2} となる. A2型の場合は全ての制限ルートの重複度は一致

するため, m(λ) = mとおいていく. Hα1 = 1
3(2e1 − e2 − e3), Hα2 = 1

3(e1 + e2 − 2e3) であり, A2

型の場合, A1を通る軌道と A2を通る軌道は同じものが出てくるので, A1を通る軌道のみを考え

れば良い.

4.1.1 Ad(K)A1上の錐

∆ = {α1}とおけば,

A1 =
Hα1

∥Hα1∥
=

1√
6
(2e1 − e2 − e3)

となり,

R∆
+ = {λ ∈ R+ | ⟨λ,A1⟩ = 0} = {α2}

である. ここで, C上の関数 f を

f(x) =

√
2

3

(
⟨α1, x⟩2

⟨
α1 +

3

2
α2, x

⟩) 1
3

=

√
2

3

(
x21

(
x1 +

3

2
x2

)) 1
3

と定めれば,

(1) f(tA1) =
√

2
3

((√
3
2 t
)3) 1

3

= t

10



(2) ∆を含まない任意の∆′ ⊂ F に対して, C∆′
上では x1 = 0であるので, f |C∆′ = 0

を満たす. よって, f は定理 3の仮定を満たすので, mから錐 CAd(K)A1
へのレトラクション Φが

構成され, 命題 2から Φは可微分レトラクションであることが分かる. 命題 3からその Jacobian

J(dΦ)xは

J(dΦ)x = ∥(gradf)x∥
∏

λ∈R+\R∆
+

(
⟨λ,A1⟩
⟨λ, x⟩

f(x)

)m(λ)

と表される.

∂f

∂x1
(x) =

√
2

3

(
x21

(
x1 +

3

2
x2

))− 2
3

(x21 + x1x2)

∂f

∂x2
(x) =

√
2

3

(
x21

(
x1 +

3

2
x2

))− 2
3 x21

2

であるから,

J1(x) = ∥(gradf)x∥ =

√
2

3

(
x21

(
x1 +

3

2
x2

))− 2
3

∥(x21 + x1x2)α1 +
x21
2
α1∥

=

√
2

3

(
x21

(
x1 +

3

2
x2

))− 2
3

√
3

2
x41 + 3x31x2 + 2x21x

2
2

一方で,

J2(x) =

(
⟨α1, A1⟩
⟨α1, x⟩

f(x)

)m(⟨α1 + α2, A1⟩
⟨α1 + α2, x⟩

f(x)

)m

=

(x21 (x1 + 3
2x2
)) 2

3

x1(x1 + x2)

m

=


(
x1
(
x1 +

3
2x2
)2) 1

3

x1 + x2


m

いま,

(x1 + x2)
3 − x1

(
x1 +

3

2
x2

)2

=
3

4
x1x

2
2 + x32 ≥ 0

であるから, 
(
x1
(
x1 +

3
2x2
)2) 1

3

x1 + x2

 ≤ 1

となる. ここで,

D = J1(x)×


(
x1
(
x1 +

3
2x2
)2) 1

3

x1 + x2


2
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とおくと,

J(dΦ)x = D ×


(
x1
(
x1 +

3
2x2
)2) 1

3

x1 + x2


m−2

だから, D ≤ 1ならばm ≥ 2のとき, J(dΦ)x ≤ 1となる.

D =

√
2

3

(
x21

(
x1 +

3

2
x2

))− 2
3

√
3

2
x21 + 3x31x2 + 2x21x

2
2 ×


(
x1
(
x1 +

3
2x2
)2) 1

3

x1 + x2


2

=

√
x21 + 2x1x2 +

4
3x

2
2

(
x1
(
x1 +

3
2x2
)2) 1

3

(x1 + x2)2

=

(
(3x21 + 6x1x2 + 4x22)

3x21(2x1 + 3x2)
4

3324(x1 + x2)12

) 1
6

である.

3324(x1 + x2)
12 − (3x21 + 6x1x2 + 4x22)

3x21(2x1 + 3x2)
4

= 216x101 x22 + 2376x91x
3
2 + 11925x81x

4
2 + 35838x71x

5
2 + 71120x61x

6
2

+ 96888x51x
7
2 + 91152x41x

8
2 + 57888x31x

9
2 + 23328x21x

10
2 + 5184x1x

11
2 + 432x122

≥ 0

となるから, D ≤ 1となる. したがって, A2型の場合のA1を通る軌道上の錐はm = m(α1) ≥ 2の

とき, 面積最小となる.

B2型, C2型, BC2型, G2型の場合についてもA2型の場合と同様に C上の関数 f を具体的に与

え, Jacobianを評価することで錐の面積最小性が示される.

結果, 次の表を得る. 面積最小錐には⃝が記してある.
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5 Reducible cases

次に 2つのR空間の直積上の錐について考えたい. (G,K)が 2つの対称対 (Gi,Ki) (i = 1, 2)を

用いて, (G,K) = (G1 ×G2,K1 ×K2)と表される場合の s表現を考えれば十分である. 各 i = 1, 2

に対して, (Gi,Ki)の階数を liとおけば, (G,K)の階数 lは l = l1 + l2である. 対称対 (Gi,Ki)に

関する記号を以下のように与える.

gi = ki +mi

を標準分解, ai ⊂ mi を極大可換部分空間, Riを aiに関する制限ルート系, Fi = {αi1, . . . , αili}
を制限ルート系の基本系, Ri+を正の制限ルート全体のなす集合とする. また,

Ci = {H ∈ ai | ⟨α,H⟩ > 0 (α ∈ Fi)},

∆ ⊂ Fiに対して,

C∆
i = {H ∈ ai | ⟨α,H⟩ > 0 (α ∈ ∆), ⟨β,H⟩ = 0 (β ∈ Fi \∆)}

とさだめる. (Gi,Ki)の s表現の直和表現を考えると, それは (G,K)の s表現となる. このとき, こ

の s表現の軌道空間 Cは,

C = C1 × C2

と表される. ∆ ⊂ F は∆i ⊂ Fiを用いて, ∆ = ∆1 ∪∆2と表される. 定理 2により, ∆iに対して,

(Gi,Ki)の s表現の極小軌道の基点 A∆i
i が存在する. ここで, ki = dimAd(Ki)A

∆i
i , k = k1 + k2

とおくと,

A∆ =

√
k1
k
A∆1

1 +

√
k2
k
A∆2

2 ∈ C

は (G,K)の s表現の極小軌道の基点になる.

定理 4. ∆ = ∆1 ∪∆2 (∆i ⊂ Fi)とする. Ad(Ki)A
∆i
i 上の錐に対して定理 3と Ci上の関数 fiに

よって面積非増加レトラクションが構成され, さらに

∏
λ∈Ri+\R∆i

i+

(
⟨λ,A∆i

i ⟩
⟨λ, x⟩

fi(x)

)m(λ)

≤ 1

が任意の x ∈ Ciについて成り立つと仮定する. このとき, dimAd(Ki)A
∆i
i ≥ 3ならば, C = C1×C2

上のある関数 f と定理 3によってAd(K)A∆上の錐への面積非増加レトラクションが構成され,

∏
λ∈R+\R∆

+

(
⟨λ,A∆⟩
⟨λ, x⟩

f(x)

)m(λ)

≤ 1

が任意の x ∈ Cについて成り立つ.
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Proof. ki = dimAd(Ki)A
∆i
i , k = k1+ k2とし, ai =

√
ki
k とおく. すると, A∆ = a1A

∆1
1 + a2A

∆2
2

と表される. a21 + a22 = 1に注意しておく. C1 × C2上の関数 f を, (x1, x2) ∈ C1 × C2に対して,

f(x1, x2) =
f1(x1)f2(x2)

a32f1(x1) + a31f2(x2)

で定める. ただし, f1 = f2 = 0のとき, f = 0とする. f が定理 3の仮定を満たすことを確かめよ

う. 任意の t > 0に対して,

f(tA∆) =
f1(ta1A

∆1
1 )f2(ta2A

∆2
2 )

a32f1(ta1A
∆1
1 ) + a31f2(ta2A

∆2
2 )

=
t2a1a2

ta32a1 + ta31a2

=
t2

t(a22 + a21)

= t

である. また, ∆を含まない∆′ ⊂ F に対して, ∆′
i ⊂ Fiを用いて∆′ = ∆′

1 ∪∆′
2 と表すと, i = 1, 2

のどちらかについて, ∆′
iは∆i を含まない, したがって, C∆′

上で, f1 = 0と f2 = 0の少なくとも

どちらか一方が成り立つ. したがって, f |C∆′ = 0がなりたつ. 以上より, f は定理 3の仮定を満た

す. この f と定理 3によって構成される mから錐 CAd(K)A∆ へのレトラクションを Φとし, その

Jacobianを考えよう. 命題 3から, x ∈ Cに対して

J(dΦ)x = ∥(gradf)x∥
∏

λ∈R+\R∆
+

(
⟨λ,A∆⟩
⟨λ, x⟩

f(x)

)m(λ)

と計算される.

J1(x) = ∥(gradf)x∥

J2(x) =
∏

λ∈R+\R∆
+

(
⟨λ,A∆⟩
⟨λ, x⟩

f(x)

)m(λ)

とおく. まず, J1(x)を計算する.

x = (x1, x2) = (x11, . . . , x
l1
1 , x

1
2, . . . , x

l2
2 ) ∈ C = C1 × C2に対して,

∂f

∂xj1
=

∂f1
∂xj

1

a31f2(x2)
2

(a32f1(x1) + a31f2(x2))
2

(j ∈ {1, . . . , l1})

∂f

∂xj2
=

∂f2
∂xj

2

a32f1(x1)
2

(a32f1(x1) + a31f2(x2))
2

(j ∈ {1, . . . , l2})

であるから,

(gradf)x =
a31f2(x2)

2(gradf1)x1 + a32f1(x1)
2(gradf2)x2

(a32f1(x1) + a31f2(x2))
2
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よって,

J1(x) = ∥(gradf)x∥ =

√
a61f2(x2)

4∥(gradf1)x1∥2 + a62f1(x1)
4∥(gradf2)x2∥2

(a32f1(x1) + a31f2(x2))
2

となる.一方で, R∆
+ = {λ ∈ R+ | ⟨λ,A∆⟩ = 0}について, R+ = R1+∪R2+, A

∆ = a1A
∆1
1 +a2A

∆2
2

だから, R∆
+ = R∆1

1+ ∪R∆2
2+ である. したがって,

J2(x) =
∏

λ∈R+\R∆
+

(
⟨λ,A∆⟩
⟨λ, x⟩

f(x)

)m(λ)

=
∏

λ∈R1+\R∆1
1+

(
⟨λ, a1A∆1

1 ⟩
⟨λ, x1⟩

f(x)

)m(λ) ∏
µ∈R2+\R∆2

2+

(
⟨µ, a2A∆2

2 ⟩
⟨µ, x2⟩

f(x)

)m(µ)

=
∏

λ∈R1+\R∆1
1+

(
⟨λ,A∆1

1 ⟩
⟨λ, x1⟩

f1(x1)
a1f(x)

f1(x1)

)m(λ) ∏
µ∈R2+\R∆2

2+

(
⟨µ,A∆2

2 ⟩
⟨µ, x2⟩

f2(x2)
a2f(x)

f2(x2)

)m(µ)

ここで,

J2i(xi) =
∏

λ∈Ri+\R∆i
i+

(
⟨λ,A∆i

i ⟩
⟨λ, xi⟩

fi(xi)

)m(λ)

とおき, ∑
λ∈Ri+\R∆i

i+

m(λ) = dimAd(Ki)A
∆i
i = ki

に注意すれば,

J2(x) = J21(x1)J22(x2)

(
a1f(x)

f1(x1)

)k1 (a2f(x)

f2(x2)

)k2

仮定から, J2i(xi) ≤ 1であるから,

J2(x) ≤
(
a1f(x)

f1(x1)

)k1 (a2f(x)

f2(x2)

)k2

.

(
a1f(x)

f1(x1)

)k1 (a2f(x)

f2(x2)

)k2

=

(
a1

f1(x1)

)k1 ( a2
f2(x2)

)k2

f(x)k

=

(
a1

f1(x1)

)k1 ( a2
f2(x2)

)k2 ( f1(x1)f2(x2)

a32f1(x1) + a31f2(x2)

)k

=
(a1f2(x2))

k1(a2f1(x1))
k2

(a32f1(x1) + a31f2(x2))
k

であり,

X1 =
f2(X2)

a2
, X2 =

f1(x1)

a1
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とおけばこれは,

D̃(X1, X2) :=
Xk1

1 Xk2
2

(a21X1 + a22X2)k

と表される. よって, X1, X2 > 0に対して, D̃(X1, X2) ≤ 1ならば, x ∈ C に対して J2(x) ≤ 1が

なりたつ. したがって D̃の最大値が 1以下であれば良い. さらに, t > 0に対して, D̃(tX1, tX2) =

D̃(X1, X2)であるから,

P = {(X1, X2) ∈ R2 | X1, X2 > 0, a21X1 + a22X2 = 1}

上に D̃を制限して考えれば十分である. D̃|P = Xk1
1 Xk2

2 であるから, X2 =
1−a21X1

a22
に注意すれば,

∂D̃

∂X1
= k1X

k1−1
1 Xk2

2 +Xk1
1 (−k2

a21
a22

)Xk2−1
2

= Xk1−1
1 Xk2−1

2 (k1X2 − k2
a21
a22

X1)

= k1X
k1−1
1 Xk2−1

2 (X2 −X1)

となる. したがって, D̃の臨界点は P 上でX1 = X2 = 1のみであると分かる. X1が 0または 1
a21
に

近づくとき, D̃は 0に収束する. D̃の最大値は, D̃(1, 1) = 1である. したがって, J2(x) ≤ 1が示さ

れた. つぎに, J(dΦ)xについて考える. J1i(xi) = ∥(gradfi)xi∥とおくことにすると,

J(dΦ)x = J1(x)J2(x)

= ∥(gradf)x∥J2(x)

=

√
a61f2(x2)

4J11(x1)2 + a62f1(x1)
4J12(x2)2

(a32f1(x1) + a31f2(x2))
2

J21(x1)J22(x2)
(a1f2(x2))

k1(a2f1(x1))
k2

(a32f1(x1) + a31f2(x2))
k

=

√
a61f2(x2)

4J11(x1)2J21(x1)2J22(x2)2 + a62f1(x1)
4J12(x2)2J21(x1)2J22(x2)2

(a32f1(x1) + a31f2(x2))
k+2

× (a1f2(x2))
k1(a2f1(x1))

k2

≤
√

a61f1(x1)
4 + a62f2(x2)

4(a1f2(x2))
k1(a2f1(x1))

k2

(a32f1(x1) + a31f2(x2))
k+2

=

√
a61f2(x2)

4 + a62f1(x1)
4(a1f2(x2))

k1(a2f1(x1))
k2

(a32f1(x1) + a31f2(x2))
k+2

=

√
a21X

4
1 + a22X

4
2X

k1
1 Xk2

2

(a21X1 + a22X2)k+2

となる.

D(X1, X2) =
(a21X

4
1 + a22X

4
2 )X

2k1
1 X2k2

2

(a21X1 + a22X2)2k+4

とおけば, J(dΦ)xの最大値はDの最大値以下になる. D(tX1, tX2) = D(X1, X2)となるから, 先

ほどと同様にD|P の最大値を考えれば十分である.

D|P = (a21X
4
1 + a22X

4
2 )X

2k1
1 X2k2

2
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であるから, D|P の微分は以下のように計算される.

∂D

∂X1
= 4

(
a21X

3
1 − a21

a22
a22X

3
2

)
X2k1

1 X2k2
2

+ (a21X
4
1 + a22X

4
2 )

(
2k1X

2k1−1
1 X2k2

2 − 2k2
a21
a22

X2k1
1 X2k2−1

2

)
= 4a21(X

3
1 −X3

2 )X
2k1
1 X2k2

2 + 2(a21X
4
1 + a22X

4
2 )(k1X

2k1−1
1 X2k2

2 − k1X
2k1
1 X2k2−1

2 )

= 2X2k1−1
1 X2k2−1

2

{
2a21(X

3
1 −X3

2 )X1X2 + k1

(
k1
k
X4

1 +
k2
k
X4

2

)
(X2 −X1)

}
= 2a21X

2k1−1
1 X2k2−1

2

{
2(X3

1 −X3
2 )X1X2 −

(
k1X

4
1 + k2X

4
2

)
(X1 −X2)

}
= −2a21X

2k1−1
1 X2k2−1

2 (X1 −X2)
{(

k1X
4
1 + k2X

4
2

)
− 2(X2

1 +X1X2 +X2
2 )X1X2

}
= −2a21X

2k1−1
1 X2k2−1

2 (X1 −X2)

×
{(

(k1 − 3)X4
1 + (k2 − 3)X4

2

)
+ 3(X1 −X2)

4 + 10(X1 −X2)
2
}
.

したがって, DP の臨界点は, k1 ≥ 3, k2 ≥ 3のときX1 = X2 = 1のみである. また, X1が 0また

は 1
a21
に近づくとき, D|P は 0に収束する. D(1, 1) = 1となるから, Dの最大値は 1である. すなわ

ちD ≤ 1. よって, J(dΦ)x ≤ 1となり, 構成した錐へのレトラクションΦは面積非増加である.
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