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1. 平坦な切断をもつ等径部分多様体
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平坦な切断をもつ等径部分多様体

N : リーマン多様体

M ↪→ N : 部分多様体

.

定義 (Heintze-Liu-Olmos)

.

.

.

. ..

.

.

M : 平坦な切断をもつ等径部分多様体

⇐⇒
def


• M の法ホロノミー群は自明である
• M は平坦な切断をもつ
• M の十分近くの平行部分多様体達が、
放射方向に関して CMCである
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平坦な切断をもつ等径部分多様体

MMv

放射方向

v

x

Σx
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2. 等焦部分多様体と平坦な切断をもつ

等径部分多様体
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等焦部分多様体と平坦な切断をもつ等径部分多様体

G/K : コンパクト型対称空間

M : G/K 内のコンパクト部分多様体

A : M の形テンソル

R : G/K の曲率テンソル

v : M の平行法ベクトル場

Fvx(s) := det

(
cos(s

√
R(vx)) −

sin(s
√

R(vx))√
R(vx)

◦ Avx

)
(x ∈ M)

(R(vx) := R(·, vx)vx)
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等焦部分多様体と平坦な切断をもつ等径部分多様体

.

事実 2.1.

.

.

.

. ..

.

.

M : 等焦部分多様体

⇐⇒
{

M の各平行法ベクトル vに対し、
F−1
vx

(0) = F−1
vy

(0) (∀ x, y ∈ M)

.

事実 2.2.

.

.

.

. ..

.

.

M : 平坦な切断をもつ等径部分多様体

⇐⇒
{

M の各平行法ベクトル vに対し、
Fvx = Fvy (∀ x, y ∈ M)

.

事実 2.3.

.

.

.

. ..

.

.

M : 等焦部分多様体
⇐⇒ M : 平坦な切断をもつ等径部分多様体
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3. 複素等焦部分多様体と平坦な切断をもつ

等径部分多様体
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複素等焦部分多様体と平坦な切断をもつ等径部分多様体

G/K : 非コンパクト型対称空間

M : G/K 内の完備な部分多様体

A : M の形テンソル

R : G/K の曲率テンソル

v : M の平行法ベクトル場

F c
vx

(z) := det

(
cos(z

√
R(vx)c) −

sin(s
√

R(vx)c)√
R(vx)c

◦ Ac
vx

)
(x ∈ M)
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複素等焦部分多様体と平坦な切断をもつ等径部分多様体

.

事実 3.1

.

.

.

. ..

.

.

M : 複素等焦部分多様体

⇐⇒
{

M の各平行法ベクトル場 vに対し、
(F c
vx

)−1(0) = (F c
vy

)−1(0) (∀ x, y ∈ M)

.

事実 3.2.

.

.

.

. ..

.

.

M : 平坦な切断をもつ等径部分多様体

⇐⇒
{

M の各平行法ベクトル場 vに対し、
F c
vx

= F c
vy

(∀ x, y ∈ M)
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複素等焦部分多様体と平坦な切断をもつ等径部分多様体

.

事実 3.3.

.

.

.

. ..

.

.

M : 平坦な切断をもつ等径部分多様体
=⇒ M : 複素等焦部分多様体

.

事実 3.4.

.

.

.

. ..

.

.

M : curvature-adapted複素等焦部分多様体
=⇒ M : 平坦な切断をもつ等径部分多様体
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4. プロパー複素等径部分多様体

と代数的等径部分多様体
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プロパー複素等径部分多様体と代数的等径部分多様体

M ↪→ Rmν

A : M の形テンソル

.

定義

.

.

.

. ..

.

.

M : 複素等径部分多様体

⇐⇒
def


• M の法ホロノミー群は自明である
• 各平行法ベクトル場 vに対し、Ac

vx
の固有値らは

xによらず一定である

注意
Avx は正規直交基底に関して対角可能である
とは限らず、さらに、Ac

vx
も擬正規直交基底

に関して対角可能であるとは限らない。
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プロパー複素等径部分多様体と代数的等径部分多様体

.

定義

.

.

.

. ..

.

.

M : プロパー複素等径部分多様体

⇐⇒
def


• M は複素等径部分多様体である
• 各法ベクトルwに対し、Ac

wは擬正規直交基底
に関して対角化可能である

.

定義

.

.

.

. ..

.

.

M : 代数的等径部分多様体

⇐⇒
def


• M の法ホロノミー群は自明である
• 各平行法ベクトル場 vに対し、Avx の特性多項式が

xによらず一定である
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プロパー複素等径部分多様体と代数的等径部分多様体

同様に、(無限次元)擬ヒルベルト空間内で複素等径部分多様体，
プロパー複素等径部分多様体、および、代数的等径部分多様体
の概念が定義される。
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5. 相互関係
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相互関係

M̃ := (π ◦ ϕ)−1(M) ↪→ H0([0, 1], g)
↓ ϕ

G

↓ π

M ↪→ G/K(
G/K : 非コンパクト型対称空間
H0([0, 1], g) : 擬ヒルベルト空間

)
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相互関係

M :Hermann型作用の主軌道
⇓

M :プロパー複素等焦 ⇔ M̃ :プロパー複素等径
⇓ ? ̸⇑ ⇓　 ̸⇑

M :平坦切断をもつ等径 ⇔ M̃ :代数的等径
?

⇓ ⇓
M :複素等焦 ⇔ M̃ :複素等径

⇓ ̸⇑ ⇓　 ̸⇑
M :等焦 (コンパクト抜き) ⇔ M̃ :実等径
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相互関係

Bλ,i :=


λ 1

. . .
. . .

. . . 1
λ


(i,i)−type
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相互関係

Cα+
√
−1β, i :=



α −β 1 0
β α 0 1

. . .
. . .

. . .

. . .
. . . 1 0
. . . 0 1

α −β

β α


(2i,2i)−type
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相互関係

V : 擬ヒルベルト空間

A : V の自己随伴作用素

Aは、V の擬正規直交基底に関して上述の行列達の直和(
⊕
i

(
⊕
j

Bλij ,i

))
⊕
(

⊕
k

(
⊕
l

Cαkl+
√
−1βkl , k

))


|λij| > |λi,j+1| or λij = −λi,j+1

|αij +
√

−1βij| > |αi,j+1 +
√

−1βi,j+1|
or ”|αij +

√
−1βij| = |αi,j+1 +

√
−1βi,j+1|

& αij > αi,j+1”
or · · · · · ·


という形の行列で表現される。この行列をM(A)と表す。
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相互関係

.

事実 5.1.

.

.

.

. ..

.

.

M : プロパー複素等径

⇐⇒



M の各平行法ベクトル場 vに対し、

M(Avx) =
(

⊕
j

Bλx1j ,1

)
⊕
(

⊕
l

Cαx1l+
√
−1βx1l , 1

)
(∀ x ∈ M)

& M(Avx) = M(Avy) (∀ x, y ∈ M)

.

事実 5.2.

.

.

.

. ..

.

.

M : 代数的等径

⇐⇒
{

M の各平行法ベクトル場 vに対し、
M(Avx) = M(Avy) (∀ x, y ∈ M)
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相互関係

これらの事実から、

”プロパー複素等径 =⇒ 代数的等径”

一方、M. A. Magid (Pacific J. Math. 118, 1985)は、

ローレンツ空間内の null曲線に沿う Cartan枠を用いて、

プロパー複素等径ではない代数的等径超曲面の例を

いくつか構成した。 よって、

”代数的等径 ̸=⇒ プロパー複素等径”

注意 M. A. Magidは、代数的等径超曲面を
ローレンツ等径超曲面とよんでいる。
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6. 可解群作用
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可解群作用

.

定義 (ゲージ作用)

.

.

.

. ..

.

.

H1([0, 1], G) y H0([0, 1], g)

⇐⇒
def

{
(g ∗ u)(t) := Ad(g(t))u(t) − (Rg(t))

−1
∗ (g′(t))

(g ∈ H1([0, 1], G), u ∈ H0([0, 1], g))

注意
H0([0, 1], g)は、[0, 1]上の自明なGバンドル [0, 1] × G

のH0接続の空間であり、H1([0, 1], G)の各元は、
バンドル [0, 1] × Gにゲージ変換として作用する。
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可解群作用

G/K : 非コンパクト型対称空間

H : Gのリー部分群

P (G, H×K) := {g ∈ H1([0, 1], G) | (g(0), g(1)) ∈ H×K}

.

事実 6.1.

.

.

.

. ..

.

.

P (G, H × K) · u = (π ◦ ϕ)−1(H · (π ◦ ϕ)(u))
(u ∈ H0([0, 1], g))
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可解群作用

G = KAN : Gの岩澤分解

g = f + p : gの Cartan分解 (g, f : G, K のリー代数)

S : 可解群AN のリー部分群
s.t. prp((a + n) ⊖ s) : アーベル(

a, n, s : A, N, S のリー代数
prp : gから pへの射影

)

.

事実 6.2.

.

.

.

. ..

.

.

• S y G/K の各軌道は、平坦切断をもつ等径部分多様体
であるが、プロパー複素等焦部分多様体ではない。

• P (G, S × K) y H0([0, 1], g)の各軌道は、代数的等径部分
多様体であるが、プロパー複素等径部分多様体ではない。
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7. 今回得た結果
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今回得た結果

.

予想

.

.

.

. ..

.

.

プロパー複素等焦部分多様体は、平坦切断をもつ等径部分
多様体になるのではないか？

G/K : 階数 rの非コンパクト型対称空間

M : G/K内のCω 部分多様体

.

定理 1

.

.

.

. ..

.

.

M : 余次元 rのプロパー複素等焦部分多様体
=⇒ M : 平坦切断をもつ等径部分多様体
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.

定理 2

.

.

.

. ..

.

.

G/K のルート系が reducedとする。
このとき

M : 余次元 rのプロパー複素等焦部分多様体
=⇒ M : curvature-adapted
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今回得た結果

定理 1の証明の概略
v : M の平行法ベクトル場

テクニカルな議論により、次の事実が示される：

Spec R(vx) : x(∈ M)によらず一定

Spec R(vx) = {bv1, · · · , bvn}とする。

このとき、F c
vx
は次のように記述される：

F c
vx

(z) = det

cosh(z
√

−bvi )δij −
avij(x) sinh(z

√
−bvj )√

−bvj


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今回得た結果

W := {w ∈ T⊥x M |
√

−bw1 : · · · :
√

−bwn : integer ratio}

codim M = rank G/K より

W = T⊥x M

vx ∈ W とする。このとき、√
−bvi = mib (∀ i) (b ∈ R, mi ∈ Z)

と表せる。

それゆえ、F c
vx
は、ある

n∑
i=1

|mi|次多項式Gxを用いて、次のよ

うに記述される：

F c
vx

(z) = e−bz
∑n
i=1 |mi|Gx(e2bz)
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(F c
vx

)−1(0) : xによらず一定
− − − > G−1

x (0) : xによらず一定
− − − > Gx : 定数倍を除いて xによらず一定
− − − > F c

vx
: 定数倍を除いて xによらず一定

− − − > F c
vx

: xによらず一定
(F c
vx

)−1(0) = 1
(∀ x ∈ M)

さらに、W = T⊥x M より、次が示される：

F c
vx

: xによらず一定 (∀ v : 平行法ベクトル場)

よって、M : 平坦切断をもつ等径部分多様体 q.e.d.
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