
.

......

無限次元線形空間へのリフトを利用した

平均曲率流の研究について

小池 直之

東京理科大学理学部数学科

koike@ma.kagu.tus.ac.jp

Geometric flows and related problems

2016年 3月 4日

koike@ma.kagu.tus.ac.jp


目次

1. モチベーション

2. 平均曲率流の研究方法

3 Hamiltonの定理

4. ゲージ軌道の部分多様体幾何的研究

5. リーマン orbifoldにおける平均曲率流

6. ヒルベルト空間における正則化された平均曲率流

7. 幾何学量の発展

8. Hamilton型最大値の原理

9. 水平強凸性保存性定理

10. 今後の研究計画



モチベーション



モチベーション

モチベーション

c1

c2

Rm

TxRm

TyRm

τc1 = τc2

TxRm = TyRm = Rm

c1 c2

TxS
m

TyS
m

τc1 6= τc2

Sm 6= TxS
m 6= TyS

m 6= Sm



モチベーション

モチベーション

f̄t : M̄ ↪→ N (0 ≤ t < T ) : 平均曲率流

φ 極小ファイバーをもつ

V
ヒルベルト空間

NM̄

M

f̄t

ft

ft(M) = φ−1(f̄t(M̄))

TuV = V, Isom(V ) ∼= O(V ) n V

TuN 6= N, Isom(N) ≡ ??

リーマン沈めこみ

ft : M ↪→ V (0 ≤ t < T )は正則化された平均曲率流になる．

リーマン多様体
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平均曲率流の研究方法

Mt ⊂ (N, g̃)

平均曲率流のいくつかの研究方法

• レベルセット法による研究
(N 上の関数の発展として取り扱う研究)

利点 位相変化が許される． 弱点 曲率を精密に定義できない．

• 幾何的測度論に基づいた研究
(N 上のグラスマン束上の測度の発展として取り扱う研究)

利点 位相変化が許される． 弱点 曲率を精密に定義できない．

• C∞級はめ込みの発展として取り扱う研究

(N へのC∞級はめ込みのC∞族の発展)

利点 曲率が精密に定義できる． 弱点 位相変化が許されない．
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平均曲率流の研究方法

u1.2

u0

M0 := u−1
0 (c)

M1.2 := u−1
1.2(c)

R

c

N

∂u

∂t
= ||gradut|| · div

(
gradut

||gradut||

)



平均曲率流の研究方法

平均曲率流の研究方法

Mt sptµε
t

N

uε
t (0 ≤ t < ∞) :

∂u

∂t
= 4ut −

1

ε2
ut(1 − |ut|2)の解

µε
t :=

1

ln(1/ε)

(
1

2
||graduε

t ||
2 +

1

4ε2
(1 − |uε

t |
2)2
)
dVN (t ∈ [0,∞))

• ∃ {εi}∞i=1 s.t. limi→∞ εi = 0 & ∃ limi→∞ µεi
t

• {µt}t∈[0,∞) (µt := limi→∞ µεi
t )はBrakke flowになる．

• {Mt := sptµt}t∈[0,T )は余次元 2の平均曲率流になる．

lim
ε↓0

sptµε
t = Mt

• sptµε
t はMt上のディスクバンドル構造をもつ．

(放物型Ginzburg-Landau方程式)
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平均曲率流の研究方法

ft

f0(M)

f1.2(M)

M

N = Rn+r のとき，ftをグラフ写像 f
G
t : M → M × Rn+r

と同一視することにより，自明なベクトル束M × Rn+r → M

の切断とみなすことにより，{ft}をベクトル束の切断

N

の発展とみなすことができる．
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Hamiltonの定理

C∞級はめ込みの発展としての平均曲率流方程式と

リッチ流方程式は，共に，ベクトルバンドルの切断に対する

R.S. Hamiltonの意味の弱放物型非線形偏微分方程式

のクラスに属する．それゆえ，Hamiltonの定理により，

任意の滑らかな初期データに対する短時間における解の

存在性と一意性が示される．



Hamilton の定理

Hamiltonの定理

M : n次元コンパクト多様体

V : M 上のC∞ベクトルバンドル

Γ(V ) : V のC∞切断全体のなす空間

E : V から V への階数 2の微分作用素

DEf : Eの f(∈ Γ(V ))における線形化

σ(DEf) : DEf の表象

ft (0 ≤ t < T ) : V のC∞切断のC∞族

F : M × [0, T ) → V

⇐⇒
def

F (x, t) := ft(x) ((x, t) ∈ M × [0, T ))



Hamilton の定理

Hamiltonの定理

(∗)
∂ft

∂t
= E(ft)

任意の f ∈ Γ(V )と任意の ξ( 6= 0) ∈ Rnに対し，

σ(DEf)(ξ)x (∀x ∈ M)のすべての固有値の実部が

正であるとき，PDE(∗)は放物型であるとよばれる．

(注) σ(DEf)(ξ)xのすべての固有値の実部が正であるとは，

σ(DEf)(ξ)x (: Vx → Vx)の対称パートが正定値である

ことを意味する．



Hamilton の定理

Hamiltonの定理

Eが下記の条件を満たす写像

L : U × Γ(V ) → Γ(W )(
U : Γ(V )の 0切断を含む開集合

W : M 上のあるC∞ベクトルバンドル

)
を許容するとする：

• 各 f ∈ U に対し，L(f, ·)は 1階の微分作用素である

• Q : f 7→ L(f, E(f)) (f ∈ U)は 1階の微分作用素になる

• 各 f ∈ U と各 ξ( 6= 0) ∈ Rnに対し，

σ(DEf)(ξ)|N(σ(L(f))(ξ))のすべての固有値の実部が

正である (N(·) : (·)の零化空間)



Hamilton の定理

Hamiltonの定理

このとき，PDE

∂ft

∂t
= E(ft)

は，弱放物型 (weakly parabolic)とよばれる．

(注) 平均曲率流方程式

∂ft

∂t
= H(ft)

および，リッチ流方程式

∂gt

∂t
= −2Ric(ft)

は，弱放物型である．



Hamilton の定理

Hamiltonの定理

.
定理 3.1(Hamilton).
..

......

各 φ ∈ Γ(V )に対し，弱放物型偏微分方程式

∂ft

∂t
= E(ft)

の解 f で初期条件 f0 = φを満たすものは，

短時間において一意に存在する．



4. ゲージ軌道の部分多様体幾何的研究



ゲージ軌道の部分多様体幾何的研究

ゲージ軌道の部分多様体幾何的研究

M : n次元コンパクトリーマン多様体

G : コンパクトリー群

π : P → M : M 上のGバンドル

C(P ) : P のH0接続のなす空間

(リーマンヒルベルト多様体)

FC(P ) : P の平坦なH0接続のなす空間

(リーマンヒルベルト多様体)

G(= H1(M,G)) : P のH1ゲージ変換群

φ : C(P ) → C(P )/G : 軌道写像
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ゲージ軌道の部分多様体幾何的研究

φ|FC(P )

FC(P )/G

C(P )

φ

リーマンヒルベルト多様体 リーマンヒルベルト多様体

無限次元の層分割をもつ空間

FC(P )

有限次元の層分割をもつ空間

C(P )/G
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ゲージ軌道の部分多様体幾何的研究

C(P )

φ

リーマンヒルベルト多様体

C(P )/G

G · ω
ゲージ軌道 (=ファイバー)

dim(G · ω) = ∞, codim(G · ω) = ∞
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ゲージ軌道の部分多様体幾何的研究

FC(P )

φ

リーマンヒルベルト多様体

FC(P )/G

G · ω

ゲージ軌道 (=ファイバー)

dim(G · ω) = ∞, codim(G · ω)< ∞



ゲージ軌道の部分多様体幾何的研究

ゲージ軌道の部分多様体幾何的研究

.
事実 4.1(Maeda-Rosenberg-Tondeur).
..

......

• Gがアーベル群のとき，任意の ω ∈ C(P )に対して，

G · ωは全測地的部分多様体になる．
• 任意の ω ∈ FC(P )に対して，G · ωは，
正則化された平均曲率ベクトル場をもつ．

• dimM = 2 or oddのとき，任意の ω ∈ C(P )に対して，

G · ωは正則化された平均曲率ベクトル場をもつ．
• dimM = 4のとき，

G · ωが正則化された平均曲率ベクトル場をもつ
⇐⇒ ωがYang-Mills接続である
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ゲージ軌道の部分多様体幾何的研究

.
事実 4.2.
..

......

M = [0, 1], P = [0, 1] ×G(自明なGバンドル)のとき，

次が成り立つ：

• C(P ) = FC(P ) = H0([0, 1], g), G = H1([0, 1], G)

(g = LieG)

• C(P )/Gは 1点集合になる．
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ゲージ軌道の部分多様体幾何的研究

(G,K) : コンパクト対称対

P (G, {e} ×K)

:= {g ∈ H1([0, 1], G)) | (g(0), g(1)) ∈ {e} ×K)}
とおく．

.
事実 4.3.
..

......

• H0([0, 1], g)/P (G, {e} ×K) = G/K となり，軌道写像

ψ : H0([0, 1], g) → H0([0, 1], g)/P ({e} ×K) = G/K

の各ファイバーは，極小な正則化可能固有フレッドホルム

部分多様体になる．

• G/K に誘導される計量の下，G/K はリーマン対称空間

になる (この計量は非負曲率をもつ)．
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ゲージ軌道の部分多様体幾何的研究

H0([0, 1], g)

ψ

G/K

GC/KC

G∗/K

ヒルベルト空間

非負曲率 非正曲率

極小ファイバーをもつ

リーマン沈めこみ
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ゲージ軌道の部分多様体幾何的研究

H0([0, 1], g)

ψ

G/K

GC/KC

H0([0, 1], g∗)

ψ∗

G∗/K

ヒルベルト空間 擬ヒルベルト空間

非負曲率 非正曲率

極小ファイバーをもつ 極小ファイバーをもつ

リーマン沈めこみ 擬リーマン沈めこみ
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ゲージ軌道の部分多様体幾何的研究

φ : ヒルベルト空間 V からリーマン多様体N への

極小ファイバーをもつリーマン沈めこみ

M̄ : コンパクト多様体

f̄t : M ↪→ N (0 ≤ t < T ) : 平均曲率流
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ゲージ軌道の部分多様体幾何的研究

M := ∪
x∈M̄

({x} × φ−1(f0(x)))

ft : M ↪→ V (t ∈ [0, T ))

⇐⇒
def

ft(x, u) := (cx)
L
u(t) ((x, u) ∈ M)(

cx ⇐⇒
def

cx(t) := f̄t(x)

(cx)
L
u : cxの uを発する水平リフト

)
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ゲージ軌道の部分多様体幾何的研究

V

φ

N

ヒルベルト空間

非負曲率をもつ

極小ファイバーをもつ
リーマン沈めこみ

M̄

M

f̄t

ft

φ−1(f̄t(M̄)) = ft(M)

{f̄t}t∈[0,T ) : 平均曲率流 ⇐⇒ {ft}t∈[0,T )：正則化された平均曲率流

リーマン多様体
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ゲージ軌道の部分多様体幾何的研究

V

φ

N

ヒルベルト空間

非負曲率をもつ

極小ファイバーをもつ
リーマン沈めこみ

M̄

M

f̄t

ft

φ−1(f̄t(M̄)) = ft(M)

{f̄t}t∈[0,T ) : 平均曲率流 ⇐⇒ {ft}t∈[0,T )：正則化された平均曲率流

リーマン orbifold
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リーマン orbifold における平均曲率流

リーマン orbifoldにおける平均曲率流

M̄ : n次元コンパクト orbifold

(N, g̃) : (n+ r)次元リーマン orbifold

f̄t : M ↪→ N (0 ≤ t < T ) : C∞はめ込みのC∞族

F̄ : M̄ × [0, T ) → N

⇐⇒
def

F̄ (x, t) := f̄t(x) ((x, t) ∈ M̄ × [0, T ))

H̄t : f̄tの平均曲率ベクトル場



リーマン orbifold における平均曲率流

リーマン orbifoldにおける平均曲率流

.
定義
..

......

f̄t (0 ≤ t < T ) : 平均曲率流

⇐⇒
def

∂F̄

∂t
= H̄t (0 ≤ t < T )

(注) (N, g̃) = Rn+r のとき，H̄t = 4tf̄tとなる．(
4t : g̃から f̄tによって誘導されるオービ計量 ḡt

のリーマン接続∇t
に関するラプラス作用素

)



リーマン orbifold における平均曲率流

リーマン orbifoldにおける平均曲率流

.
事実 5.1.
..

......

任意の M̄ からN へのC∞級はめ込みϕに対して，

ϕを初期データとする平均曲率流が短時間において

存在する．



6. ヒルベルト空間における正則化された
平均曲率流
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ヒルベルト空間における正則化された平均曲率流

V : (可分な)ヒルベルト空間

M : ヒルベルト多様体

.
定義 (C.L. Terng)
..

......

f : M ↪→ V : 固有フレッドホルム

⇐⇒
def


• codimM < ∞,

• exp⊥ |B⊥1(M) : 固有写像

• exp⊥
∗v : フレッドホルム作用素 (∀ v ∈ T⊥M)
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ヒルベルト空間における正則化された平均曲率流

Av : f の v(∈ T⊥M)に対する形作用素

.
事実 6.1.
..
...... Av はコンパクト作用素
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ヒルベルト空間における正則化された平均曲率流

f : M ↪→ V : 固有フレッドホルム

.
定義 (Heintze-Liu-Olmos)
..

......

f : M ↪→ V : 正則化可能 ⇐⇒
def

∀ v ∈ T⊥M,

∃TrrAv (< ∞), ∃Tr(A2
v) (< ∞)

TrrAv :=

∞∑
i=1

(λi + µi)

(SpecAv = {µ1 ≤ µ2 ≤ ·· ≤ 0 ≤ ·· ≤ λ2 ≤ λ1})

Tr(A2
v) :=

∞∑
i=1

νi

(SpecA2
v = {ν1 ≥ ν2 ≥ · · · > 0})


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ヒルベルト空間における正則化された平均曲率流

.
定義
..

......

H ⇐⇒
def

〈H, v〉 = TrrAv (∀ v ∈ T⊥M)

この法ベクトル場H は，f の正則化された平均曲率ベクトル場

とよばれる．

4rf ⇐⇒
def

〈4rf, v〉 = Trr〈(∇df)(·, ·), v〉]

(∀ v ∈ T⊥M)(
∇ : f によって誘導されるM 上のリーマン計量

のリーマン接続

)
このとき，H = 4rf が成り立つ．
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ヒルベルト空間における正則化された平均曲率流

ft : M ↪→ V (0 ≤ t < T ) : 正則化可能固有フレッドホルム

C∞はめ込みのC∞族

F : M × [0, T ) → V

⇐⇒
def

F (x, t) := ft(x) ((x, t) ∈ M × [0, T ))

Ht : ftの正則化された平均曲率ベクトル場



ヒルベルト空間における正則化された平均曲率流

ヒルベルト空間における正則化された平均曲率流

.
定義
..

......

ft (0 ≤ t < T ) : 正則化された平均曲率流

⇐⇒
def

∂F

∂t
= Ht(= (4t)rft) (0 ≤ t < T )



7. 幾何学量の発展
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幾何学量の発展

V : ヒルベルト空間

(N, g̃) : (n+ 1)次元次元リーマン orbifold

φ : V → N : 極小ファイバーをもつリーマン沈め込み

M̄ : n次元コンパクト orbifold

f̄ : M̄ ↪→ N : C∞はめ込み

{f̄t}∈[0,T ) : f̄ を発する平均曲率流



幾何学量の発展

幾何学量の発展

M := ∪
x∈M̄

({x} × φ−1(f̄(x)))

ft : M ↪→ V (t ∈ [0, T ))

⇐⇒
def

ft(x, u) := (cx)
L
u(t) ((x, u) ∈ M)(

cx ⇐⇒
def

cx(t) := f̄t(x)

(cx)
L
u : cxの uを発する水平リフト

)



幾何学量の発展

幾何学量の発展

f̄(x)

u

cx

(cx)
L
u

(cx)
L
u(t)

f̄t(x)

f̄(M̄) f̄t(M̄)

f(M) ft(M)

φ

M (x, u)
f

M̄
f̄

V

N
x
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幾何学量の発展

• ft(M) = φ−1(f̄t(M̄))となる．

• {ft}t∈[0,T )は正則化された平均曲率流になる．



幾何学量の発展

幾何学量の発展

At : ftの形作用素

ht : ftの第 2基本形式

Ht : ftの正則化された平均曲率ベクトル場

πM : M × [0, T )からM への自然な射影



幾何学量の発展

幾何学量の発展

g : gt達から得られる誘導バンドル π
∗
M(T (0,2)M)の切断

A : At達から得られる誘導バンドル π
∗
M(T (1,1)M)の切断

h : ht達から得られる誘導バンドル π
∗
M(T (0,2)M)の切断

H : Ht達から得られる誘導バンドル F
∗TV の切断



幾何学量の発展

幾何学量の発展

H̃ : φの水平分布

Ht : φ ◦ ftの水平分布

H : Htから得られる π
∗
MTM の部分バンドル

prH : π∗
M(TM)からHへのバンドル直交射影

gH := g ◦ (prH × prH)

hH := h ◦ (prH × prH)

AH := prH ◦A ◦ prH
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幾何学量の発展

∇ : ∇t達から誘導される π∗
MTM の接続 (∇XY )(x,t) := ∇t

X(x,t)
Y(·,t), (∇ ∂

∂t
Y )(x,t) =

dY(x,·)

dt
(X,Y ∈ Γ(π∗

M(TM)))


∇H : ∇t達から誘導されるHの接続 (∇H

XY )(x,t) := prHt
(∇t

X(x,t)
Y(·,t)), (∇H

∂
∂t

Y )(x,t) =
dY(x,·)

dt
(X ∈ Γ(π∗

M(TM)), Y ∈ Γ(H))





幾何学量の発展

幾何学量の発展

4H : ∇Hを用いて定義されるサブラフラプラス作用素 (4HSH)(u,t) :=
n∑

i=1

∇H
ei∇H

eiSH (S ∈ Γ(π∗
M(T (r,s)M)))

((e1, · · · , en) : an o.n.b of H(x,t) w.r.t. (gH)(x,t))





幾何学量の発展

幾何学量の発展

[K3]において，gH, hH, ||H||が満たす発展方程式を得た．
([K2]も参照)

.
命題 7.1[K3].
..

......

∂gH

∂t
= −2||H||hH



幾何学量の発展

幾何学量の発展

.
命題 7.2[K3].
..

......

∂hH

∂t
(X,Y ) = (4HhH)(X,Y ) − 2||H||hH(AHX,Y )

−2||H||gH((Aφ
ξ )

2(X), Y ) + Tr
(
(AH)2 − (Aφ

ξ )
2
)
h(X,Y )

−Tr•gH
h(A•(A•X), Y ) − Tr•gH

h(A•(A•Y ), X)

−Tr•gH
h((∇•A)•X,Y ) − Tr•gH

h((∇•A)•Y,X)

−2Tr•gH
(∇•h)(A•X,Y ) − 2Tr•gH

(∇•h)(A•Y,X)

−2Tr•gH
h(A•X,A•Y ) (X,Y ∈ H)



幾何学量の発展

幾何学量の発展

.
命題 7.3[K3].
..

......

∂||H||
∂t

= 4H||H|| + ||H||Tr(AH)2 − 3||H||Tr((Aφ
ξ )

2)H



幾何学量の発展

幾何学量の発展

命題 7.2, 7.3におけるAφ, Aについて説明する．

• Aφ(∈ Γ(H̃∗ ⊗ H̃∗ ⊗ Ṽ)) : リーマン沈めこみ φ : V → N

のO’Neillの基本テンソル場(
⇔
def

Aφ
XY := (∇XY )V (X,Y ∈ Γ(H̃))

(H̃の積分可能性の障害度を表すもの)

)

• At(∈ Γ(H∗
t ⊗ H∗

t ⊗ Vt)) : φ ◦ ft : M → f̄t(M̄t)の

O’Neillの基本テンソル場

• A(∈ Γ(H∗ ⊗ H∗ ⊗ V)) : At達から得られるテンソル場



幾何学量の発展

幾何学量の発展

• (N, g̃)は非負曲率をもつ．

• (N, g̃) : 平坦 ⇒ Aφ = 0, A = 0(
それゆえ，命題 7.2,7.3における発展方程式

の右辺における後半部の項達は消える．

)



幾何学量の発展

幾何学量の発展

命題 7.2,7.3の証明で使用される基本的な関係式は次の通りで

ある：

• AX = AHX + Aφ
ξX

• (A2)HX = (AH)2X − (Aφ
ξ )

2X

•
[
∂

∂t
,XH

]
= 2||H||Aφ

ξ (XH)

(X ∈ Γ(TM))．ここで，ξは ft(M)の単法ベクトル場から

定義される Γ(F ∗TV )の元を表し，X は

X(x,t) := Xx ((x, t) ∈ M × [0, T ))

によって定義される Γ(π∗
MTM)の元を表す．



幾何学量の発展

幾何学量の発展

例 G : コンパクト半単純リー群

K : Gの閉部分リー群

Γ : Gの有限部分群

g, k : G, K のリー代数

B : gのキリング形式

(g, k)が簡約分解 g = k + pを許容するとする．



幾何学量の発展

幾何学量の発展

H0([0, 1], g)にBに関するL2内積を与える．

H1([0, 1], G)は，H0([0, 1], g)にゲージ変換の接続への作用

として次のように作用する：

(a ∗ u)(t) = AdG(a(t))(u(t)) − (Ra(t))
−1
∗ (a′(t))

(a ∈ H1([0, 1], G), u ∈ H0([0, 1], g))



幾何学量の発展

幾何学量の発展

P (G,Γ×K) := {a ∈ H1([0, 1], G) | (a(0), a(1)) ∈ Γ×K}

• P (G,Γ ×K)は，H0([0, 1], g)に概自由かつ等長的に作用

する．

• H0([0, 1], g)/P (G,Γ ×K)は Γ \G/K にオービ微分同相
になる．



幾何学量の発展

幾何学量の発展

Γ \G/K にB|p×pから誘導される

G不変リーマン (オービ)計量を与える．

• φ : H0([0, 1], g) → Γ \G/K は，極小ファイバー
をもつリーマン沈めこみになる．



8. Hamilton型最大値の原理



Hamilton 型最大値の原理

Hamilton型最大値の原理

G̃ : ヒルベルトリー群

M : ヒルベルト多様体

G̃ y M : 概自由な等長作用で，各軌道が正則化可能な

部分多様体であるようなもの

gt (t ∈ [0, T )) : M の G̃不変なリーマン計量のC∞族

g : {gt}t∈[0,T )を用いて定義される π
∗
M(T (0,2)M)の切断



Hamilton 型最大値の原理

Hamilton型最大値の原理

B ∈ Γ(π∗
M(T (r0,s0)M))

• ψB⊗ : Γ(π∗
M(T (r,s)M)) → Γ(π∗

M(T (r+r0,s+s0)M))

⇐⇒
def

ψB⊗(S) := B ⊗ S (S ∈ Γ(π∗
M(T (r,s)M)))

• ψ⊗k : Γ(π∗
M(T (r,s)M)) → Γ(π∗

M(T (kr,ks)M))

⇐⇒
def

ψ⊗k(S) := S ⊗ · · · ⊗ S
(k−times)

(S ∈ Γ(π∗
M(T (r,s)M)))
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Hamilton型最大値の原理

• ψgH,ij : Γ(π∗
M(T (r,s)M)) → Γ(π∗

M(T (r,s−2)M))

⇐⇒
def


(ψgH,ij(S))(x,t)(X1, · · · , Xs−2)

:=

n∑
k=1

S(x,t)(X1, · · · , ek
i
, · · · , ek

j
, · · · , Xs−2)

(S ∈ Γ(π∗
M(T (r,s)M)), X1, · · · , Xs−2 ∈ TxM)(

{e1, · · · , en} : H(x,t)の (gH)(x,t)に関する

正規直交基底

)



Hamilton 型最大値の原理

Hamilton型最大値の原理

• ψH,i : Γ(π
∗
M(T (1,s)M)) → Γ(π∗

M(T (0,s−1)M))⇐⇒
def

(ψH,i(S))(x,t)(X1, · · · , Xs−1) :=

Tr(prH(x,t)
◦ S(x,t)(X1, · · · , Xi−1, •, Xi, · · · , Xs−1)|H(x,t)

)

(S ∈ Γ(π∗
M(T (r,s)M)), X1, · · · , Xs−1 ∈ TxM).



Hamilton 型最大値の原理

Hamilton型最大値の原理

P : Γ(π∗
M(T (r,s)M))から

Γ(π∗
M(⊕∞

r′,s′=0 T
(r′,s′)M))への写像

.
定義
..

......

P がψB⊗, ψ⊗B, ψ⊗k, ψgH,ij, ψH,i達の合成や和によって

与えられているとき，P を多項式型写像という．



Hamilton 型最大値の原理

Hamilton型最大値の原理

P : Γ(π∗
M(T (0,2)M))からそれ自身への多項式型写像

{St}t∈[0,T ) : M 上の G̃不変な対称 2次共変テンソル場

のC∞級の 1パラメーター族



Hamilton 型最大値の原理

Hamilton型最大値の原理

.
定理 8.1.
..

......

{St}t∈[0,T )が次の発展方程式を満たしているとする：

∂SH

∂t
= 4HSH + ∇H

X0
SH + P (S)H

(X0 ∈ Γ(π∗
M(TM))

P は次の零ベクトル条件を満たしているとする：
(∀ ε > 0, ∀ (x, t) ∈ M̃ × [0, T ))[
X ∈ Ker ((S + εg)H)(x,t) ⇒ P (S + εg)(x,t)(X,X) ≥ 0

]
このとき， (S0)H > 0 ⇒ (St)H > 0 (∀ t ∈ [0, T ))



9. 水平強凸性保存性定理



水平強凸性保存性定理

水平強凸性保存性定理

G̃ : ヒルベルトリー群

V : ヒルベルト空間

G̃ y V : 概自由な等長作用で，各軌道が極小な正則化可能

部分多様体であるようなもの

φ : V → V/G̃ : 軌道写像



水平強凸性保存性定理

水平強凸性保存性定理

M(⊂ V ) : G̃不変な超曲面で，コンパクトな射影像をもつ

(φ(M) : コンパクト)ようなもの

f : M ↪→ V : M から V への包含写像

{ft}t∈[0,T ) : f を発する正則化された平均曲率流

• ftは G̃同変になる

(つまり，ft(g · u) = g · ft(u) (∀ g ∈ G̃, ∀u ∈ M))



水平強凸性保存性定理

水平強凸性保存性定理

L := sup
u∈V

max
(X1,··· ,X5)∈(Hφ

1 )
5

|〈Aφ
X1

((∇̃X2Aφ)X3X4), X5〉|(
Hφ

1 := {X ∈ Hφ | ||X|| = 1}
∇̃ : V のリーマン接続

)

L < ∞であると仮定する (V/G̃ コンパクト ⇒ L < ∞)．



水平強凸性保存性定理

水平強凸性保存性定理

(注) 次式が成り立つ：

•
0 = 〈R(XL, Y L)ZL,WL〉
= 〈R̄(X,Y )Z,W 〉 + 2〈AXLY L,AZLWL〉

−〈AY LZL,AXLWL〉 − 〈AZLXL,AY LWL〉,
•
〈(∇XR)(Y, Z)W,U〉 = C〈Aφ

XL((∇̃Y LAφ)ZLWL), UL〉
+ · · · · · · · · · · · ·

(X,Y, Z,W,U ∈ Γ(TM̄))．

ここで，∇, Rは，gのリーマン接続，曲率テンソルを表す．



水平強凸性保存性定理

水平強凸性保存性定理

.
定理 9.1(水平強凸性保存性定理).
..

......

||H0||2(hH)(·,0) > 2n2L(gH)(·,0) であるととする．

このとき，T < ∞であり，各 t ∈ [0, T )に対して，

||Ht||2(hH)(·,t) > 2n2L(gH)(·,t)
が成り立つ．

(注) この結果は，G. Huisken([Hu1,2])による完備リーマン

多様体における平均曲率流に沿う強凸性保存性定理に類似

するものである．



水平強凸性保存性定理

水平強凸性保存性定理

V



水平強凸性保存性定理

水平強凸性保存性定理

φ

V

N



10. 今後の研究計画
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今後の研究計画

.
問題
..

......

定理 9.1の条件下で，t ↑ T のとき，
ft(M)は φの 1つのファイバーに崩壊するのか？

この問題を，G̃不変な様々なM 上の幾何学量に対する

積分不等式 (積分領域は M̄ = φ(M))を求め，それらを

用いて肯定的に解決したいと考えている．
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今後の研究計画

.
グリーンの定理
..

......

∫
M̄

4Htρdvḡt = 0

(ρ ∈ C∞(M)G̃)

ここで，4Htρは，4Htρ = 4Htρ ◦ φとなるM 上の関数

を表す (4Htρは G̃不変になる).

(注) M̄ は orbifoldではあるが，この等式は成り立つ．
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今後の研究計画

.
部分多様体に関するソボレフ不等式
..

......

ある条件を満たす ρ ∈ C1(M)G̃に対して，次式が成り立つ：(∫
M̄
ρdvḡt

)n−1
n

≤ cn

(∫
M̄

||gradgHt
ρ||gHt

dvḡt +

∫
M̄

||Ht|| · |ρ|dvḡt
)
.
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今後の研究計画

.
ヘルダー不等式
..

......

1

p
+

1

q
= 1 (p > 0, q > 0)および

ρi ∈ Map(M,R)G̃ s.t. ρi ∈ Lp(M̄) ∩ Lq(M̄) (i = 1, 2)

に対して，次式が成り立つ：∫
M̄

|ρ1ρ2|dvḡt ≤ ||ρ1||Lp,ḡt × ||ρ2||Lq,ḡt.
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今後の研究計画

.
補間不等式
..

......

1 ≤ p < q < r ≤ ∞, θ :=
1/p− 1/q

1/p− 1/r
および

ρ ∈ Map(M,R)G̃ s.t. ρ ∈ Lp(M̄) ∩ Lr(M̄)

に対して，次式が成り立つ：

||ρ||Lq,ḡt ≤ ||ρ||1−θ
Lp,ḡt

× ||ρ||θLr,ḡt
.



今後の研究計画

ご清聴どうも有難うございました．


