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1. Hamiltonの定理
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Hamilton の定理

Hamiltonの定理

M : コンパクト多様体

V : M 上のベクトルバンドル

Γ(V ) : V の切断全体のなす空間

E : V の階数 2の非線形微分作用素

DEf : Eの f(∈ Γ(V ))における線形化

ft (0 ≤ t < T ) : Γ(V )におけるC∞曲線

F : M × [0, T ) → V

⇐⇒
def

F (x, t) := ft(x) ((x, t) ∈ M × [0, T ))
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Hamilton の定理

.

定理 1.1(Hamilton).

.

.

.

. ..

.

.

写像L : U × Γ(V ) → Γ(W )
(U : Γ(V )の開集合, W : M 上のあるベクトルバンドル)

で、次の条件を満たすようなものが存在するとする：

• L : 各成分に関して階数 2の微分作用素
• L ◦ (id × E) ◦ △Γ(V ) : 階数 1の微分作用素
• 各 f ∈ Γ(V )に対し、σ(DEf)|N(σ(L))×N(σ(L))

の各固有値の実部は正である(
σ(·) : (·)の表象
N(·) : (·)の零化空間

)
このとき，

各 f ∈ Γ(V )に対し、初期条件 F (·, 0) = f を満たす
∂F

∂t
= E(ft)

の解が短時間においてただ 1つ存在する。
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2. 平均曲率流とリッチ流
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平均曲率流とリッチ流

M : コンパクト多様体

N : 完備リーマン多様体

f : M からN へのはめ込み(
これは、グラフはめ込みGf := idM × f : M → M ×N

と同一視される (Gf ∈ Γ(M ×N))

)
ft : M ↪→ N (0 ≤ t < T ) : はめ込みのC∞級の

1パラメーター族

F : M × [0, T ) → N

⇐⇒
def

F (x, t) := ft(x) ((x, t) ∈ M × [0, T ))

特に、ftが埋め込みのとき、Mt := ft(M)とおく。
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平均曲率流とリッチ流

平均曲率流とリッチ流

Ht : ftの平均曲率ベクトル

H̃ : Ht達から得られる F ∗TN の切断

(H̃(x,t) := (Ht)x ((x, t) ∈ M × [0, T )))

.

定義

.

.

.

. ..

.

.

ft (0 ≤ t < T ) : 平均曲率流 ⇐⇒
def

∂F

∂t
= H̃
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平均曲率流とリッチ流

平均曲率流とリッチ流

N = Rm (m次元ユークリッド空間)の場合を考える。

このとき、ft, Htは、各々、
グラフはめ込み

idM × ft : M → M × Rm

idM ×Ht : M → M × Rm

と同一視される。これらは、Γ(M × Rm)の元とみなされる。

(注) Ht = △tftが成り立つ。(
△t : gt := f∗t g̃のラプラス作用素

(g̃ : Rmのユークリッド計量)

)
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平均曲率流とリッチ流

ft(M)’s

(id × ft)(M)’s

M × Rm
Rm

f̃∗( ∂∂t) = (Ht)x
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平均曲率流とリッチ流

平均曲率流とリッチ流

Γimm(M × Rm) := {idM × f | f ∈ Imm(M,Rm)}

E : Γimm(M × Rm) → Γ(M × Rm)
⇐⇒
def

E(f) = H (f ∈ Γimm(M × Rm))

(H : f の平均曲率ベクトル)

Eは、定理 1.1におけるような写像Lを許容することが示され
る。よって、定理 1.1により、次の事実が示される：
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平均曲率流とリッチ流

平均曲率流とリッチ流

.

事実

.

.

.

. ..

.

.

各はめ込み f : M ↪→ Rmに対し、f を発する
平均曲率流は、短時間において一意に存在する。

(注) この事実は、外の空間が一般の完備リーマン多様体の場合に
も成り立つことが、f(M)の各点のまわりで外の空間の局所
チャート (U, ϕ)達を補助的にとり、f の代わりに ϕ ◦ f 達に対
し、同様の議論を行うことにより、示される。
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平均曲率流とリッチ流

平均曲率流とリッチ流

M : コンパクト多様体

gt (0 ≤ t < T ) : M 上のリーマン計量のC∞級の
1パラメーター族

(gt ∈ Γ(T (0,2)M))

g̃ : M × [0, T ) → T (0,2)M

⇐⇒
def

g̃(x, t) := (gt)x ((x, t) ∈ M × [0, T ))

Rict : gtのリッチテンソル

πM : M × [0, T )からM への自然な射影

R̃ic : Rict達から得られる π∗M(T (0,2)M)の切断
(R̃ic(x,t) := (Rict)x ((x, t) ∈ M × [0, T )))
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平均曲率流とリッチ流

平均曲率流とリッチ流

.

定義 (リッチ流)

.

.

.

. ..

. .

gt (0 ≤ t < T ) : リッチ流 ⇐⇒
def

∂g̃

∂t
= −2R̃ic

(注)
∂g̃

∂t
⇐⇒
def

(
∂g̃

∂t

)
(x,t)

:=
dg̃(x,t)

dt
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平均曲率流とリッチ流

T ∗M ⊗ T ∗M

gt’s

0-section

(Rict)x

g̃∗(( ∂∂t)(t,x))

T ∗xM ⊗ T ∗xM
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平均曲率流とリッチ流

RMM : M のリーマン計量全体のなす空間

E : RMM → Γ(T (0,2)M)
⇐⇒
def

E(g) = −2Ric (g ∈ RMM)

(Ric : gのリッチテンソル)

Eは、定理 1.1におけるような写像Lを許容することが示され
る。よって、定理 1.1により、次の事実が示される：
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平均曲率流とリッチ流

平均曲率流とリッチ流

.

事実

.

.

.

. ..

.

.

M の各リーマン計量 gに対し、gを発するリッチ流は、
短時間において一意に存在する。

.

疑問

.

.

.

. ..

.

.

M の各擬リーマン計量 gに対し、gを発するリッチ流は、
短時間において一意に存在するのか？



. .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル
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平均曲率流とリッチ流

gt (0 ≤ t < T ) : リッチ流とする。

.

定義 (リッチソリトン)

.

.

.

. ..

.

.

gt (0 ≤ t < T ) : リッチソリトン
⇐⇒
def

M のC∞同相写像のC∞級の 1パラメーター族

ψt (0 ≤ t < T )とC∞正値関数 c : [0, T ) → Rで、
c(t)ψ∗t g0 = gt (0 ≤ t < T )となるようなものが
存在する。
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平均曲率流とリッチ流

g : M 上のリーマン計量とする。

.

定義 (リッチソリトン計量)

.

.

.

. ..

.

.

g : リッチソリトン計量
⇐⇒
def

gを発するリッチ流がリッチソリトンである。
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平均曲率流とリッチ流

ĝt
gt

[ĝt][gt]

RMM

RMM/Diff0(M) × R+

ĝt : リッチソリトンでないリッチ流
gt : リッチソリトン

ĝ
g

g : リッチソリトン計量
ĝ : リッチソリトン計量でないリーマン計量
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平均曲率流とリッチ流

平均曲率流とリッチ流

ft : M ↪→ Rm (0 ≤ t < T ) : 平均曲率流とする。

.

定義 (自己相似解)

.

.

.

. ..

.

.

ft (0 ≤ t < T ) : 自己相似解
⇐⇒
def

M のC∞同相写像のC∞級の 1パラメーター族

ψt (0 ≤ t < T )とC∞正値関数 c : [0, T ) → Rで、
c(t)ψ∗t f0 = ft (0 ≤ t < T )となるようなものが
存在する。
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平均曲率流とリッチ流

f : M ↪→ Rm : 等径超曲面はめ込み

ft (0 ≤ t < T ) : f を発する平均曲率流

ftは、あるC∞正値関数 c : [0, T ) → Rを用いて ft = c(t)f
と表わされるので、自己相似解である。
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平均曲率流とリッチ流

f

ft’s

ft = c(t)f
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3. 平均曲率流に関するHuiskenの結果
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平均曲率流に関するHuiskenの結果

M : n次元コンパクト多様体

N : (n+ 1)次元完備リーマン多様体

f : M ↪→ N : はめ込み

ft (0 ≤ t < T ) : f を発する平均曲率流

gt : ftによって誘導される計量

ht : ftの第 2基本形式

At : ftの形作用素

Ht : ftの平均曲率ベクトル場

ξt : ftの単位法ベクトル場
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平均曲率流に関するHuiskenの結果

g̃ : gt達から得られる π∗M(T (0,2)M)の切断

h̃ : ht達から得られる π∗M(T (0,2)M)の切断

Ã : At達から得られる π∗M(T (1,1)M)の切断

ξ̃ : ξt達から得られる F ∗(TN)の切断
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平均曲率流に関するHuiskenの結果

∇ : gtのリーマン接続∇t達から誘導される π∗M(TM)の接続 (∇XY )(x,t) := (∇t
XY )x, (∇ ∂

∂t
Y )(x,t) =

dY(x,·)

dt
(X, Y ∈ Γ(π∗M(TM)))



△ : ∇を用いて定義されるラプラス作用素 (△S)(x,t) :=
n∑
i=1

∇ei∇eiS (S ∈ Γ(π∗M(T (r,s)M)))

((e1, · · · , en) : TxM の (gt)xに関する正規直交基底 )


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平均曲率流に関する Huisken の結果

.

命題 3.1(Huisken).

.

.

.

. ..

.

.

•
∂g̃

∂t
= −2||H̃||h̃

•
∂||H̃||
∂t

= △||H̃|| + ||H̃||
(
Tr(Ã2) + RicN(ξ̃, ξ̃)

)
•

∂h̃

∂t
(X, Y ) = (△h̃)(X, Y ) − 2||H̃||h̃(ÃX, Y )

+Tr
(
Ã2 + RicN(ξ̃, ξ̃)

)
h̃(X, Y )

−RicN(X, ÃY ) + RN(X, ξ̃, ξ̃, AY )

−RicN(Y, ÃX) + RN(Y, ξ̃, ξ̃, AX)

+2Trg̃RN(Ã•, X, Y, •)

−(∇N
Y RicN)(X, ξ̃) − Tr(∇N

• RN)(X, ξ̃, Y )

(X, Y ∈ H)
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平均曲率流に関するHuiskenの結果

f : M ↪→ Rn+1 : はめ込み (dimM = n)

ft (0 ≤ t < T ) : f を発する平均曲率流

.

定理 3.2(Huisken).

.

.

.

. ..

.

.

f が強凸的はめ込み (つまり、h > 0)であるとする。
このとき、次の事実が成り立つ：

• ft (0 ≤ t < T ) : 強凸的はめ込み
• lim
t→T

ft : 定点写像

• lim
t→T

ct(ft − p) : 全臍的はめ込み(
p ∈ Rn+1 s.t. {p} = (lim

t→T
ft)(M)

ct : 正の定数 s.t. Vol(ct(ft−p))∗g̃ = Volf∗g̃

)
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平均曲率流に関するHuiskenの結果

f(M) f(M)
lim

t→T−0
ft(M) lim

t→T−0
f t(M)

ft :m. c. f. f t :volume-preserving m. c. f.
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平均曲率流に関するHuiskenの結果

g : M のリーマン計量

gt (0 ≤ t < T ) : gを発するリッチ流

.

定理 3.3(Hamilton)

.

.

.

. ..

.

.

gが正のリッチ曲率をもつとする。このとき、次の事実が
成り立つ：

• gt (0 ≤ t < T ) : 正のリッチ曲率をもつ
• lim
t→T

ctgt : 一定の断面曲率をもつ

(ct : 正の定数 s.t. Volctgt = Volg)
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平均曲率流に関するHuiskenの結果

N : 完備リーマン多様体

f : M ↪→ N : はめ込み
(dimM = n, dimN = n+ 1)

K1 := − min
{
0, min

α∈Gr2(M)
Sec(α)

}
K2 := max

{
0, max

α∈Gr2(M)
Sec(α)

}
L := max ||∇NRN ||

ft (0 ≤ t < T ) : f を発する平均曲率流
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平均曲率流に関するHuiskenの結果

.

定理 3.4(Huisken).

.

.

.

. ..

.

.

(∗) ||H||h > nK1g +
n2

||H||
Lg

が成り立ち、かつ、N の単射半径が正であるとする。
このとき、次の事実が成り立つ：
(i) ft (0 ≤ t < T ) : (∗)を満たす
(ii) lim

t→T
ft : 定点写像

(iii) lim
t→T

(expp ◦ct(exp−1
p ◦ft)) : 測地的球面はめ込み p ∈ N s.t. {p} = (lim
t→T

ft)(M)

ct : 正の定数 s.t. Vol
(expp ◦ct(exp

−1
p ◦ft))∗g̃ = Volf∗g̃


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平均曲率流に関するHuiskenの結果

N がコンパクト型対称空間G/Kの場合を考える。

M̂ := (π ◦ ϕ)−1(M)
f̂
↪→ H0([0, 1], g)

↓ ϕ

G

↓ π

M
f
↪→ G/K

コンパクト型
対称空間
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平均曲率流に関するHuiskenの結果

ft (0 ≤ t < T ) : f を発する平均曲率流

f̂t (0 ≤ t < T̂ ) : f̂ を発する (正則化された)平均曲率流

ftを調べる代わりに f̂tを調べることにより、定理 3.4の (i)を

おおよそ、示すことができた。つまり、定理 3.4の new proof

を、おおよそ、完成させた。
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4. ヒルベルト空間内の正則化可能な部分多様体
を発する平均曲率流
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ヒルベルト空間内の正則化可能な部分多様体を発する平均曲率流

V : 無限次元 (可分な)ヒルベルト空間

f : M ↪→ V : 余次元有限なはめ込み

.

定義 (プロパーフレッドホルム部分多様体)

.

.

.

. ..

.

.

M : プロパーフレッドホルム部分多様体

⇐⇒
def

{
• f は固有写像
• f の各形作用素はコンパクト作用素である
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ヒルベルト空間内の正則化可能な部分多様体を発する平均曲率流

.

定義 (正則化可能な部分多様体)

.

.

.

. ..

.

.

M : 正則化可能な部分多様体

⇐⇒
def



• M : プロパーフレッドホルム部分多様体
• ∀ v ∈ T⊥M,

∃ TrrAv (< ∞), ∃ Tr(A2
v) (< ∞)

TrrAv :=
∞∑
i=1

(λi + µi)

(SpecAv = {µ1 ≤ µ2 ≤ ·· ≤ 0 ≤ ·· ≤ λ2 ≤ λ1})

Tr(A2
v) :=

∞∑
i=1

νi

(SpecA2
v = {ν1 ≥ ν2 ≥ · · · > 0})


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f : M ↪→ V : 正則化可能な部分多様体

.

定義 (正則化された平均曲率ベクトル場)

.

.

.

. ..

.

.

H ⇐⇒
def

⟨H, v⟩ = TrrAv (∀ v ∈ T⊥M)

H をM の正則化された平均曲率ベクトル場という。
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ft : M ↪→ V (0 ≤ t < T ) : 正則化可能部分多様体の

C∞級の 1パラメーター族

F : M × [0, T ) → V

⇐⇒
def

F (x, t) := ft(x) ((x, t) ∈ M × [0, T ))

.

定義 (正則化された平均曲率流)

.

.

.

. ..

.

.

ft (0 ≤ t < T ) : 正則化された平均曲率流

⇐⇒
def

F∗(
∂

∂t
) = Ht (0 ≤ t < T )

(Ht : ftの正則化された平均曲率ベクトル場)
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.

問題

.

.

.

. ..

.

.

各正則化可能な部分多様体 f : M ↪→ V に対し、
f を発する (正則化された)平均曲率流は、(短時間において)

一意的に存在するか？



. .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

ヒルベルト空間内の正則化可能な部分多様体を発する平均曲率流

ヒルベルト空間内の正則化可能な部分多様体を発する平均曲率流

G : ヒルベルトリー群

V : ヒルベルト空間

G y V : 自由な等長作用で、各軌道が極小な正則化
可能な部分多様体であるようなもの

ϕ : V → V/G : 軌道写像
M : ヒルベルト多様体

f : M ↪→ V : 正則化可能な部分多様体

.

事実

.

.

.

. ..

.

.

f(M)がG不変、かつ、(ϕ ◦ f)(M)がコンパクト
であるならば、f を発する (正則化された)平均曲率流が、
短時間において、一意的に存在する。
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例

G/K : Gがコンパクト半単純リー群であるような、
コンパクト簡約リーマン等質空間

P (G, e×K) := {g ∈ H1([0, 1], G) |((g(0), g(1)) ∈
{e} ×K}

P (G, e×K)は、H0([0, 1], g)にゲージ作用の接続への

作用として、等長的かつ自由に作用し、その各軌道は、

極小な正則化された部分多様体になる。また、

H0([0, 1], g)/P (G, e×K) = G/K となる。
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5. コンパクト型対称空間内の等径部分多様体
を発する平均曲率流
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N : 完備リーマン多様体

f : M ↪→ N : はめ込み

.

定義 (平坦な切断をもつ等径部分多様体)(Heintze-Liu-Olmos)

.

.

.

. ..

.

.

M : 等径部分多様体

⇐⇒
def



• M の法ホロノミー群は自明である
• M は切断をもつ

(つまり、exp⊥(T⊥x M) : 全測地的 (∀x ∈ M))
• M の十分近くの平行部分多様体達が、
放射方向に関して CMCである

以下、等径部分多様体は、すべて、平坦な切断をもつものとする。
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コンパクト型対称空間内の等径部分多様体を発する平均曲率流

MMṽ

放射方向

ṽ

x

Σx

Mṽ := ηṽ(M)

(ηṽ ⇔
def

ηṽ(x) := exp⊥(ṽx) (x ∈ M)

ṽ : M の平行法ベクトル場
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G/K : コンパクト型対称空間

f : M ↪→ G/K : 等径部分多様体

x0 ∈ M

.

事実

.

.

.

. ..

.

.

M の x0における接焦点集合は、T⊥x0
M 内の、

有限個の「等間隔に並んだアフィン超平面の無限族」
からなり、それらのアフィン超平面に関する鏡映達の
生成する群は、離散群、つまり、Coxeter群になる。
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T⊥x0
M
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コンパクト型対称空間内の等径部分多様体を発する平均曲率流

G/K : コンパクト型対称空間

f : M ↪→ G/K : 極小でない等径部分多様体

ft (0 ≤ t < T ) : f を発する平均曲率流

M := f(M), Mt := ft(M)
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.

定理 5.1(K).

.

.

.

. ..

.

.

(i) Mt (0 ≤ t < T ) : M の平行部分多様体
(ii) T < ∞、かつ、F := lim

t→T
Mt : M の焦部分多様体

(iii) M : 既約、かつ、codimM ≥ 2、かつ、
pr : M → F : 球面的なファイブレーション

⇒ Mt (0 ≤ t < T ) : I型の特異性をもつ
(iv) M の任意の焦部分多様体 F̂ に対し、

∃M ′ : M の平行部分多様体 s.t. lim
t→T̂

M ′
t = F̂

(M ′
t (0 ≤ t < T̂ ) : M ′を発する平均曲率流)
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C̃(⊂ T⊥x0
M) : M の Coxeter群の (0を含む)

基本領域

C := exp⊥(C̃)

σ : ∂C(これは自然に層分割されている)の
1次元以上の層の 1つ

F : σを通るM の極小でない焦部分多様体

Ft (0 ≤ t < T ) : F を発する平均曲率流
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コンパクト型対称空間内の等径部分多様体を発する平均曲率流

.

定理 5.2(K).

.

.

.

. ..

.

.

(i) Ft (0 ≤ t < T ) : M の
◦
σを通る焦部分多様体

(ii) F ′ := lim
t→T

Ft : M の ∂σを通る焦部分多様体

(T < ∞)

(iii) M : 既約、かつ、codimM ≥ 2、かつ、
pr : F → F ′ : 球面的なファイブレーション

⇒ Ft (0 ≤ t < T ) : I型の特異性をもつ
(iv) ∂σを通るM の任意の焦部分多様体 F̂ に対し、

∃ F̂ ′ :
◦
σを通るM の焦部分多様体
s.t. lim

t→T̄
F̂ ′t = F̂

(F̂ ′t (0 ≤ t < T̄ ) : F̂ ′を発する平均曲率流)
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コンパクト型対称空間内の等径部分多様体を発する平均曲率流

Mt −→
(t→T1)

F 1

non−min.

F 1
t −→

(t→T2)
F 2

non−min.

. . .

F k−1
t −→

(t→Tk)
F k
min.(

F 1 : M の焦部分多様体
F i : F i−1の焦部分多様体 (i = 2, · · · , k)

)
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M̃ := (π ◦ ϕ)−1(M) ↪→ H0([0, 1], g)
↓ ϕ

G

↓ π

M ↪→ G/K

M :等径部分多様体 ⇔ M̃ : (正則化された)等径部分多様体



. .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

6. ヒルベルト空間内の等径部分多様体
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ヒルベルト空間内の等径部分多様体

ヒルベルト空間内の等径部分多様体

V : 無限次元 (可分な)ヒルベルト空間

f : M ↪→ V : 正則化された部分多様体はめ込み

.

定義 (等径部分多様体)

.

.

.

. ..

.

.

M : 等径部分多様体

⇐⇒
def


• M は正則化可能な部分多様体である
• M の法ホロノミー群は自明である
• M の各平行な法ベクトル場 ṽに対し、
ṽxに対する主曲率達は x(∈ M)によらず一定である
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ヒルベルト空間内の等径部分多様体

ヒルベルト空間内の等径部分多様体

.

事実

.

.

.

. ..

.

.

M の x0における焦点集合は、T⊥x0
M 内の、

有限個の「等間隔に並んだアフィン超平面の無限族」
からなり、それらのアフィン超平面に関する鏡映達の
生成する群は、離散群、つまり、Coxeter群になる。

.

定義 (等径部分多様体に付随する Coxeter群)

.

.

.

. ..

.

.

上述の群をM に付随する Coxeter群とよび、CM と表す。
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ヒルベルト空間内の等径部分多様体

ヒルベルト空間内の等径部分多様体

T⊥x0
M
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ヒルベルト空間内の等径部分多様体

ヒルベルト空間内の等径部分多様体

FM : M の平行部分多様体達、および、焦部分多様体達
からなる特異リーマン葉層構造

.

事実

.

.

.

. ..

.

.

FM の葉空間 V/FM は、Tx0M/CM と同一視される。
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ショートタイトル

7. 第 5節の結果の証明の概略
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第 5 節の結果の証明の概略

第 5節の結果の証明の概略

M ↪→ G/K : 極小でない等径部分多様体

Mt (0 ≤ t < T ) : M を発する平均曲率流
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第 5節の結果の証明の概略

.

定理 5.1(K).

.

.

.

. ..

.

.

(i) Mt (0 ≤ t < T ) : M の平行部分多様体
(ii) T < ∞、かつ、F := lim

t→T
Mt : M の焦部分多様体

(iii) M : 既約、かつ、codimM ≥ 2、かつ、
pr : M → F : 球面的なファイブレーション

⇒ Mt (0 ≤ t < T ) : I型の特異性をもつ
(iv) M の任意の焦部分多様体 F̂ に対し、

∃M ′ : M の平行部分多様体 s.t. lim
t→T̂

M ′
t = F̂

(M ′
t (0 ≤ t < T̂ ) : M ′を発する平均曲率流)
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第 5節の結果の証明の概略

M̃ := (π ◦ ϕ)−1(M) ↪→ H0([0, 1], g)
↓ ϕ

G

↓ π

M ↪→ G/K

M : 等径部分多様体 − − − > M̃ : 等径部分多様体

M̃t : M̃ を発する (正則化された)平均曲率流
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第 5 節の結果の証明の概略

第 5節の結果の証明の概略

.

補題 7.1.

.

.

.

. ..

.

.

M̃t = (π ◦ ϕ)−1(Mt)
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第 5節の結果の証明の概略

x0 ∈ M

u0 ∈ (π ◦ ϕ)−1(x0) (⊂ M̃)

C̃ (⊂ T⊥u0
M̃) : M̃ の 0における Coxeter群の

(0を含む)基本領域

.

定義

.

.

.

. ..

.

.

X ∈ Γ(T C̃)

⇐⇒
def


Xw := (H̃w)u0+w (w ∈ C̃) H̃w : ηw̃(M̃)の正則化された平均曲率ベクトル場(

ηw̃ : w̃u0 = wとなる平行法ベクトル場 w̃
に対する終点写像

) 
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第 5節の結果の証明の概略

u0u0 + w
Xw

M̃ηw̃(M̃)

H̃w

T⊥u0
M̃

w
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第 5節の結果の証明の概略

{ψt} : X に付随する局所 1パラメーター変換群

ξ(t) := ψt(0)

ξ̃(t) : ξ̃(t)0 = ξ(t) となる M̃ の平行法ベクトル場

.

補題 7.2.

.

.

.

. ..

.

.

M̃t = η
ξ̃(t)

(M̃)

定理 5.1の (i)の証明

Mt = (π ◦ ϕ)(M̃t) = (π ◦ ϕ)(η
ξ̃(t)

(M̃))

= η
(π◦ϕ)∗(ξ̃(t))

(M)

q.e.d.
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第 5節の結果の証明の概略

M̃
η
ξ̃(t)

(M̃)

T⊥u0
M̃

ξ(t)
u0(= 0)
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第 5節の結果の証明の概略

w ∈ C̃

M̃w := ηw̃(M̃)

M̃w
t : M̃wを発する平均曲率流

.

補題 7.2’.

.

.

.

. ..

.

.

M̃w
t = η

ψ̃t(w)
(M̃)

それゆえ、定理 5.1の (ii)と (iv)を示すためには、X を解析すれ
ばよい。
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第 5節の結果の証明の概略

Ã : M̃ の形テンソル

TuM̃ = ⊕
i∈Iu

Eui : Ãv (v ∈ T⊥u M̃)達の同時固有空間分解

私たちは、次の事実が成り立っているとしてよい：

• Iu1 = Iu2 (∀u1, u2 ∈ M̃),
• ∀ i ∈ I(:= Iu), Ei : u 7→ Eui (u ∈ M̃) : C∞接分布

Ei達は、主曲率分布とよばれる。
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第 5節の結果の証明の概略

.

事実

.

.

.

. ..

.

.

• dimEi < ∞
• Ei : M̃ 上の全測地的接分布
• Eiの各積分多様体は球面である。
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λui ∈ (T⊥u M̃)∗ ⇐⇒
def

Ãv|Eui = λui (v)id (v ∈ T⊥u M̃)

λi ∈ Γ((T⊥M̃)∗) ⇐⇒
def

(λi)u := λui (u ∈ M̃)

主曲率

ni ∈ Γ(T⊥M̃) ⇐⇒
def

λi = ⟨ni, ·⟩ (i ∈ I)

主曲率法ベクトル場
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.

事実

.

.

.

. ..

.

.

{λi | i ∈ I} =
r̄
∪
a=1

{
λa

1 + baj
| j ∈ Z} (ba > 1)

.

事実

.

.

.

. ..

.

.

C̃ = {w ∈ T⊥u0
M̃ | (λa)−1

u0
(w) < 1 (a = 1, · · · , r̄)}

Eaj := Ker
(
Ã· −

λa(·)
1 + baj

id
)

me
a := dimEa,2j, mo

a := dimEa,2j+1
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第 5節の結果の証明の概略

0

λ−1
a (1) λ−1

a (1 + ba)

T⊥u0
M̃
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.

補題 7.3.

.

.

.

. ..

.

.

Xw =
r̄∑

a=1

(
me
a cot

π

ba
(1 − (λa)u0(w)))

−mo
a tan

π

ba
(1 − (λa)u0(w))

)
π

2ba
(na)u0

(
na ⇐⇒

def
⟨na, ·⟩ = λa(·)

)

.

補題 5.3’.

.

.

.

. ..

.

.

Xw = 0 ⇐⇒ ηw̃(M̃) : 極小
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第 5節の結果の証明の概略

定理 5.1の (ii)の証明

ρ ∈ C∞(C̃)

⇐⇒
def

ρ(w) := −
r̄∑

a=1

(
me
a log sin

π

ba
(1 − (λa)u0(w)))

+mo
a log cos

π

ba
(1 − (λa)u0(w))

)
(w ∈ C̃)

このとき、次の事実が成り立つ：

grad ρ = X, ρ : 下に凸

ρ(w) → ∞ (w → ∂C̃)
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第 5節の結果の証明の概略

C̃

w0

ρ

R

X

w0
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第 5節の結果の証明の概略

それゆえ、
ρは、ただ 1つの極小点をもつ (これをw0とする)

明らかに、次の事実が成り立つ：
• Xw0 = 0,
• w0以外の点を発するX の流れは、有限時間で
∂C̃ に到達する。

M は極小でないので、
• 0 ̸= w0、それゆえ、0を発するX の流れ (これを
ξ(t)と表す)は、有限時間 (これを T と表す)で
∂C̃ のある点 (これをw1と表す)に到達する。
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第 5節の結果の証明の概略

よって、Mt = M
ξ̃(t)
より、

Mtは、有限時間 T で焦部分多様体Mw̃1
に崩壊する。

q.e.d.

このX の解析とさらにデリケ－トな解析を行うことにより、
定理 5.1の (iv)も示される。
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8. コンパクト型対称空間上のHermann作用の主
軌道を発する平均曲率流



. .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

コンパクト型対称空間上の Hermann 作用の主軌道を発する平均曲率流

コンパクト型対称空間上のHermann作用の主軌道を発する平均曲
率流

G/K : コンパクト型対称空間

θ : (Fix θ)0 ⊂ K ⊂ Fix θを満たすGの対合

H : Gの対称部分群

自然な作用H y G/K は、Hermann作用とよばれる。

.

命題 8.1.

.

.

.

. ..

.

.

Hermann作用の主軌道は、curvature-adaptedな
等径部分多様体である。
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Hermann作用の主軌道を発する平均曲率流

.

定義 (curvature-adapted部分多様体)(Berndt-Vanhecke)

.

.

.

. ..

. .

M が次の 2条件を満たすとき、
M を curvature-adapted部分多様体とよぶ：

(i) R(v)(TxM) ⊂ TxM (∀x ∈ M, ∀ v ∈ TxM)
(ii) [Av, R(v)] = 0 (∀ v ∈ TM)
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Hermann作用の主軌道を発する平均曲率流

τ : (Fix τ )0 ⊂ H ⊂ Fix τ を満たすGの対合

3つのHermann作用を除いて、τ ◦ θ = θ ◦ τ
と仮定してよい。

以下、τ ◦ θ = θ ◦ τ と仮定する。
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コンパクト型対称空間上のHermann作用の主軌道を発する平均曲
率流

f := Ker(θ − id), p := Ker(θ + id)

h := Ker(τ − id), q := Ker(τ + id)

p =
ident.

TeK(G/K)

τ ◦ θ = θ ◦ τ より、次式を得る：

p = p ∩ h + p ∩ q

TeK(H(eK)) = p ∩ h, T⊥eK(H(eK)) = p ∩ q
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コンパクト型対称空間上のHermann作用の主軌道を発する平均曲
率流

b : p ∩ q の極大アーベル部分空間

p = zp(b) +
∑

β∈△′+
pβ

 zp(b) : bの pにおける中心化代数
pβ := {X ∈ p | ad(b)2(X) = −β(b)2X (∀ b ∈ b)} (β ∈ b∗)
△′ := {β ∈ b∗ \ {0} | pβ ̸= {0}}


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コンパクト型対称空間上のHermann作用の主軌道を発する平均曲
率流

△′V
+ := {β ∈ △′

+ | pβ ∩ q ̸= {0}}

△′H
+ := {β ∈ △′

+ | pβ ∩ h ̸= {0}}

C̃ := {b ∈ b | 0 < β(b) < π (∀β ∈ △′V
+),

−
π

2
< β(b) <

π

2
(∀β ∈ △′H

+ )}

C := Exp(C̃)
(Exp : G/K の eK における指数写像)



. .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

コンパクト型対称空間上の Hermann 作用の主軌道を発する平均曲率流

コンパクト型対称空間上のHermann作用の主軌道を発する平均曲
率流

.

事実

.

.

.

. ..

.

.

• 各H 軌道は、C と 1点で出会う。
(つまり、C = H \G/K)。

• C を通る各H 軌道は、主軌道である。
• ∂C を通る各H 軌道は、特異軌道である。
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コンパクト型対称空間上のHermann作用の主軌道を発する平均曲
率流

P (G,H×K) := {g ∈ H1([0, 1], G) | (g(0), g(1)) ∈ H×K}

P (G,H ×K) y
gauge

H0([0, 1], g)

g · u = Ad(g)u− g′g−1
∗

.

事実

.

.

.

. ..

.

.

P (G,H ×K)軌道達は、H軌道達のπ ◦ϕによる逆像である。
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コンパクト型対称空間上のHermann作用の主軌道を発する平均曲
率流

Z ∈ C̃

M := H(ExpZ), M̃ := (π ◦ ϕ)−1(M)(= P (G,H ×K) · Z)

Λ : M̃ の主曲率全体からなる集合

.

補題 8.1.

.

.

.

. ..

.

.

Λ = {
−β̃

β(Z) + jπ
|β ∈ △′V

+, j ∈ Z}

∪{
−β̃

β(Z) + (j + 1
2
)π

|β ∈ △′H
+ , j ∈ Z}(

β̃ : β̃u0 = β ◦ expG(Z)−1
∗ を満たす (T⊥M̃)∗の平行切断

)
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コンパクト型対称空間上のHermann作用の主軌道を発する平均曲
率流

.

定義

.

.

.

. ..

.

.

X ⇐⇒
def

XZ := (H̃Z)Z (Z ∈ C̃)

.

補題 8.2.

.

.

.

. ..

.

.

XZ = −
∑

β∈△′V+

mV
β cotβ(Z)β♯

+
∑

β∈△′H+

mH
β tanβ(Z)β♯

(
mV
β := dim(pβ ∩ q), mH

β := dim(pβ ∩ h)
β♯ ∈ b ⇐⇒

def
β(·) = ⟨β♯, ·⟩

)
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ショートタイトル

9. 非コンパクト型対称空間内のある種の等径部
分多様体を発する平均曲率流
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非コンパクト型対称空間内の等径部分多様体を発する平均曲率流

非コンパクト型対称空間G/K内の部分多様体M が、
その主曲率達が 0に近づくように変形していくとき、
その焦点集合は、G/K の理想境界の彼方へ消えうせ
てしまう。

この事実に基づいて、M の各法測地線に沿う焦半径を、
実数の範囲だけで定義するのは不十分であると判断し、
複素数の範囲に広げて定義し、それを複素焦半径
と名づけた。その定義は、次の通りである。
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非コンパクト型対称空間内の等径部分多様体を発する平均曲率流

G/K : 非コンパクト型対称空間

M : G/K 内のCω 部分多様体

Mc ⊂ Gc/Kc : M(⊂ G/K)の複素化

.

定義 (複素焦半径)

.

.

.

. ..

.

.

z = s+ ti : M の法測地線 γv に沿う複素焦半径
⇔
def

γsv+tJv(1)がMcの γsv+tJv に沿う焦点

(J はアンチケーラー対称空間Gc/Kcの複素構造を表す。)
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非コンパクト型対称空間内の等径部分多様体を発する平均曲率流

ψ : T⊥(Mc) → Mc : Mc の法バンドル

exp⊥ : Mcの法指数写像

.

定義 (複素焦半径の零化空間・重複度)

.

.

.

. ..

.

.

M の法測地線 γv に沿う複素焦半径 z = s+ ti に対し、
ψ∗(Ker exp⊥∗sv+tJv)は、複素焦半径 zに対する零化空間
とよばれ、その複素次元は、複素焦半径 zの重複度とよば
れる。
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G/K

γvM

v

Jv
Mc

γc
v

x

γsv+tJv(1)

γsv+tJv
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G/K

γv

γc
v

γsv+tJv(1)

Mc M

γsv+tJv
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FRC
M,v : M の法測地線 γv に沿う複素焦半径の全体
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G/K = Hm(c)の場合

FRC
M,v は、次の集合に等しい：{
1

√
−c

(
arctanh

√
−c
λ

+ jπi

) ∣∣∣∣∣ λ ∈ (SpecAv)+

}
∪{

1
√

−c

(
arctanh

λ
√

−c
+ (j +

1

2
)πi
) ∣∣∣∣ λ ∈ (SpecAv)−

}
(

(SpecAv)+ := {λ ∈ SpecAv | |λ| >
√

−c}
(SpecAv)− := {λ ∈ SpecAv | |λ| <

√
−c}

)
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Ac : Mcの形作用素

1
√

−c

(
arctanh

√
−c
λ

+ jπi

)
に対する零化空間は、

Ker(Ac
v − λ id)に等しい。

1
√

−c

(
arctanh

λ
√

−c
+ (j +

1

2
)πi
)
に対する零化空間は、

Ker(Ac
v − λ id)に等しい。

したがって、

M の γv に沿う複素焦半径に対する零化空間達は、

⊕
λ∈SpecAv s.t. |λ|̸=

√
−c

Ker
(
Ac
v − λ id

)
を張る。
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一方

Tx(Mc) = ⊕
λ∈SpecAv

Ker
(
Ac
v − λ id

)
が成り立つ。したがって、

M の γv に沿う複素焦半径に対する零化空間達は、

Tx(Mc) ⊖
(

⊕
λ∈SpecAv s.t. |λ|=

√
−c

Ker
(
Ac
v − λ id

))
を張る。
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KerR(v) = {0}なので、

Tx(Mc) = Tx(Mc) ⊖ (KerAc
v ∩ KerR(v))

となる。したがって、

M の γv に沿う複素焦半径に対する零化空間達は、

(Tx(Mc) ⊖ (KerAc
v ∩ KerR(v)))⊖(

⊕
λ∈SpecAv s.t. |λ|=

√
−c

Ker
(
Ac
v − λ id

))

を張る。
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したがって、次の条件 (∗C)は成り立つとは限らない。

(∗C) M の γv に沿う複素焦半径に対する零化空間達は、
(Tx(Mc) ⊖ (KerAc

v ∩ KerR(v)c)
を張る。

.

事実

.

.

.

. ..

.

.

G/K 上のHermann作用の主軌道は、条件 (∗C)を満たす
curvature-adaptedな等径部分多様体である。
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Hm(c)
(Hm(c))(∞)

Sm−1(c̄)

γv

γc
v

γv(z0)

γv(z1)

γv(z2)

zj =
1

√
−c

(
arctanh

√
−c

√
c̄− c

+ jπ
√

−1

)

M = Sm−1(c̄) ⊂ Hm(c)
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Hm−1(c̄)

γv

γc
v

γv(z0)

γv(z1)

γv(z2)

zj :=
1

√
−c

(
arctanh

√
c̄− c

√
−c

+ (j +
1

2
)π

√
−1

)

M = Hm−1(c̄) ⊂ Hm(c)
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Hm(c)

(Hm(c))(∞)

Rm−1

γv

γc
v

γv(∞)

γc
v に沿う焦点は存在しない

M = Rm−1 ⊂ Hm(c)



. .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

非コンパクト型対称空間内のある種の等径部分多様体を発する平均曲率流

M = Hm−1(c̄) ⊂ Hm(c)

Hm(c)

Hm
m(c)( =

anti−isom
Sm(−c))

Hm
1 (c)( =

anti−isom
Smm−1(−c))

Hm(c),Hm
m(c),Hm

1 (c) : SmC (c)の 3つの実形
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M ⊂ Hm(c)
∩ ∩
Mc ⊂ Smc (c)

∪
M∗ ⊂ Hm

1 (c)

Mc(= Sm−1
C (c)) ⊂ SmC (c̄)の γc

v に沿う焦点集合は、双対
M∗(= Hm−1) ⊂ Hm

1 (c̄)の γwに沿う焦点集合と一致する。
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v

w

M

M∗

Hm(c)

Hm
1 (c)
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w

γw

M∗

Hm
1 (c)
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M : 条件 (∗C)を満たす curvature-adaptedな等径部分多様体

.

事実

.

.

.

. ..

. .

M の点 xにおける接焦点集合は、法空間 T⊥x M 内の
いくつかの (実)アフィン超平面達からなり、それらの
アフィン超平面に関する鏡映達の生成する群は、Weyl群
になる。

.

定義

.

.

.

. ..

.

.

上述のWeyl群を、M に付随するWeyl群という。



. .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

非コンパクト型対称空間内のある種の等径部分多様体を発する平均曲率流

非コンパクト型対称空間内の等径部分多様体を発する平均曲率流

C̃(⊂ T⊥x M) : M に付随するWeyl群の 0を含む
Weyl領域

Fl : ∂C̃ の最低次元の単体を通る焦部分多様体で
鏡映部分多様体になるようなもの
(このような焦部分多様体の存在は示される)
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一般性を失うことなく、eK ∈ Fl であると仮定してよい。

p := TeK(G/K), p′ := T⊥eKFl

b : p′極大アーベル部分空間

a : bを含む pの極大アーベル部分空間

p = a +
∑

α∈△+

pα : aに関するルート空間分解
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△′ := {α|b |α ∈ △ s.t. α|b ̸= 0}

p = zp(b) +
∑

β∈△′+
pβ

 zp(b) : bの pにおける中心化群

pβ =
∑

α∈△ s.t. α|b=β

pα


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Mt (0 ≤ t < T ) : M を発する平均曲率流

.

定理 9.1.

.

.

.

. ..

. .

codimM = rank (G/K), dim(pα ∩ p′) ≥ 1
2
dim pα (∀ α)

であるとする。このとき、
(i) M は極小でなく、Mtは有限時間である焦部分多様体
に崩壊する。

(ii) M から F への自然な射影が球面的であるならば、
Mtは type Iの特異性をもつ。
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定理 9.1において、条件

codimM = rank (G/K), dim(pα ∩ p′) ≥ 1
2
dim pα (∀ α)

が必要不可欠であることを示す例を与える。
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例　
SO0(1,m− 1) y SO0(1,m)/SO(m)の (主)軌道M に対
し、codimM = rank (G/K)(= 1)は成り立っているが、

dim(pα ∩ p′) ≥ 1
2
dim pα (∀ α)

は成り立っていない。実際、p′ = {0}である。
SO(1,m− 1) y SO(1,m)/SO(m)のすべての軌道は、主軌
道であり、その中に 1本、極小軌道があり、M はその軌道である
可能性があり、また、その軌道でない場合、M は平均曲率流に
沿って崩壊しない。
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.

定理 9.2.

.

.

.

. ..

.

.

定理 9.1の仮定の下で、さらに、Fl が 1点集合であるとする。
F : 1点集合でないM の焦部分多様体，
Ft (0 ≤ t < T ) : F を発する平均曲率流

このとき、
(i) F は極小でなく、Ftは有限時間でより次元の低い
焦部分多様体 F ′に崩壊する。

(ii) F から F ′への自然な射影が球面的ならば、
Ftは type Iの特異性をもつ。
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Mt −→
(t→T1)

F 1

F 1
t −→

(t→T2)
F 2

. . .

F k−1
t −→

(t→Tk)
{pt.}(

F 1 : M の焦部分多様体
F i : F i−1の焦部分多様体 (i = 2, · · · , k − 1)

)
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M̃ := (π ◦ ϕ)−1(M) ↪→ H0([0, 1], g)
↓ ϕ

G

↓ π

M ↪→ G/K

M̃ は、プロパー複素等焦部分多様体になる。

M を発する平均曲率流の代わりに、M̃ を発する
正則化された平均曲率流を調べる。
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V : 無限次元擬ヒルベルト空間

f : M ↪→ V : フレッドホルム部分多様体 つまり、codimM < ∞
Av : 正定値化した内積に関して

コンパクト作用素


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.

定義 (複素等径部分多様体)

.

.

.

. ..

.

.

M : 複素等径部分多様体

⇐⇒
def


• M の法ホロノミー群は自明である
• ∀ ṽ ∈ Γ(T⊥M) s.t. ∇⊥ṽ = 0,

SpecAc
ṽx
は、重複度を込めて、x(∈ M)

によらず一定である
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.

定義 (プロパー複素等径部分多様体)

.

.

.

. ..

. .

M : プロパー複素等径部分多様体

⇐⇒
def


• M は複素等径部分多様体である
• Ac

v は、ある擬正規直交基底に関して
対角化可能である (∀ v ∈ T⊥M)
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非コンパクト型対称空間内のある種の等径部分多様体を発する平均
曲率流

.

定義 (形作用素のプロパー性)

.

.

.

. ..

.

.

Av : プロパー

⇐⇒
def

{
Ac
v は、ある擬正規直交基底に関して
対角化可能 (∀ v ∈ T⊥M)
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M : プロパーな形作用素をもつフレッドホルム
部分多様体

.

定義 (正則化可能性)

.

.

.

. ..

.

.

M : 正則化可能

⇐⇒
def



∀ v ∈ T⊥M,

∃ TrrAc
v (< ∞), ∃ Tr(Ac

v)
2 (< ∞)

TrrAc
v :=

∑
i

miµi

SpecAc
v = {µi | i = 1, 2, · · · }

|µi| > |µi+1| or
”|µi| = |µi+1| & Reµi > Reµi+1”
or ”|µi| = |µi+1| & Reµi = Reµi+1

& Imµi = −Imµi+1 > 0”


mi : µiの重複度




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M : プロパーな形作用素をもつ正則化可能な
フレッドホルム部分多様体

.

事実

.

.

.

. ..

.

.

TrAc
v, Tr (Ac

v)
2 ∈ R

.

定義 (正則化された平均曲率)

.

.

.

. ..

.

.

H ⇐⇒
def

⟨H, v⟩ = TrrAc
v (∀ v ∈ T⊥M)

H をM の正則化された平均曲率とよぶ。
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V : 無限次元擬ヒルベルト空間

f : M ↪→ V : プロパーな形作用素をもつ正則化可能な
フレッドホルム部分多様体

ft : M ↪→ V (0 ≤ t < T ) : プロパーな形作用素をもつ
正則化可能なフレッドホルム
部分多様体のC∞族

f̃ : M × [0, T ) → V

⇐⇒
def

f̃(x, t) := ft(x) ((x, t) ∈ M × [0, T ))
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非コンパクト型対称空間内のある種の等径部分多様体を発する平均
曲率流

.

定義 (正則化された平均曲率流)

.

.

.

. ..

.

.

ft (0 ≤ t < T ) : 正則化された平均曲率流

⇐⇒
def

∂f̃

∂t
= Ht (0 ≤ t < T )

(Ht : ftの正則化された平均曲率ベクトル)
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G/K : 非コンパクト型対称空間

M(⊂ G/K) : 条件 (∗C)を満たす curvature-adaptedな
複素等焦部分多様体

M̃ := (π ◦ ϕ)−1(M) (↪→ H0([0, 1], g))

.

事実

.

.

.

. ..

.

.

• M̃ : 正則化可能なプロパー複素等径部分多様体

• M̃ を発する平均曲率流は、短時間において一意的に存在する。
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非コンパクト型対称空間内のある種の等径部分多様体を発する平均
曲率流

.

定理 9.1.

.

.

.

. ..

. .

codimM = rank (G/K), dim(pα ∩ p′) ≥ 1
2
dim pα (∀ α)

であるとする。このとき、
(i) M は極小でなく、Mtは有限時間である焦部分多様体
に崩壊する。

(ii) M から F への自然な射影が球面的であるならば、
Mtは type Iの特異性をもつ。
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非コンパクト型対称空間内のある種の等径部分多様体を発する平均
曲率流

.

補題 9.3.

.

.

.

. ..

.

.

M̃ を発する平均曲率流 M̃tは存在し、M̃t = (π ◦ ϕ)−1(Mt)
が成り立つ。
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x0 ∈ M

u0 ∈ (π ◦ ϕ)−1(x0) (⊂ M̃)

C̃ (⊂ T⊥x0
M = T⊥u0

M̃) : M に付随するWeyl群
の基本領域

.

定義

.

.

.

. ..

.

.

C̃ 上のベクトル場X を次式によって定義する：

Xw := (H̃w)u0+w (w ∈ C̃) H̃w : ηw̃(M̃)の正則化された平均曲率流(
ηw̃ : w̃u0 = wとなる平行法ベクトル場

w̃にする終点写像

) 



. .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

非コンパクト型対称空間内のある種の等径部分多様体を発する平均曲率流

{ψt} : X の生成する局所 1パラメーター変換群

ξ(t) := ψt(0) (0 : T⊥u0
M̃ の零ベクトル)

ξ̃(t) : ξ̃(t)u0
= ξ(t) となる平行法ベクトル場

.

補題 9.4.

.

.

.

. ..

. .

M̃t = η
ξ̃(t)

(M̃)

定理 9.1の (i)の証明

Mt = (π ◦ ϕ)(M̃t) = (π ◦ ϕ)(η
ξ̃(t)

(M̃))

= η
(π◦ϕ)∗(ξ̃(t))

(M)

q.e.d.
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Ã : M̃ の形作用素

(TuM̃)c = ⊕
i∈Iu

Eui : Ãc
v 達の同時固有空間分解

(v ∈ (T⊥u M̃)c)

λui : (T⊥u M̃)c → C ⇐⇒
def

Ãc
v|Eui = λui (v)id (v ∈ T⊥u M̃)

.

事実

.

.

.

. ..

.

.

λui ∈ ((T⊥u M̃)c)∗
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Eui (u ∈ M̃)達を適当にとることにより、次を仮定してよい：

∀ i ∈ I(:= Iu),
Ei : u 7→ Eui (u ∈ M̃) : (TM̃)cのC∞部分バンドル
複素主曲率分布

λi ∈ Γ(((T⊥M̃)c)∗) ⇐⇒
def

(λi)u := λui (u ∈ M̃)

複素主曲率

ni ∈ Γ((T⊥M̃)c) ⇐⇒
def

λi = ⟨ni, ·⟩ (i ∈ I)

複素主曲率法ベクトル場
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Λ : M̃ の複素主曲率の全体

M̃c ⊂ H0([0, 1], gc) : M ⊂ G/K の複素化Mc ⊂ Gc/Kc

のリフト

.

事実

.

.

.

. ..

.

.

同一視 (TuM̃)c = Tu(M̃c) の下、
M̃cの uにおける焦点集合は、 ∪

λ∈Λ
λ−1
u (1) =に等しい。

.

事実

.

.

.

. ..

.

.

M̃cの uにおける焦点集合は、T⊥u (M̃c)内の有限個の
”(複素的に)等間隔に並んだ無限個の複素超平面族”

からなる。
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これらの事実から、次を得る。

.

事実

.

.

.

. ..

.

.

Λ =
r̄
∪
a=1

{
λa

1 + baj
| j ∈ Z}(

λa ∈ Γ((T⊥M̃)c), ba ∈ C s.t. |ba| > 1
)
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△′V
+ := {β ∈ △′

+ | pβ ∩ p′ ̸= {0}}

△′H
+ := {β ∈ △′

+ | pβ ∩ p′⊥ ̸= {0}}

△′
+ = {βi | i ∈ I}

△′V
+ = {βi | i ∈ I+}

△′H
+ = {βi | i ∈ I−}
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仮定
codimM = rank(G/K) & dim(pα ∩ p′) ≥ 1

2
dim pα

によれば、I− ⊂ I+ = I となり、次の事実が成り立つ：

.

事実

.

.

.

. ..

.

.

Λ = {
β̃c
i

bi + jπ
√

−1
| i ∈ I+ = I, j ∈ Z}

∪
β̃c
i

bi + (j + 1
2
)π

√
−1

| i ∈ I−, j ∈ Z}(
β̃c
i : (β̃c

i )u0 = βc
i となる ((T⊥M̃)c)∗の平行切断

bi ∈ R

)
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.

事実

.

.

.

. ..

. .

C̃ = {w ∈ T⊥u0
M̃ |βi(w) < bi (i ∈ I+ = I)}
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簡単のため

λ̃+
ij := β̃c

i

bi+jπ
√
−1

(i ∈ I+ = I, j ∈ Z)

λ̃−ij := β̃c
i

bi+(j+1
2
)π
√
−1

(i ∈ I−, j ∈ Z)

E+
ij : λ̃+

ij に対応する複素主曲率分布

E−ij : λ̃−ij に対応する複素主曲率分布

m+
i := dimE+

ij , m−i := dimE−ij



. .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . .

ショートタイトル

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ショートタイトル

非コンパクト型対称空間内のある種の等径部分多様体を発する平均曲率流

非コンパクト型対称空間内の等径部分多様体を発する平均曲率流

.

補題 9.5.

.

.

.

. ..

.

.

Xw =
∑
i∈I+

m+
i coth(bi − βi(w))β♯i

+
∑
i∈I−

m−i tanh(bi − βi(w))β♯i

(
β♯i ⇐⇒

def
⟨β♯i , ·⟩ = βi(·)

)
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定理 9.1の (ii)の証明

σ̃ : ∂C̃ の最大次元の単体

c : [0, 1] → C̃ : c([0, 1)) ⊂ C̃ & c(1) ∈ σ̃となる直線

このとき、次の事実が示される：

lim
t→1−0

Xc(t)

||Xc(t)||
: σ̃に直交 & lim

t→1−0
||Xc(t)|| = ∞
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ρ ∈ C∞(C̃)
⇐⇒
def

ρ(w) := −
∑
i∈I+

m+
i log sinh(bi − βi(w))

−
∑
i∈I−

m−i log cosh(bi − βi(w)) (w ∈ C̃)

このとき、次の事実が示される：

grad ρ = X, ρ(w) → ∞ (w → ∂C̃)
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(∂j∂kρ)(w) =
∑
i∈I+

m+
i

sinh2(bi − βi(w))
βi(∂j)βi(∂k)

−
∑
i∈I−

m−i
cosh2(bi − βi(w))

βi(∂j)βi(∂k)

(∂i :=
∂

∂xi
)

codimM = rank(G/K) & dim(pα ∩ p′) ≥ 1
2
dim pαから

I− ⊂ I+ = I and m+
i ≥ m−i (∀ i ∈ I−)

したがって、 ρは下に凸である。
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R

the graph of ρ

X

C̃ C̃
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これらの事実から、次の事実を得る：

• ρは極値をもたない。
• 0を発するX の積分曲線 ξ(t)は、
ある有限時間 T で ∂C̃ のある点w1

に収束する。

Mt = η
(π◦ϕ)∗(ξ̃(t))

(M)なので、

Mtが有限時間 T で焦部分多様体 η(π◦ϕ)∗(w̃1)(M)に
崩壊することがわかる。

q.e.d.
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非コンパクト型対称空間内のある種の等径部分多様体を発する平均曲率流

ご清聴どうも有難うございました！
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