
二つの実形の交叉と対称三対

井川治　 (京都工芸繊維大学)

この研究は筑波大学 田崎博之先生と東京理科大学 田中真紀子さんとの

共同研究である．発表後に進展した内容も加えてあります．

1 導入

2次元球面S2内に異なる大円を二つかくと，それらは二点で交わり，そ

の二点は互いに対蹠点になる．S2を複素射影直線CP 1と見ると，大円は

CP 1の実形と見ることができる．

これを拡張して compact型既約Hermite対称空間内に二つの実形を考

え，その交叉について考える．一般に compact型既約Hermite対称空間

内に二つの実形を考えるとそれらは合同とは限らない．合同な二つの実

形については，それらの交叉が離散的になるための条件を制限ルート系

の言葉を用いて表現できる．また，交叉が離散的のとき，交叉を制限ルー

ト系の定めるWeyl群による特性元 (複素構造)の軌道として表現できる．

特に交叉は実形の大対蹠集合になる．

一方，対称三対は既約ルート系の拡張概念であり，Hermann作用の軌

道の性質を調べるために導入された．compact型既約 Hermite対称空間

内に合同でない二つの実形を考えると，compact対称三対が定まるので，

そこから対称三対を定義できる．二つの実形の交叉が離散的になるため

の必要十分条件を対称三対の言葉を用いて表現できる．この条件が講演

者にとって驚くべきことに，丁度，Hermann作用の軌道が正則軌道にな

ることに対応している．また，交叉が離散的のとき，交叉を対称三対の

定めるWeyl群による特性元 (複素構造)の軌道として表現できる．具体

的に与えられた compact型既約Hermite対称空間とその二つの実形につ

いて，それらの離散的な交叉の交点数は田中-田崎によりChen-長野理論

を用いて得られていたが，今回の結果を用いてそれらを再証明できる．
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2 ルート系に付随する特性元

(a, 〈 , 〉) を内積 〈 , 〉 を持つ有限次元ベクトル空間とする．Rを aの

ルート系とする．J ∈ a − {0}がRに付随した (第一種の)特性元である

とは，任意の λ ∈ Rに対して 〈λ, J〉 = 0,±1となるときをいう．JがRに

付随した特性元ならば，−Jもそうである．RのWeyl群をW (R)と表す．

JがRに付随した特性元ならば，任意の s ∈ W (R)に対して，sJもRに

付随した特性元である．

命題 2.1. ワイル群W (R)による J の軌道W (R)J は二点等質である．

Rの基本系Πを任意の λ ∈ R+について 〈λ, J〉 = 0, 1 となるようにと

れる．R = E8, F4, G2のとき，最高ルートをΠの元の線形結合で表すと，

その全ての係数が 2以上になるので，Rに付随した特性元は存在しない．

以下，ルートの番号付けは [2]に合わせる．

例 2.2. R = Brのとき，特性元 J は本質的にただ一つで

〈J, α1〉 = 1, 〈J, αi〉 = 0 (i ≥ 2)

によって与えられる．すなわち，J = e1であり，全ての特性元は

W (R)J = {±e1, · · · ,±er}

によって与えられる．特に#(W (R)J) = 2r.

例 2.3. R = Crのとき，特性元 J は本質的にただ一つで

〈J, αr〉 = 1, 〈J, αi〉 = 0 (i ≤ r − 1)

によって与えられる．すなわち，J = 1
2
(e1 + e2 + · · ·+ er)であり，全て

の特性元は

W (R)J =

{
1

2

r∑
i=1

εiei | εi = ±1

}
によって与えられる．特に#(W (R)J) = 2r.

例 2.2, 例 2.3よりR = BCrのとき，特性元は存在しない．
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例 2.4. R = Arのとき，特性元は r個存在する．それらを Ji (1 ≤ i ≤ r)

で表すと，〈Ji, αj〉 = δij．すなわち，

Ji = (e1 + · · ·+ ei)−
i

r + 1

r+1∑
j=1

ej

このとき，

W (R)Ji =

{∑
j∈A

ej −
i

r + 1

r+1∑
j=1

ej | A ∈ Pi(r + 1)

}
,

#(W (R)Ji) =

(
r + 1

i

)

ここで，Pi(r + 1) = {A ⊂ {1, 2, · · · , r + 1} | #A = i}とおいた．

{α ∈ R+ | 〈α, Ji〉 = 0} ={ej − ek | i+ 1 ≤ j < k ≤ r + 1}
∪ {ej − ek | 1 ≤ j < k ≤ i},

{α ∈ R+ | 〈α, Ji〉 = 1} ={ej − ek | 1 ≤ j < i, i+ 1 ≤ k ≤ r + 1}

となるので

#{α ∈ R+ | 〈α, Ji〉 = 0} =

(
r + 1− i

2

)
+

(
i

2

)
,

#{α ∈ Σ+ | 〈α, Ji〉 = 1} = i(r + 1− i)

r = 2のときは，

J1 =
1

3
(2e1 − e2 − e3), J2 =

1

3
(e1 + e2 − 2e3)

であり

W (R)J1 =

{
J1,−J2,

1

3
(2e2 − e1 − e3)

}
,

W (R)J2 =

{
J2,−J1,−

1

3
(2e2 − e1 − e3)

}
となる．W (R)Jk (k = 1, 2)は正三角形である． �
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例 2.5. R = E6のとき，特性元は 2個存在する．それらをJ1, J
′
2で表すと，

〈J1, αi〉 = δij, 〈J ′
2, α6〉 = 1, 〈J ′

2, αi〉 = 0 (1 ≤ i ≤ 5)

すなわち，

J1 =
2

3
(e8 − e7 − e6) =

1

3
(4α1 + 3α2 + 5α3 + 6α4 + 4α5 + 2α6),

J ′
2 =

1

3
(e8 − e7 − e6) + e5 =

1

3
(2α1 + 3α2 + 4α3 + 6α4 + 5α5 + 4α6)

したがって，

#{λ ∈ E+
6 | 〈λ, J1〉 = 1} = #{λ ∈ E+

6 | 〈λ, J ′
2〉 = 1} = 16,

#{λ ∈ E+
6 | 〈λ, J1〉 = 0} = #{λ ∈ E+

6 | 〈λ, J ′
2〉 = 0} = 20

W (E6)J1の元 Jk (2 ≤ k ≤ 27)を

J2 = s1J1, J3 = s3J2, J4 = s4J3, J5 = s2J4, J6 = s5J4, J7 = s5J5,

J8 = s6J6, J9 = s4J7, J10 = s6J7, J11 = s6J9, J12 = s3J9, J13 = s6J12,

J14 = s5J11, J15 = s1J12, J16 = s1J13, J17 = s5J13, J18 = s5J16,

J19 = s4J17, J20 = s4J18, J21 = s2J19, J22 = s2J20, J23 = s3J20,

J24 = s3J22, J25 = s4J24, J26 = s5J25, J27 = s6J26

とおくと，W (E6)J1 = {Ji | 1 ≤ i ≤ 27}, J ′
2 = −J27が成り立つ．特に，

W (E6)(J
′
2) = W (E6)(−J1), #(W (E6)J1) = 27．W (E6)J1の中に J1を含

む正三角形は全部で五つあり，それらは

41 = {J1, J15, J27}, 42 = {J1, J16, J26}, 43 = {J1, J18, J25},
44 = {J1, J20, J24}, 45 = {J1, J22, J23}

で与えられる．a(i) = span(4i) (1 ≤ i ≤ 5)とおくと，1 ≤ i ≤ 5に対して

4i = a(i) ∩W (E6)J1 (2.1)

が成り立つ (証明の詳細は付録を参照)．

例 2.6. R = Drのとき，

J1 = e1, J2 =
1

2

r∑
j=1

ej, J3 = −J2
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とおくと，これらは特性元で全ての特性元は，これらのWely群の軌道に

なる．

W (Dr)J1 = {±e1, · · · ,±er},

W (Dr)J2 =

{
1

2

r∑
j=1

εjej | εj = ±1, ε1 · · · εr = 1

}
となるので，#(W (Dr)J1) = 2r, #(W (Dr)J2) = 2r−1. J3 ∈ W (Dr)J2と

なるための条件は rが偶数になることである．

R = E7のとき，特性元 Jに対して#(W (E7)J)を計算するために次の

補題を準備する．1

補題 2.7. M = G · J = G/Kを compact型Hermite対称空間とする (記

号については次節を参照)．このとき，W (G)J は等質空間としての表示

W (G)J = W (G)/W (K)を持つ．特に#(W (G)J) = #(W (G))
#(W (K))

が成り立つ．

証明 t ⊂ kを極大可換部分環とする．tは gの極大可換部分環でもあ

る．gの tに関する compactなルート全体と非 compactなルート全体をそ

れぞれ∆cと∆nで表すと

k = t⊕
∑
α∈∆+

c

kα, m =
∑
α∈∆+

n

mα

Jは kの中心の元なので，J ∈ tであり，任意のα ∈ ∆+
c , β ∈ ∆+

n に対して

〈J, α〉 = 0, 〈J, β〉 = ±1

が成り立つ．よって，Jは gの tに関するルート系に付随する特性元であ

る．W (G)J へのW (G)への自然な作用のイソトロピー群は

{σ ∈ W (G) | σJ = J} = {σ ∈ W (K) | σJ = J} = W (K)

よって，主張が成り立つ． �

例 2.8. R = E7のとき，特性元 J は本質的にただ一つで，

〈J, α7〉 = 1, 〈J, αi〉 = 0 (1 ≤ i ≤ 6)

によって与えられる．このとき，W (E7)Jは−1倍で不変な部分集合であ

り，#(W (E7)J) = 23 · 7となる．2

1補題の主張は間下克哉先生に教えていただいた．2013/8/21(東京理科大)
2間下克哉先生により位数だけでなく，軌道そのものが求められている．コンピュー

タによる計算を用いた．2013/8/22
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証明 特性元 J の一意性は明らかである．compact型Hermite対称空

間E7/(E6 · T )の複素構造 J はルート系E7に付随した特性元である．上

の補題より

#(W (E7)J) =
#(W (E7))

#(W (E6)
=

210 · 34 · 5 · 7
27 · 34 · 5

= 23 · 7

となる．W (E7)Jは−1倍に関して不変であり，二点等質になる（詳しい

計算は付録を参照）． �

aの対称三対 (Σ̃,Σ,W )(定義は [6])に付随した特性元とは，既約ルート

系 Σ̃に付随した特性元のことを指す．対称三対 (Σ̃,Σ,W )のWeyl群とは，

Σ̃のWeyl群W (Σ̃)のことを指す．

3 S2の二つの大円の交叉

次の節で自然に一般化される形で，S2の二つの大円 S1の交叉につい

て述べておく．su(2)とR3とを次のようにして同一視する：

su(2) = g =

{(
ix y + iz

−y + iz −ix

)∣∣∣∣∣x, y, z ∈ R

}
= R3 = {(x, y, z) | x, y, z ∈ R}

R3の標準内積 〈 , 〉は su(2)の不変内積 〈 , 〉を誘導する．J = (1/2, 0, 0) ∈
su(2)とおくと，M = S2 = Ad(SU(2))J ⊂ R3．su(2) = R3上の変換 τを

τ : su(2) = R3 → su(2) = R3;X = (x, y, z) 7→ −X̄ = (x,−y, z)

と定めると，τ はM = S2上の対合的反正則等長変換になる．S2上での

τ の固定点集合 F (τ)は

F (τ) = L =

{(
1

2
cos θ, 0,

1

2
sin θ

)
| θ ∈ R

}
= S1 3 J

G = SU(2)上の対合 Iτ を

Iτ : G = SU(2) → G; g 7→ τ ◦ g ◦ τ−1 = ḡ
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と定める．このとき，G内での Iτの固定点集合F (Iτ )はF (Iτ ) = SO(2)で

あり，(G,F (Iτ ))は compact対称対になる．そこで，su(2)を標準分解し，

su(2) = so(2)⊕ p

と表す．p内の部分空間 aを a = RJ と定義すると，aは pの J を含む極

大可換部分空間である．α = 4Jとおくと，〈α, J〉 = 1であり，(G,F (Iτ ))

の aに関する制限ルート系RとそのWeyl群は

R = {±α} = A1, W (R){±1}

H ∈ aに対して

〈α,H〉 ∈ πZのとき，S1 = Ad(expH)S1,

〈α,H〉 6∈ πZのとき，S1 ∩ Ad(expH)S1 = {±J} = W (R)J

4 compact型既約Hermite対称空間内の

二つの実形の交叉

gを compact単純 Lie環とし，J ∈ g − {0}を (adJ)3 = −adJ ととる．

G = Int(g)とし，M = G · J とおく．g上にG-不変内積 〈 , 〉を入れる．
Gの閉部分群KをK = {k ∈ G | k · J = J}とおく．Kの Lie環 kは

k = {X ∈ g | [J,X] = 0}

gの部分空間mをm = Im adJ と定めると

g = k⊕m (直交直和)

g上の対合的自己同型写像 eπadJの (+1)-固有空間と (−1)-固有空間がそれ

ぞれ kとmになる．Jはm上のK-作用と可換な複素構造を定める．このよ

うにしてM ∼= G/Kは compact型既約Hermite対称空間になる．逆に全

ての compact型既約Hermite対称空間は，このようにして得られる．Lを

Mの実形とする．すなわち，LはMのある対合的反正則等長同型写像 τの

固定点集合である．実形LはM の全測地的 Lagrange部分多様体である．

正の正則断面曲率を持つ compactケーラー多様体 (compact型Hermite対

称空間はこの条件を満たす)の実形は連結になる ([16, Lemma 4.1])．この
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ことから compact型Hermite対称空間の二つの実形は必ず交わることが

わかる．compact型既約エルミート対称空間の実形については [8], [11]で

分類されている．G上の対合的自己同型写像 Iτ を

Iτ : G 7→ G; g 7→ τgτ−1

と定める．Gにおける Iτ の固定点集合を F (Iτ )と表すと (G,F (Iτ ))は

compact対称対になる．この対称対による gの標準分解を g = l⊕ pと表

すと J ∈ k∩ p ([16, Theorem 4.3])．p内の極大可換部分空間 aを J ∈ aと

なるようにとり，aに関する (G,F (Iτ ))の制限ルート系をRと表す．λ ∈ R

の重複度をmR(λ)と表す．任意の λ ∈ R+に対して 〈J, λ〉 ≥ 0としてよ

い．l, pをRにより制限ルート分解し，

l = l0 ⊕
∑
λ∈R+

lλ, p = a⊕
∑
λ∈R+

pλ

と表す．J はRに付随する特性元である．このとき，

k = a⊕ l0 ⊕
∑

λ∈R+,〈λ,J〉=0

(pλ ⊕ lλ), m =
∑

λ∈R+,〈λ,J〉=1

(pλ ⊕ lλ)

特に

dimM = 2
∑

λ∈R+,〈λ,J〉=1

mR(λ) (4.2)

4.1 合同な二つの実形の交叉

交叉 L ∩ gL (g ∈ G)について考察する．G = F (Iτ )(exp a)F (Iτ )だか

ら，ある b1, b2 ∈ F (Iτ ), a ∈ exp aが存在して，g = b1ab2．このとき，

L ∩ gL = L ∩ b1aL = b1(L ∩ aL)

ゆえに交叉L∩ gLを調べるためには g = a = expH (H ∈ a)としてよい．

[16, Theorem 4.3]より

L = M ∩ p, aL = M ∩ ap, L1 ∩ aL2 = M ∩ (p ∩ ap)

補題 4.1. p ∩ ap = a⊕
∑

λ∈R+,〈λ,H〉∈πZ

pλ
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上の補題からHが正則元（任意の λ ∈ Rに対して 〈λ,H〉 6∈ πZ ）なら
ば，交叉L∩ aLは離散的になることがわかる．この逆も成立することを

次に示す．

定理 4.2. 交叉 L ∩ aL (a = expH)が離散的になるための必要十分条件

はHが正則元になることである．

証明 H が正則元でなければ，交叉 L1 ∩ aL2 が離散的にならないこ

とを示せばよい．Hを正則元でないとすると，ある λ ∈ R+が存在して，

〈λ,H〉 ∈ πZ．あるX ∈ W (R)Jが存在して，〈λ,X〉 6= 0．Sλ ∈ lλ, Tλ ∈ pλ
を ||Sλ|| = ||Tλ|| = 1，かつ，任意のH ′ ∈ aに対して

[H ′, Sλ] = 〈λ,H ′〉Tλ, [H
′, Tλ] = −〈λ,H ′〉Sλ, [Sλ, Tλ] = λ

を満たすようにとれる ([12, p. 89, Lemma 1])．このとき，

exp(tSλ)X = X+
〈λ,X〉
‖λ‖2

(cos(t‖λ‖)−1)λ− 〈λ,X〉
‖λ‖

sin(t‖λ‖)Tλ ∈ L1∩aL2

よって，交叉 L1 ∩ aL2は離散的ではない． �

上の補題と [5, Ch. VII, Prop. 2.2]より，次が成り立つ．

定理 4.3. [16, Theorem 4.3] 交叉 L ∩ aLが離散的のとき，

L ∩ aL = M ∩ a = W (R)J

M ∩ aはLの大対蹠集合を表している．M ∩ a = W (R)Jとなることは

知られている ([1, p. 227, 8.101 Remark])．Lの大対蹠集合にW (R)が推

移的に働くことも知られている ([13])．用語の説明をしておこう．部分集

合 S ⊂ Lが対蹠集合であるとは，任意の x, y ∈ Sに対して sx(y) = yと

なるときをいう．ここで，sxは xに関する点対称である．Lの対蹠集合

の元の個数の上限を 2-numberといい，#2Lで表す．#2Lを与える対蹠

集合を大対蹠集合という．これらの概念はChen-長野が導入した ([3])．

4.2 合同でない二つの実形の交叉

L1, L2をM の二つの実形とする．Lから決まる対象物に対する記号と

対応する Liから決まる対象物には同じ記号を用いる．ただし，添え字 i

をつける．
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以下，gは単純で，L1とL2は互いに合同でないと仮定する．このとき，

M は compact型既約Hermite対称空間になる．合同でないという仮定か

ら τ1と τ2はGの内部自己同型写像で移り合わない．compact対称三対の

分類と実形の分類から Iτ1と Iτ2は可換にとれる．このとき，

g = l1 ⊕ p1 = l2 ⊕ p2 = (l1 ∩ l2)⊕ (p1 ∩ p2)⊕ (l1 ∩ p2)⊕ (l2 ∩ p1)

p1∩p2の極大可換部分空間aをJ ∈ aととり，compact対称三対 (G,F (Iτ1), F (Iτ2))

の定める重複度付き対称三対を (Σ̃,Σ,W )と表す．λ ∈ Σ, α ∈ W の重複

度をそれぞれm(λ), n(α)と表す．任意の λ ∈ Σ̃+に対して 〈λ, J〉 ≥ 0と

してよい．対称三対 (Σ̃,Σ,W )による分解

l1 ∩ l2 = l0 ⊕
∑
λ∈Σ+

lλ, p1 ∩ p2 = a⊕
∑
λ∈Σ+

pλ,

l1 ∩ p2 = V (l1 ∩ p2)⊕
∑

α∈W+

V ⊥
α (l1 ∩ p2),

l2 ∩ p1 = V (l2 ∩ p1)⊕
∑

α∈W+

V ⊥
α (l2 ∩ p1)

が成り立つ．このとき，J は (Σ̃,Σ,W )に付随した特性元であり，

k =a⊕ l0 ⊕ V (p1 ∩ l2)⊕ V (p2 ∩ l1)

⊕
∑

λ∈Σ+,〈λ,J〉=0

(lλ ⊕ pλ)⊕
∑

α∈W+,〈α,J〉=0

(V ⊥
α (p1 ∩ l2)⊕ V ⊥

α (p2 ∩ l1)),

m =
∑

λ∈Σ+,〈λ,J〉=1

(lλ ⊕ pλ)⊕
∑

α∈W+,〈α,J〉=1

(V ⊥
α (p1 ∩ l2)⊕ V ⊥

α (p2 ∩ l1))

特に

dimM = 2

 ∑
λ∈Σ+,〈λ,J〉=1

m(λ) +
∑

α∈W+,〈α,J〉=1

n(α)

 (4.3)

交叉 L1 ∩ gL2 (g ∈ G)について考察する．exp aは G内のトーラスで，

G = F (Iτ1)(exp a)F (Iτ2)が成り立つ ([4])．よって，任意の g ∈ Gについ

て，bi ∈ F (Iτi), a ∈ exp aが存在して，g = b1ab2．このとき，

L1 ∩ gL2 = L1 ∩ b1aL2 = b1(L1 ∩ aL2)

ゆえに交叉 L1 ∩ gL2を調べるためには g = a = expH (H ∈ a)としてよ

い．[16, Theorem 4.3]より

L1 = M ∩ p1, aL2 = M ∩ ap2, L1 ∩ aL2 = M ∩ (p1 ∩ ap2)
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補題 4.4. p1 ∩ ap2 = a⊕
∑

λ∈Σ+,〈λ,H〉∈πZ

pλ ⊕
∑

α∈W+,〈α,H〉∈π
2
+Z

Vα(p1 ∩ l2)

証明 X ∈ p2を

X = H1 +
∑
λ∈Σ+

Tλ + Y +
∑

α∈W+

Xα

(H1 ∈ a, Tλ ∈ pλ, Xα ∈ Vα(p2 ∩ l1), Y ∈ V (p2 ∩ l1))

と分解する．このとき，aH1 = H1, aY = Y ,

aTλ = cos(〈λ,H〉)Tλ + sin(〈λ,H〉) [H,Tλ]

〈λ,H〉
,

aXα = cos(〈α,H〉)Xα + sin(〈α,H〉) [H,Xα]

〈α,H〉

が成り立つ．この等式は 〈λ,H〉 = 0や 〈α,H〉 = 0の場合でも意味を持ち，

全ての場合で成り立つ．これより主張が得られる． �

上の補題から H が正則元（任意の λ ∈ Σ, α ∈ W に対して 〈λ,H〉 6∈
πZ, 〈α,H〉 6∈ π

2
+ πZ ）ならば，交叉L1 ∩ aL2は離散的になることがわか

る．この逆も成立することを次に示す．

定理 4.5. 交叉L1 ∩ aL2 (a = expH)が離散的になるための必要十分条件

はHが正則元になることである．

証明 Hが正則元でなければ，交叉L1 ∩ aL2が離散的にならないこと

を示せばよい．Hを正則元でないとすると，(i)ある λ ∈ Σ+が存在して，

〈λ,H〉 ∈ πZ，または，(ii) ある α ∈ W が存在して，〈α,H〉 ∈ π
2
+ πZと

なる．

(i)の場合：あるX ∈ W (Σ)Jが存在して，〈λ,X〉 6= 0．Sλ ∈ lλ, Tλ ∈ pλ
を ||Sλ|| = ||Tλ|| = 1，かつ，任意のH ′ ∈ aに対して

[H ′, Sλ] = 〈λ,H ′〉Tλ, [H
′, Tλ] = −〈λ,H ′〉Sλ, [Sλ, Tλ] = λ

を満たすようにとれる ([12, p. 89, Lemma 1])．このとき，

exp(tSλ)X = X+
〈λ,X〉
‖λ‖2

(cos(t‖λ‖)−1)λ− 〈λ,X〉
‖λ‖

sin(t‖λ‖)Tλ ∈ L1∩aL2

よって，交叉 L1 ∩ aL2は離散的ではない．
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(ii)の場合：span(W (Σ)α) = aとなるので，X ∈ W (Σ)J が存在し

て，〈α,X〉 6= 0．V ⊥
α (l1 ∩ p2)と V ⊥

α (l2 ∩ p1) の基底 {Xα,i}と {Yα.i}を [6,

Lemma 4.16]のようにとる．このとき，

exp(tXα,i)X = X+
〈α,X〉
‖α‖2

(cos(t‖α‖)−1)α−〈α,X〉
‖α‖

sin(t‖α‖)Yα,i ∈ L1∩aL2

よって，交叉 L1 ∩ aL2は離散的ではない． �

以下，交叉は離散的と仮定する．M ∩ aiは Liの大対蹠集合であり，

L1 ∩ aL2 = M ∩ a = G · J ∩ a1 ∩ a2, M ∩ ai = W (Ri)J

が成り立つ．これより

W (Σ̃)J ⊂ L1 ∩ aL2 ⊂ M ∩ ai = W (Ri)J

が成り立つ．以上の準備の下で次の主結果を示す．

定理 4.6. 　交叉 L1 ∩ aL2は離散的であるとする．このとき，

L1 ∩ aL2 = W (Σ̃)J = W (R1)J ∩ a = W (R2)J ∩ a

証明 W (Σ̃)J ⊂ L1 ∩ aL2 ⊂ W (R1)J ∩ a2 となることは証明済みであ

る．(M,L1, L2)の分類から Σ̃はA型，B型，C型のいずれかになる．

Σ̃がB型またはC型の場合：Σ̃に付随した aの特性元全体はW (Σ̃)Jで

与えられる．W (R1)J∩a2の任意の元Xはa−{0}の元で (adX)3 = −adX

を満たす．よってX ∈ W (Σ̃)JとなりW (Σ̃)J = L1∩aL2 = W (R1)J ∩ a2
が成り立つ．同様に L1 ∩ aL2 = W (R2)J ∩ a1も成り立つ．

Σ̃がA型の場合は二種類しかなく個別に確かめた． �

最近，福島高専 馬場蔵人氏との共同研究により，(G,F (Iτ2))が正規実

形に付随する compact対称対のときには，Σ̃ = R1となることが示され

た．したがって，この場合には L1 ∩ aL2 = W (Σ̃)J = W (R1)J が成り立

つ．この条件を満たす (M,L1, L2)を全てあげると次のようになる．

例 4.7. ([15, Theorems 5.1,5.2,5.4–5.7]) 以下の (M,L1, L2)についてL1 ∩
aL2 = W (Σ̃)J = W (R1)J が成り立つ．

(1) (Gn(C2n), U(n), Gn(R2n)). このとき，#(L1 ∩ aL2) = 2n．
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(2) (Sp(2m)/U(2m), Sp(m), U(2m)/O(2m))．

このとき，#(L1 ∩ aL2) = 2m．

(3) (SO(4m)/U(2m), U(2m)/Sp(m), SO(2m))．

このとき，#(L1 ∩ aL2) = 2m．

(4) (E7/T · E6, T · E6/F4, (SU(8)/Sp(4))/Z2)．

このとき，#(L1 ∩ aL2) = 8．

(5) (E6/T · Spin(10), F4/Spin(9), G2(H4)/Z2)．

このとき，#(L1 ∩ aL2) = 3．

(6) (G2q(C2(m+q)), Gq(Hm+q), G2q(R2(m+q)))．

このとき，#(L1 ∩ aL2) =

(
m+ q

q

)
．

(G,F (Iτ2))が正規実形に付随する compact対称対でなくとも，a1 = a

となれば，Σ̃ = R1であり，L1 ∩ aL2 = W (Σ̃)J = W (R1)J が成り立つ．

この条件を満たす (M,L1, L2)はただ一つである：

例 4.8. ([14, Theorem 1.1]) (M,L1, L2) = (Qr+s+t−1(C), Sr−1,s+t−1, Sr+s−1,t−1)

(s > 0, r < t)について L1 ∩ aL2 = W (Σ̃)J = W (R1)J が成り立つ．この

とき，#(L1 ∩ aL2) = 2r．

Σ̃ 6= R1, R2となる (M,L1, L2)はただ一つである：

例 4.9. ([15, Theorem 5.3]) (M,L1, L2) = (G2m(C4m), Gm(H2m), U(2m))

のとき，

L1∩aL2 = W (Σ̃)J, #(L1∩aL2) = 2m, #2(L1) =

(
2m

m

)
, #2(L2) = 22m

この場合には

(Σ̃,Σ,W ) = (III-Cm) = (Cm, Cm, Cm), R1 = A2m−1, R2 = C2m

となっている．
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5 今後の課題

既約の仮定を落として，compact型 Hermite対称空間内の二つの実形

の交叉を考えると，どのようになるのだろうか？この場合には，対称三

対 (Σ̃,Σ,W )の Σ̃に当たる部分が既約ルート系ではなくなるので，これ

について調べるためには対称三対の概念を拡張する必要があると思われ

る．また，二つの制限ルート系 (R1, a1), (R2, a2)と対称三対 (Σ̃,Σ,W )の

関係を詳しく知るような理論があれば，より便利と思われる．これにつ

いては (R1, a1), (R2, a2)の定める二つの佐武図形から [10]を用いて Σ̃ま

では読み取れ，馬場氏との共同研究が進行中である．もし，このような

ことがはっきりわかれば，例えば一般化された複素旗多様体内の二つの

実形から compact対称三対が定まるが，これらの実形の交叉の研究に役

立つと期待される．

二つの実形とHermann作用 (の特別なもの)とは，今のところ対称三対

を通じて間接的に関係しているが，直接的な関係はあるのだろうか？一

般的なHermann作用も交叉の理論と関係があるのだろうか？
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6 付録：E6に随伴した特性元

例 2.5の計算の詳細を示しておく．

Jjを Jj = J1 −
∑6

j=1 kjαjと表示したときの係数 kjは次のようになる．

k1 k2 k3 k4 k5 k6

J1

J2 1

J3 1 1

J4 1 1 1

J5 1 1 1 1

J6 1 1 1 1

J7 1 1 1 1 1

J8 1 1 1 1 1

J9 1 1 1 2 1

J10 1 1 1 1 1 1

J11 1 1 1 2 1 1

J12 1 1 2 2 1

J13 1 1 2 2 1 1

J14 1 1 1 2 2 1

J15 2 1 2 2 1

J16 2 1 2 2 1 1

J17 1 1 2 2 2 1

J18 2 1 2 2 2 1

J19 1 1 2 3 2 1

J20 2 1 2 3 2 1

J21 1 2 2 3 2 1

J22 2 2 2 3 2 1

J23 2 1 3 3 2 1

J24 2 2 3 3 2 1

J25 2 2 3 4 2 1

J26 2 2 3 4 3 1

J27 2 2 3 4 3 2
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siJjは次のようになる．

s1 s2 s3 s4 s5 s6

J1 J2 J1 J1 J1 J1 J1

J2 J1 J2 J3 J2 J2 J2

J3 J3 J3 J2 J4 J3 J3

J4 J4 J5 J4 J3 J6 J4

J5 J5 J4 J5 J5 J7 J5

J6 J6 J7 J6 J6 J4 J8

J7 J7 J6 J7 J9 J5 J10

J8 J8 J10 J8 J8 J8 J6

J9 J9 J9 J12 J7 J9 J11

J10 J10 J8 J10 J11 J10 J7

J11 J11 J11 J13 J10 J14 J9

J12 J15 J12 J9 J12 J12 J13

J13 J16 J13 J11 J13 J17 J12

J14 J14 J14 J11 J14 J11 J14

J15 J12 J15 J15 J15 J15 J16

J16 J13 J16 J16 J16 J18 J15

J17 J18 J17 J14 J19 J13 J17

J18 J17 J18 J18 J20 J16 J18

J19 J20 J21 J19 J17 J19 J19

J20 J19 J22 J23 J18 J20 J20

J21 J19 J19 J21 J21 J21 J21

J22 J21 J20 J24 J22 J22 J22

J23 J23 J24 J20 J23 J23 J23

J24 J24 J22 J22 J25 J24 J24

J25 J25 J25 J25 J24 J26 J25

J26 J26 J26 J26 J26 J25 J27

J27 J27 J27 J27 J27 J27 J26
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上の表から直ちに次がわかる．

5∪
i=1

∆i − {J1} = {J = J1 −
6∑

j=1

kjαj ∈ W (E6)J1 | k1 = 2},

W (E6)J1 −
5∪

i=1

∆i = {J −
6∑

j=1

kjαj ∈ W (E6)J1 | k1 = 1}

補題 6.1. 1 ≤ i ≤ 5に対して，4i = a(i) ∩W (E6)J1.

証明 ⊂は明らかだから ⊃を示す．例えば i = 1とする．今，仮に

Jk ∈ a(i) ∩W (E6)J1で Jk 6∈ ∆1 となるものが存在したとする．明らかに

j ≥ 2に対して Jk 6∈ 4(j)．したがって，Jk = J1 −α1 −
∑6

j=2 kjαjという

形になる．特に，

〈J1, Jk〉 = ‖J1‖2 − 〈α1, J1〉 =
4

3
− 1 =

1

3

Jk ∈ a(1)より x, y ∈ Rが存在して Jk = xJ1 + yJ15．両辺のノルムの二乗

を計算し，

1 = x2 + y2 − xy

Jkと J1との内積を計算し

1

3
= 〈J1, Jk〉 = x〈J1, J15〉+ y‖J1‖2 =

4

3
x− 2

3
y

Jkと J15との内積を計算し，

〈Jk, J15〉 = x〈J1, J15〉+ y‖J1‖2 = −2

3
x+

4

3
y = 2x− 1

6

上の式より x = 1±
√
6

4
．よって，〈Jk, J15〉 6∈ Qとなり矛盾が起こる．

7 付録：E7に随伴した特性元

E7の特性元

J =
1

2
(2e6− e7+ e8) =

1

2
(2α1+3α2+4α3+6α4+5α4+5α5+4α6+3α7)

の軌道について調べる．Jkを次の表で定める．次の表は 2Jk =
∑

cieiと

表したときの，係数 ciを書いている．Jkの番号 kが飛び飛びなのは間下

先生の番号付けに合わせたため．
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2Jk e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8

2J1 1 1 1 1 1 1 0 0

2J4 −1 −1 1 1 1 1 0 0

2J6 −1 1 −1 1 1 1 0 0

2J7 1 −1 −1 1 1 1 0 0

2J10 −1 1 1 −1 1 1 0 0

2J11 1 −1 1 −1 1 1 0 0

2J13 1 1 −1 −1 1 1 0 0

2J16 −1 −1 −1 −1 1 1 0 0

2J18 −1 1 1 1 −1 1 0 0

2J19 1 −1 1 1 −1 1 0 0

2J21 1 1 −1 1 −1 1 0 0

2J24 −1 −1 −1 1 −1 1 0 0

2J25 1 1 1 −1 −1 1 0 0

2J28 −1 −1 1 −1 −1 1 0 0

2J30 −1 1 −1 −1 −1 1 0 0

2J31 1 −1 −1 −1 −1 1 0 0

2J33 0 0 0 0 0 2 1 −1

2J46 0 0 0 0 2 0 −1 1

2J47 0 0 0 2 0 0 −1 1

2J48 0 0 2 0 0 0 −1 1

2J49 0 2 0 0 0 0 −1 1

2J50 2 0 0 0 0 0 −1 1

2J52 −2 0 0 0 0 0 −1 1

2J53 0 −2 0 0 0 0 −1 1

2J54 0 0 −2 0 0 0 −1 1

2J55 0 0 0 −2 0 0 −1 1

2J56 0 0 0 0 −2 0 −1 1

このとき，W (E7)J は J と Jk及びこられの−1倍からなる．

‖J − Jk‖ =
√
2, ‖J + Jk‖ = 2, ‖J − (−J)‖ =

√
6

が成り立つ．s1, · · · , s6で生成されるW (E7)の部分群W (E6)は Jに関す

るイソトロピー部分群である．siJkについては次が成り立つ．
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Jk s1Jk s2Jk s3Jk s4Jk s5Jk s6Jk

J1 J50 J4 J1 J1 J1 J1

J4 J53 J1 J4 J6 J4 J4

J6 J54 J6 J7 J4 J10 J6

J7 J7 J7 J6 J7 J11 J7

J10 J55 J10 J11 J10 J6 J18

J11 J11 J11 J10 J13 J7 J19

J13 J13 J16 J13 J11 J13 J21

J16 J16 J13 J16 J16 J16 J24

J18 J18 J18 J19 J18 J18 J10

J19 J19 J19 J18 J21 J19 J11

J21 J21 J24 J21 J19 J25 J13

J24 J24 J21 J24 J24 J28 J16

J25 J25 J28 J25 J25 J21 J25

J28 J28 J25 J28 J30 J21 J28

J30 J30 J30 J31 J28 J30 J30

J31 J33 J31 J30 J31 J31 J31

J33 J31 J33 J33 J33 J33 J33

J46 J46 J46 J46 J46 J46 J47

J47 J47 J47 J47 J47 J48 J46

J48 J48 J48 J48 J49 J47 J48

J49 J49 J52 J50 J48 J49 J49

J50 J1 J53 J49 J50 J50 J50

J52 J52 J49 J53 J52 J52 J52

J53 J4 J50 J52 J54 J53 J53

J54 J6 J54 J54 J53 J55 J54

J55 J10 J55 J55 J55 J54 J56

J56 J18 J56 J56 J56 J56 J55

s7の作用については s7J = J46, s7J56 = −J33となる．ゆえにW (E7)J は

二点等質である．

20


